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人 
包含 籼 大 部 分 .第 一 部 分 主要 内 容 是 调和 分 析 的 基本 内 容 和 现代 方法 ,特别 
是 与 现代 偏 微 分 方程 研究 联系 密切 的 方法 和 技巧 .第 二 部 分 则 是 利用 调 各 
分 析 的 现代 方法 来 研究 偏 微分 方程 ,与 此 同时 , 借助 于 调和 分 析 的 方法 , 对 
一 般 可 微 阔 数 空间 进行 了 总 缚 ,这 对 于 从 LR ORE 
可 少 的 ,这 部 分 主 旧 涉 此 线性 发 展 方程 解 的 时 空 估计 . 访 动 方程 和 色散 波 
六 程 的 柯 西 问题 及 散射 性 理论 等 . 

O 襄 才 对象 包 括 理工 科大 学 数学 系 ,应 用 数学 条 和 其 他 相关 专业 的 大 学 
让 研究生 .教师 以 及 有 美的 科学 本 作 者. 当然 , 它 也 可 殿 纯 粹 教学 家 种 应 用 
数学 家 参考 合用. 
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调和 分 析 或 Fourier 分 析 的 起 源 可 起 泣 到 Euler, Fourier 等 
著名 数学 家 的 研究 ， 之后， 经 历 了 近 200 年 的 发 展 , 已 成 为 数 
学 的 核心 学 科 之 一 . 它 的 方法 几乎 渗透 到 数学 的 所 有 领域 ， 鉴 
于 它 的 思想 和 方法 来 源 于 分 析 的 许多 领域 , 调和 分 析 在 数学 的 
许多 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 , 特别 是 对 仿 微 分 方程 、 代 数 数论 
南 言 尤为 如 此 . 本 书 主 要 介绍 调和 分 析 的 基本 内 容 、 基 本 技巧 
以 及 它 在 偏 微分 方程 中 的 应 用 . 

AMAA, 调和 分 析 中 建立 的 许多 分 析 工 具 诸 如 算 子 插值 方 
法 , 极 大 函数 方法 、 球 调和 阔 数 理论 .位 势 理论 和 一 般 可 微 函 数 空 
间 等 是 研究 偏 微分 方程 的 必 备 工具 . R Calderén-Zygmund 
奇异 积分 算 子 在 双 曲 方程 组 的 应 用 、 第 二 代 Calderon-Zygmund 
奇异 积分 算 子 在 拟 微 分 算 子 的 作用 、BMO 空间 在 研究 椭圆 型 
偏 微分 方程 的 解 的 正则 性 等 诸 方 面 都 充分 体现 了 调和 分 析 在 候 
微分 方程 研究 中 的 巨大 作用 . 近 20 年 来 , 随 着 调和 分 析 理 论 的 
发 展 和 这 步 完 善 ， 它 在 偏 微分 方程 中 的 应 用 显得 尤为 突出 . 这 
主要 表现 在 两 方面 , 其 一 是 它 在 研究 椭圆 型 方程 边 值 问题 中 的 
应 用 . 当 区 域 是 Lip 边界 时 ， 卫 .M.Stein RHF RAR T — Oh 
圆 型 方程 边 值 问 题 I? 估计 以 及 解 的 正则 性 问题 ， 这 方面 的 工 
作 可 见 E.M.Stein 等 的 文章 或 C.E.Kenig 的 “Harmonic Analysis 
Techniques for Second Order Elliptic Boundary Value Problem ”一 
书 . 其 二 是 它 在 研究 发 展 型 方程 的 定 解 问题 中 的 作用 . URS 
积分 居 计 及 位 势 估 计 为 基础 ,建立 线 性 发 展 方程 解 的 LP 一 s 
it RAM Shit, 此 为 厂 究 非 线 性 发 展 型 方程 提供 新 
的 工作 空间 . 可 以 毫 不 夸张 地 讲 ， 时 空 佑 计 方 法 和 非 线 性 项 的 
分 数 阶 求 导 估计 使 非 线 性 发 展 型 方程 的 研究 进入 一 全 办 新 的 阶 
段 . 例如 : 借助 于 时 空 估计 方法 和 非 线 性 项 分 数 阶 求 导 估计 , 可 


-j 


以 建立 许多 非 线 性 色散 波 方 程 ( 非 线 性 Schrodinger H, KdV 
方程 、BO 方程 等 } 的 Cauchy 问题 在 低 阶 Sobolev 空间 中 的 让 是 
性 理论 . W.A. Strauss 借助 于 时 空 估 计 ， 将 非 线 性 色散 波 方 程 
和 菲 线 性 波 方 程 的 经 典 解 的 散射 性 理论 扩充 到 能 量 解 的 散 对 
性 理论 , 建立 了 非 线 性 Schrödinger 方程 和 非 线 性 波动 方程 能 量 
小 解 的 散射 性 理论 .在 适当 的 条 件 下 ， Brenner 获得 了 非 线 性 
Klein-Gordon 方程 Cauchy 问题 能 量 解 的 散射 性 理论 ,而 Ginibre 
和 Velo 建立 了 非 线 性 Schrodinger 方程 能 量 解 的 散射 性 理论 ， 
利用 时 空 佑 计 和 非 线 性 项 的 时 空 倘 计 ，5 次 波动 方程 Cauchy | 
问题 能 量 和 解 的 适 定性 的 建立 以 及 耦合 Klein-Gordon-Maxwell 方 
程 Cauchy 问题 能 量 解 的 适 定性 的 建立 等 都 充分 证 明了 调和 分 
析 方 法 在 现代 偏 微分 方程 研究 中 的 主导 作用 . PLENS 
Fourier 变换 、 平 籍 不 变 算 子 理论 、 球 调和 郴 数 的 理论 及 其 应 
用 、 算 子 播 值 理论 、 极 大 图 数理 论 及 BMO 空间 、 奇 异 积 分 理 
论 及 其 应 用 、 Littlewood-Paley Hit. 位 雪 Banach 空间 太一 般 
A eS), RBA. 线性 发 展 方程 解 的 时 空 和 估计 、 
色散 波 方程 (组 ) 的 Cauchy 问题 及 散射 性 理论 、 经 典 波 动 方程 
的 Cauchy 问题 及 散射 性 理论 等 .本 书 的 调 积 分 析 部 分 以 基本 
内 容 、 基 本 技巧 为 主线 ， 特 别 是 与 现代 偏 微分 方程 研究 联系 
密切 的 方法 和 技巧 , 在 偏 微 分 方程 的 应 用 方面 ， 重 点 研究 非 线 
性 发 展 方 程 的 调和 分 析 技 巧 和 方法 ,而 顶 圆 型 方程 的 调和 分 
HARA DM Kenig 的 专著 ,当然 ， 这 里 我 们 借助 于 乘 子 理论 和 
Hérmander 空间 给 出 了 算 子 半 群 与 解析 灶 群 的 乘 子 刻画 ， 这 对 
偏 微分 方程 的 半 群 方法 也 有 重要 作用 .需要 说 明 的 是 ， 本 书 中 
许多 定理 的 证 明 是 由 作者 重新 给 出 ， 限 于 作者 所 识 ， 不 妥 之 处 
在 所 难免 ， 希 望 诸 位 同 夺 批评 指正 ， 以 便 再 版 时 于 以 纠正 . 
在 本 书 的 写作 过 程 中 ， 得 到 了 膨 毓 乌 院 士 的 热情 关心 和 极 
大 的 帮助 ， 周 先生 给 我 握 供 了 自己 多 年 积累 的 资料 ， 并 对 本 书 
的 内 容 和 选材 提出 了 很 好 的 建议 . 周 民 强 教授 是 作者 调和 分 析 
的 引路 人 大，1996 年 作者 验 听 和 膨 民 强 先生 的 调和 分 析 入 门 课 程 ， 
他 精辟 的 讲解 给 我 留 下 了 深刻 的 印象 ,并且 影响 了 作者 日 后 的 


学 习 和 研究 , 国外 著名 的 数学 家 工 . Hormander, T.Kato, W. Wahl, 
J.Ginibre, N.Hayashi, ¥.Tsutsumi 等 给 作者 提供 了 他 和 们 的 文章 和 
许多 有 价值 的 资料 ， 有 些 癌 题 和 他 和 们 进行 了 有 益 的 讨论 ， 郭 相 
灵 孝 授 始 终 对 本 书 的 与 作 予 以 热情 的 帮助 , 在 他 的 关心 和 支持 
下 ， 本 书 的 部 分 内 容 作 为 博士 生 教 材 ， 在 中 国 工 程 物理 研究 院 
研究 生 部 使 用 多 次 ， 先 后 参加 听课 的 有 :于 时 进 副 教授 、 黄 海 
洋 副 教授 、 胡 越 副教授 、 邢 察 省 博士 、 韩 永 前 博士 、 曾 百年 博 
士 、 元 荣 博 士 、 藉 莫 葛 博士 、 杜 先 云 博 土 等， 他们 给 作者 提出 
许多 宝贵 的 意见 . 所 有 这 些 对 本 书 的 形 咸 都 起 到 了 极 大 的 推动 
作用 ， 在 此 致 以 诚挚 的 感谢 . 

张 蔡 庆 院 士 、 丁 伟 岳 院士 对 本 书 的 写作 予以 热情 鼓励 和 支 
持 ， 作 者 深 震感 谢 . HS, CANT RRL. AMER 
授 、 符 鸿 源 教 授 、 沈 隆 钧 教授 、 叶 其 孝 教授 、 王 靖 华 教授 、， 陈 
国 三 教授 、 白 凤 图 教授 、 顾 永 耕 教授 等 表示 深 深 的 感谢 ， 他们 
在 作者 的 成 长 过 程 中 给 予 许 多 真诚 的 帮助 . 与 此 同时 ， 作 者 对 
同行 江 松 教授 等 表示 谢意 , 他 们 对 作者 从 事 本 书 的 写作 给 予 了 - 
热情 的 关心 和 支持 . 本 书 的 排版 录入 均 由 作者 之 妻 刘 晓 册 女士 
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本 书 得 到 国家 自然 科学 基金 委员 会 优秀 科研 成 果 专 著 出 版 
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第 一 音 Fourier 变换 


Fourier 变换 是 调和 分 析 的 核心 问题 和 基本 工具 , CRA 
SKA, RASS AMR AK, AE BRM eA 
法 的 生长 点 , 本 章 着 重 讨 论 LPR") (1 <p < 2) 上 的 Fourier 变换 
for, 进而 将 Fourier 变换 的 定 闪 推广 印 缓 增 广 浆 范 数 空 间 ,， 这 
里 主要 利用 了 欧 氏 空间 的 平移 结构 和 疙 数 的 着 积 运 算 人 性质 . 


§1.1 4 积 


本 节 我 们 来 讨论 晒 数 的 郑 积 ， 养 积 运 算是 现代 分 析 中 的 基 
本 运算 ， 它 在 Fourier Ch. RRM RRA OTe eA 
重要 的 作用 . 为 讨论 之 便 ， 先 引入 一 些 通 用 的 记号 ， R” ËR 
n 维 欧 氏 空 =A], z = (Tita Xn】 E R” 表示 RR” PM IK, 


zy = a 表示 欧 氏 内 积 ， 相 应 的 |z| = foe 是 由 欧 氏 内 积 


eS RiR. L = LP(R"),1 < p < oo 表示 通常 的 Lebesgue 
空间 对 任意 的 fe LPR), flo 表示 通常 的 L 范 数 。 CoR”) 
ERKA (Fle) 1 f(a) ECR") lm f(z) 0] 在 L” 范 数 


下 所 构成 的 空间 . 若 4 COR", 通常 用 mes(A) 和 diam(A) 分 别 表 

示 有 的 测度 和 直径 。 F( “”) 和 1+( ”) 分 别 表 示 Fourier 

变换 及 Fourier W Æ, it S AS’ 分别 表 示 Schwartz 速 降 函 数 
空间 和 Schwartz 2187" & pe Be 2 B. 

EX 1.1 # fir), glz) 是 及 "上 的 两 个 Lebesgue Fy jill pR 

数 ， 若 fle-y)- gly) WILLA Ho 是 y Ha Meee, MER 


1rg 四 = | Se- v)gludee, (1.1) 


E fI g Zee. 
直接 验算 ， 郑 积 具有 如 下 狂 质 (假设 式 中 当 现 积分 存在 ) 
(i) fe g= gx f. 


(ii) (f+ g)*h = f* (gh). 

(iii) af * g) 一 Ta 了 + 日 一 了 + 了 29- 

(iv) supp (f * g) C supp f+supp g. 这 里 7, f(x) = fle — z). 

定理 1.1(Young TA) h1 <p < cœ, f € LPR"), gE 
L (R), Uf h= frog IPRA BR 


If * gh» < IF lalla. (1.2) 


证 明 当 1<p< oo 时， 利用 Minkowski 不 等 式 可 见 


lf * all> < 人 (f [f(z 一 orioles) dy 


sf ow (fe -wrae) dy = hho- lot 
而 当 p = co 时 ， (1.2) 是 显然 的 ， 于 是 Young 不 等 式 (1.2) 成 


Mw. 这 里 用 到 了 Minkowski 不 等 式 ， 一 般 地 可 表示 为 : 
引 理 1.2 (Minkowski 不 等 式 ) 设 1<p<o0, 则 有 


(人 az) <f (人 le led) dy (1.3) 


iE 记 F(z) = fe f(z, 办 dy, 注意 到 积分 交换 次 订 ， 有 


f fends 


liF (a)lls = sup ， FE. dda 
Hellar R™ 


= me f 人 JCY 


< ney Í. (a frac)" i lele dy 
<S. spay dy. 


从 而 ， Minkowski 不 等 式 11.3) 得 证 . 


， ， 


注 记 1.1 由 Young 不 等 式 及 卷 积 的 基本 性 质 ,， 容易 看 出 : 

a) fige L s fege ll. +H, L 中 的 函数 在 加 法 、 
数 乘 ， 卷 积 意 义 下 构成 了 一 个 Banach 代数 . 然而， 一般 地 ， 
eS L! A fege LD, KL Ei REM FA E Banach 

tb jf*g RT fig PR-TPRSAHAARIER, Pl: 车 
SUR, Wo feo th. 它 实际 上 开辟 了 用 光滑 函数 逼近 一 般 
一 数 的 方法 . 

(c) Fourier FMK ERER, ARRE f. 

(d) wz € D kle) WET K: LR”) — (RY 的 有 界线 
性 算 子 ， 即 

Kf=k(x) f, 


A JEKI = | 本 这 里 1 <p < ow. 
正则 化 原理 KJA D fA REALS ; 
E 1.2 Xf (z) e LR"), id 
felz) =e"H(=), > 0, (1.4) 


称 {p()j 是 O(c) AN fH AB pe BE HR. 
BI, fan Be (dz = fes $(z)da. WM: H(z) = Xisl<itz) ER 
&f{z:l|e|/<1} EAREN, WA, 


1 
elx) = Za Xlelse (2), 
进而 ， 
lim $e (2) = Ste), 


这 里 sr) HA Dirac 明 数 . 
定理 1.3 设 f(z) € L'(R"), H fy. ode =a. 
G) 车 feIrR"),1<p<oco 或 feCoCcIL™(R"), 则 有 


f +e > afle) of (1.5) 
fró af, em0 feECoCL™(R"). (1.6) 


. 3. 


Gi, HELM) BAe) 在 开 集 V 上 一 致 连续 ， 骨 
febe f, €70, 2EV. (1.7) 
证 明 人 注意 到 
jxb -af= f Ube -WD = Fadl 


由 Minkowski 不 等 式 (1.3), 得 


If + ge- afle =- (人 [ipo [te — — fo) eWay D 
sf (vse jopa] se (Way 
<f (/. je ev) -ra COL 

注意 到 


(人 f(z- ey) — fopa)” < 2lf\lp < ©, 
LA EP 空间 消 数 的 整体 连续 性 
lim (e+ fo = VAER) (9) 
对 (1.8) 式 利 用 Lebesgue 控制 收 全 定理 ， 就 得 
|f* Be —afllp — 9; e300 (1<p< oo). 


另 一 方面 , 4p=~w, f ECocin, 因而 fEl < oo, 由 
Lebesgue 控制 收 伍 定理 可 得 


IF * 由 = 一 afll < 人 \ f(z 一 ey) 一 天 人) 起 [8 —+ 0, E 一 0. 


.和 ， 


( 对 6 > 0, 取 充分 大 的 闭 集 印 ,使 得 fa wlrtz)|lar < 4. 
于 是 ， 
suplf + ge -afles sup |fie—ev) -fE f lolde 
rEV sEV, yEW w 
十 2| fll ocd. (1.10) 


故 当 < 一 0 时 ， 由 上 活 的 人 在意 人 性， 就 得 (1.7). 
注 记 1.2 (a) 在 定理 1.3 中 ,车 4= 1, 就 是 所 谓 L? 正则 化 
原理 ， 特 别 ， 当 a = (1.5) 和 1.6) 仍然 成 立 ， 
(b) # f € LP(R"), 1 < p< o0. 记 wp. (h) = (gn [Fle +h) - 
f(a)Pdx)>, 那么 
lim wp, th) =0. (1.11) 


FEE, AF Ce 了 Rn) AT LPR"), 因此 ， 对 Ye >0 在 在 
géC.(R") 使 得 . 
lf 一 引 | ze < 了 
另 一 方面 ,由 glr) 的 一 致 连续 性， 可 取 疡 充分 小 ， 使 得 


1 a 
Riri) gr) = 一 一 
| ) a )| mes( Bdiam{suppg)+1(0)) 3 


R, AEPD, BEM BAS E 


wp ih) Sli +h) ~ giz + hìlle + Ilg(e) 一 f(z)|lp 


+ (S lg{e + h} 一 (lpdz 


2 emes(suppg} 
Zep emeslsupp9g) eg (1.12) 
3 smes(Baiam(suppg)+1 (0)) 


推论 1.4 设 fe LP(R"), 1 <p < oo, Ñ fe Co C LR"), 
出 存在 {ge}ero Z Cr, 使 得 


img. =f, ferrR"), 1<p<o, 
£30 


img "= f, Vf E CoC L®. 
证 明 0) BA fee LPR) 具有 紧 支 集 ， 取 CH(R") HK 
pla) 满足 , 
o f Cek’, [2] <i 
p(x) = | 


1.13) 
0, |z| > 1, 


A fp. e(ejde=1. FR, ge = 二 ff*pelz) E CF 并且 


lge — Flle — 9, e+ 0. 


fii) F e PCR") <p < 2%) URVI>O FERS RH 
Woe Lr ee ; 
If — allp < 9! 


TÆ, B g = 9* Pe E COR"), Se RAN, OG) A 


| å à 
IF- gellp < IF -— glp + Ilo — Gellp < 3 十 37 å. 
(iii) hh, HA EN f eE Co cL” KBE. 
点 态 收 效 上 面 介 绍 了 zz 意义 的 逼近 问题 ,在 适当 条 件 
下 ， 这 些 通 近 在 点 态 意义 下 也 是 收 语 的 . 
命题 1,5 Wee LR") H fh, pdxz==1 记 
v(x) = sup |é(y}l, 


Pad Ea 


并 设 w(x) € LICR”), 则 ie) 满足 如 下 性 质 : 

(i) viz) E IAA (el = 加 = ple) = Viy). 

Gi) 对 |z| =r, tolr) = v(x) 是 的 非 增 函 数 ， 

(iii) 当 je] 3 0 BY lt] aot, A lepela) > 0, a, FE 
常数 4, 使 得 

ripz) < A, 0< |x| < 00. (1.14) 

(iv) 设 xal) 是 集合 {e: |x| 2 n} LAR, Ue 

0<n<o0 及 1<p<o0 有 


lim [Xante lke = 0, (1.15) 


这 里 1 和 PP+L1AP = 1. 
证 明 (i),(ii) 是 显然 的 . 下 来 证 明 (ii). 用 Dp 表示 R” 
单位 球面 ，wn_! 表示 球面 面积 . 考虑 


[wi a [ voloie™ 4p 
Er Ba- 5 


> wn io(r) a — 2") 
E y(z) € LR") 可 知 
Jim, lov) = 0, lim el) =0 
HE HM A> 0 使 得 {1.14) 成 立 . 
(iv) 考察 
P 一 p r= (2 oP lig 
Ia Jan wr (ad fne Jo 一 La) 
-njal d £ .16 
< wo {velo (1.16) 


3X BA Bp’ ~1= © 以 及 Gil). RE yle) EL A Gii) BN 
1 


e"o(4) = EZA : WP 30, «-0. 


从 而 推 得 Cv). 
定理 1.6 证 oe Li (IR™), f odz = 1. 令 yiz) = izl | Bt, 
yl2|z 
若 p(z) E LIOR"), BA, X Yf e LP?(R"),1< ps0, 就 有 
lim f * $l) “E f(x), Wa e Ly, (1.17) 


其 中 Ls 表示 f(x) 的 Lebesgue ya fa. 
证 明 注意 到 


Ls 一 fa: imf If ste v)~ few =o}, (4.18) 


7: 


me ce Ly WIER > 0, ARR y > 0, HR HOcr <a ht, FA 
a f f(a — y) — flayidy < 6. (1.19) 
jy Er 


PH P AA es a HE Ri (1.19) 等 价 于 


po” f Í |f(a — sa} — flr)ls™ 'dods < å. (1.20) 

& g(s) = fa _, f(a — sa) ~ f(z)ldo, G(r) = fy g(s)s" tds AR 
Asr i r Gir} 则 (1.20) 等 价 于 

r "G(r) = A lr} < 4, O<r< 4. (1.21) 


or oA _ 一 万 十 五 . 
fret | e-w-f@leay=f +f th 
(1.22) 

先 来 估计 五 . 利用 极 举 标 及 命题 1.5 有 


Rs f f fe ~ sr) = f(x)” Me" Yo (= )dodr 


-f girir” -is Thh of \dr 

ü 

=G Bf GeT) 

=r G(r (T tol) lo 一 f Glesje “dwols) 
— 7 g" å— ó gn "ois 

<As fs dyig(s) < A f dols} 


=Ad + 5f ns™ 'ao(s)ds = AS + -20 wr)dr 
0 iyi Jin 


<6 (44 


) = A), (1.23) 


这 里 用 到 glr) < yl) 分 部 积分 及 vols) 的 单调 下 降 性 质 ， H 


WR, PHH Holder 不 等 式 ， 有 
h< f Fle = wed HIE J velwddy 
HE ep! 3p 


Use (Pe ee) + eta) ee 人 Ga 
n y|>7 


lile eo wl + EY f tady, > 


这 里 用 到 了 (1.15) 及 viy) 的 可 积 性 ， 
注 记 1.3 FEM LOD, # fy olde = a, 那么 


fsp: Saffz), ©50, WE 了 1<p<on, 
特别 ， 当 a = 0, (1.25) DRR Y. 
§1.2 Fourier 变换 的 5 理论 
定义 2.1 设 f eiR"), 称 
Fite) = fo) = f fe dy 


ft 了 的 Fourier 变换 . 


0, 
(1.24) 


(1.25) 


(2.1) 


我 们 首先 来 讨论 LR”) 函数 Fourier 变换 的 基本 性 质 ， 
定理 2.1 (a) 映射 Ff Of LR") LOR") 的 有 界 


线性 映射 | 
(b) # fly) € ENR"), W 了 是 一 致 连续 的 . 


证 明 六 关 于 了 的 线性 性 是 显然 的 . 与 此 则 时， 我们 有 


le Sf F0? dule < Ws, 


(2.2) 


从 而 (a) 成 立 ， 下 来 证 明 (b). 对 Ye > 0, 由 FG) € LR), 存在 


N,4|lyl en 时 ， 
/ flde < =, 
jy] 2N 3 . 


于 是 
f(z1) - Fæ) = | Í (fue Fe — Flyer )ay 


<2 I. F(a) ldy + 


上 [<N fy) le Pr 8 — e miert dy 
y£ 


2 -3i 
< 了 + follylle ~ zale- Ydy 
BESH 


2 
<Ís+N f Jf (y)|dy -|e — zal. 
Rr 


这 样 ， 只 要 取 |zl - zz| < gyn 就 得 fle.) - fle) < e 从 而 
站 一 臻 连续. 

定理 2.2 ( Riemann-Lebesgue 定理 ) 营 fly} ¢ Li(R&R"), 则 当 
lz| 一 oo 时 ， f(z) 3 0. 

WERA 对 fix) = Xanh) id Syl) = f1 Si<n,l syn; 
用 ni Rae, FOMi PRM, Bn; Bae; 一 0 7 PR, 
L<n; <nO<n;<n-1, H un+2; =n}, 直接 验算 


bi by 
f Xloble 2" Ydy = f THT yI dyi raa f eT TEn Ya day 
RF ay an 


e initrd; _ a 2nmirhi 
= [| — c 0 e| > 0. 
2th; 
| 


自然 对 于 任意 的 简单 函数 f, 当 xj -oo 时 ， f(z) 一 0. 最 后 ， 
车 fe LUR"), 对 Ve > 0, 存在 简单 函数 9 使 [If -gl < 6/3. F 
是 
fl<|f-al+lal<if~glh+tal < $ + al. 
从 而 ， fie) +0, jal 一 toc. 
注 记 2.1 此 定理 说 明 fe LR") > fe Co(R"). 问题 :如 


Hg éCo(R"), BEA f E LR”), 使 得 fie) = ge) 回答 是 否 
定 的 . 


10 ， 


断言 设 g€ Co(R) 是 函数 fe LR) 的 Fourier FM, Hg 
是 奇 函 数 ， 则 对 任意 e < 了 < 0, DA 


f i g(a) /adz|) = | | Í f(z) /adz 


其 中 4 是 不 依赖 于 5 的 常数 . 事实 上 ， 注 意 到 9(z) = f(x) 是 奇 
函数 ， 容 易 看 出 


< A, (2.3) 


on +00 
f(x) = f i f(y) cos{(2rryjdy— i f . fly) sin(2rey) dy 


+n 
= -i f fiy)sin{2rry)dy, 
因此 
b £ b pto 
F(z) =—2 1 sin{2rry)dyd 
[ =f f iwsinereyduae 
oe b infre 
i je (/ se a) ay 
too 2nby sin z 
一 -i fly) i > dzdy. (2.4) 
因为 /+> edz ue oe, BT LA 
[ous <B, Ve<b< oo. 
rey Žž 
于 是 
f FE) i <B f oldu < Ye <b < co. (2.5) 
E x -0 
另 一 方面 ， 联 
z/ln|z|€ Co, |£] 2 e, 
g(a) = i oe Í 一 区 TE (2-6) 


. 11 . 


假若 存在 f(y) e DUR") 使 得 f(z) = g(x), BA, 
b Ff ap’ 五 r b 
[ Ma | A242 f dir ++ ox (b> 90). (2.7) 
此 与 23) 相 予 盾 ， 从 而 证 明 这 一 断言 . 


2 al FL‘ UR”) A AY Fourier 变换 ， 可 对 在 限 Borel 测度 定 
SOF Fourier 变换 iH u E R" 上 的 有 限 Borel WE, $ 


Aa) = fda), (2.8) 


$R A Æ Borel MRE p 的 Fourier BR. 在 定理 21 中 , BV 

代表 eln ARAB SRM. 同 理 ， 卷 积 亦 可 很 容易 排 广 到 

Borel Wj RE E. . 
M22 Kyle) 2 R LAM Borel 测度 ， 称 


hlz) = f xu = f f(z — dnl) (2.9) 


是 函数 f(x) 与 Borel 测度 上 的 着 积 ， 于 是 有 相应 的 Young 不 等 
is 


De 


Heile < Df nh, WO， (2.10) 


一 OD 


这 里 VU) 表示 测度 pr) HEEE. 


定理 2.3 车 jf,g€ LR"), 则 (ff*9) =F Â. 
证 有 明 HHA, RA 


fee fay)dy = Í l [ “PMV fly — z)g(2)dedy 
=f f ee Hy — z)dyg(z)dz 
= / [ k e miey f(y\dye = = 9(z)dy 
=} (x) - 9(2). 


- 12 - 


命题 2.4 F fle) LR”), mf = Fle- h), dafla) = Flas), 
a > 0. M 


(raf) (x) = e77 f(a); (2.11) 
(274 fY (T) = Ta fla) = f(e — h); (2.12) 
(Saf (a) = a "f(a lz); (2.13) 

fiz +h) - f(z) _ ferry 1 A aa 
a (Sy) en 

fyth)—- fw). em 1, 
( 而 ) (2) = a F(z). (2.15) 
证 明 直接 演算 


af) = fe ly hdy = e= fs) 


mr) = fee F(y)dy = fe — h) = fle) 


(faf) (£) = 人 _ e224 Hayldy = a ™ f ; e224 f ayjday 
— aot Ini ž -y du = a7” F T , 
ae fem By(y)dy = af) 


ak dk a = xt RE N (2.11), (2.12) 及 (2.13) Re. 进而 ， 利 用 
(2.12), (2.11) 及 Fourier 变换 的 线性 性 就 得 


Flz+ 间 一 Paz) _ tafe) - fla) _ fete -1 . 
Al 本 =( Jo. 


ik] fly) 


Fey) = FO) ogy. (na) fe) _ PRE 1g 
( |h] ) =- |p| = — p F@), 


由 此 推 知 (2.14) 和 (2.15) 成 立 . 作为 (2.14) 与 (215) 的 直接 结 
果 ， 就 得 微分 与 Feurier 变换 之 间 的 基本 关系 . ARBRE 
见 ， 引 入 LP 可 导 概 念 : 


， 13. 


定义 2,3 APE LR"), EFE ge LR"), E A, U 


vA 


RF SRDP 范 数 关于 zk TS, Bis SE = g(x), 


定理 25 wf |e LR"), ztjlz) € DIR"), KH zx Be i 
E k PAM, WY f KE zk 可 微 且 


k 


af 

SL = (rinto e) (2.16) 
1E AR wE h = (0,--- Ak 0,0, SA, OO, 由 命题 

2.4 和 Lebesgue 控制 收 项 定理 ， 有 


H o Ff pT Amih pN — 1 
fet h)— fle) _ (7) "(xy E (2riy fY (x). 
el hr 

RERE: EU RAHM, Bk PRE HR Fourier 
Ab $6 SF 7% BR He HY Fourier 变换 对 第 天 个 变量 求 导 . 反之 , 我们 
可 以 得 到 相反 结果 ， 即 阔 数 的 仿 导 数 Fourier 变换 等 于 相应 的 
AUS eR pe BE FE A He A BAY Fourier 变换 . 

定理 2.6 Bfe DUR"), g HS RL 范 数 关于 zk 的 偏 导 
žr, M | of 

§(x) = mizy f(x) = (a0) (x). (2.17) 


HE AR was (G, ++: 0, An, ODO, , 0), 利用 命题 2.4 和 定理 1.1 
ABA, 对 Ye e R”, 4h, 一 0 时 ， 有 


~ | (oo _ fly+ ha) - J) (2) 
< f. a) _ Hst I dy > 0. 


pinih — 


de) — = fle) 


从 而 ， ĝlz) = riz, f(z). 


， td. 


推论 2.7 设 Pir) EERSTEN, a= (a1, ,Qn) 是 
n- 重 指 标 ， OF = AS... Ger, ill 
(1) & f, P(—2vix) f(z) € LHR”), W 


PO) fz) = (P(-2niy) FY), (2.18) 


即 f(z) 在 L) 模 下 可 进行 求 导 运算 P(A). 
(2) 4 f € LR”), HÆ D AP P(A) E LR”), m 


(P(A) F(y)Y (2) = P(2rix) f(z). (2.19) 


注 记 2.2 (DEC APARAT, HEB MBH ames 
总 有 关系 式 a 
P(A) f(x) = (P(—anty) f Ne), 
(PFW) (a) = P(2ris)f (2). 
( 这 也 充分 体现 了 Fourier 变换 在 处 理 Rn 上 Cauchy 问题 
时 ， 可 以 将 偏 微 分 方程 转化 为 常 油分 方程 的 精神 本 质 . 
L'(R*) Fourier 变换 的 反 演 问题 
对 f(z) € LR”), 其 Fourier 变换 f(x) AN ET L, M 
以 ,一 般 来 讲 ， 积 分 


f f(e Yde 
En 


不 一 定 存在 ， 这 就 给 反 沉 问题 带 来 了 困难 . 下 面 就 来 寻求 适当 
的 方法 和 条 件 来 解决 这 一 问题 . A, ESTA DORAE, FF 
PÆ Abel 求 和 法 以 及 Gauss KAP, ALAR LP 正则 性 原理 和 
ASRA ERREA PB Fourier 变换 的 反 演 问题 . 
定义 2.4 i G(x) ECR") H (0) 二 0, 对 于 函数 F(z) 及 
z>D, 称 
MeF) = Í. F{z)}b(er}dr (2.20) 


是 积分 fen Flz)dz 的 再 平均 ， 匣 


lim Ma (F) =, (2.21) 
e+ 
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则 称 积分 fen Flajde Æ o TRAH, HRS. Fleder RF OW 
FHEIL 
若 取 P(r) =e ||, Ba, 


A(F) = Mael F) = Í k Flz)e lde (2.22) 


就 称 为 积分 Ja (Zz)dz W Abel 平均 . 车 
lim Ae(F) = Ao, (2.23) 
则 称 积 分 fon Flz)dzx 是 Abel 可 求 和 的 ， 并且 F(x) 的 Abel 和 是 


Ag. 
车 到 B(x) = el", 那么 


G.(F) = M zelf) = f F{aje sl de (2.24) 
3 eo 


就 称 为 积分 Jan Pizjde 的 Gauss-Weierstrass 平均 ， 若 


lim G.(F) = Go, (2.25) 


则 称 积 分 J. FlzYdz 是 Gauss 可 求 和 的 ， 并 且 积 分 Jan FE(zidgz 
的 Gauss-Weierstrass 的 和 是 Go. 
注 记 2.3 (i) 4 F(x) ¢ L'(R"), WHR AR ee 


A (F) = Í. F (sje “dz 一 f. F{a\dz, £—>0 (2.26) ` 


G.(F) = [ _ Feet de 3 上 Fejde, e+0 (2.27) 


(ii) 即使 F(z) €g LUR”), 积分 fan 了 (lz)dzx 的 Abel 平均 、 
Gauss- Weierstrass 平均 也 下 以 存在 . 例如 f(x) g LR”) A f(z) 
有 界 ， 则 Ve > 0, Ae, Ge < 00, 

(iii) RUE F(s) g D°(R”), lim 4.(F) 和 lim G.(F) 也 可 以 存 


E. 例如 f(x) = sina /s. 


. 16 - 


(iv) 利用 求 和 法 来 处 理 Fourier 变换 的 反 演 思想 : 记 (x) = 
d(x), BA, (ex) = e"d(z/e). 考察 fan Flaje yd; XF S Ay 
可 求 和 性 ， 利 用 Fourier 变换 的 性 质 可 见 

[ fmerrateaide =f Fajó -yde (2.28) 
在 一 定 意 关 下 ， 若 能 证 其 


f fier @(ea)de 2 | firj tde, ¢ 0, 
Ra Re 


f fisjé.tz — yde —3 flr), 230. 
Ty te 


就 立刻 得 到 LOR") pH Fourier HH RAK. 
56 se [+ Be eR A) Fourier 积分 .利用 


Í eT 2rizy e tn lel dp 一 got P a (2.29) 
E” 
容易 推 得 如 下 结论 : 
定理 23.8 对 vec>0 有 
—raly!? di _n =e? 
ee dy =a že = (2.30) 


HE AR Mey = 2, Bly = 292 MEF 从 而 


Th 
上 cfe ed 一 上 rl -2ri2 Erag, (22) 
R” a Va 
fh 
=2 nq Be Ell ， 2vY —o te @ =|? 
Wie 


定理 29 Xf Va> 0, # 


— lee Or ， 
上 e7@t|yla, 一 人 5 Ydy = Cn {2.31} 
i (a? + jef) = 


其 中 Ch =T( 叶 +) /7 他 
证 明 所 需要 对 a = 1 来 证 明 


f ep 2tlul e nie dy — Cn — (2.32) 
t (1 十 |z 


即 可 . 事实 上 ， 作 >=agy 有 


, geet. a 
f cotati Pre dy = f e 2r|eje 2miŽ z dz. (a ny 
nm mn 


加 Cia 
(laj? + |æ F 
其 次 ,注意 利用 
1 = eT" gz, 
— ñ — — De a dau as, (2.33) 
i zl. vu 
于 是 


oO et art jw]? | —2nia-y 
h € dy = [ n / vm | 


-sre -2rizye "a 
yo t 
ah, Je Ji 


T OG , a 
F J - (5) e eT He? du = 77°F e- tel ie , y du 
0 TU 0 
nit i 1 ji 一 好 ad r(*) 1 
—_a T — m mo~ 5 = 一 二 -一 一 
+t) | i nl) 


因此 ， (2.31) 得 证 . 
下 面 来 证 明 (2.33). 事实 上 , 取 Ta 二 {2 一 XR<zS 
RluU{z= Fet: 0<0<7}, 则 


1 5 i ne 
ez T eirp F et 46 
dz= dey | < 
[ oe 7 _pitsa? o 1+ Re?! 


fi 7 iGRcos H-A Rain? eo cos TH 
cos £8 E R> 2 
-2 f odet | ear A paf Prat 
0 


这 里 8>0, 另 一 方面 ， 利 用 留 数 定理 


i elas 
f dz = 271 - - zzp = we Ë 
T z+: 


n 1 22 
2°" 9 
-s_2 cos Br , 、 
=/ 1 二 2 T, B>Q. (2,34) 
注意 到 


1 Ia 
14+ 2 0 


因而 ， 利 用 (2.30) Ay W 


9 oD 9 ™ a 
ef == | cos fg dz 一 F cos Ba f ete" duds 
T Jo 1 + r? T SG ü 


2 ff™ 2 
= | e= f e “ cos Badrdu 
a Jo 0 

-y 


a € Gil ow eae du 
T JO 2 a = 
J ox +o 2 3 _ 
-> f et f etn uy 62018 dydu 
TT Jo -00 
2 om 1 EE 
== | e`“. m{dur) è -e T du 
T JO 
2" 1 fa _g 1 1 _, st 
一 一 -u — — 4u = — ——_ i au d 
he e je gf pa 
# (2.33) 得 证 . 
id ， N 
本 (ro 一天 (e “" alyl") 一 (ra) Fe" a, (2.35) 
Ch 
P(x, a) — Fle? asl) 一 nt , (2.36) 
(a? + Jel?) 


通常 称 OW (2,0), P(x, a) 分 别 是 Weierstrass 核 或 Poisson 核 . 
定理 2.10( 乘 法 公式 ) # flr), g(x) e LR”), M 
flzjgtzldaz = f KONOLA (2.37) 
Rn R” 
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证 明 (2.37) 是 Fubini 定理 的 直接 结果 . 事实 上 


f Foala) -人 ( [ iv Jeary) gla)de 
-人 ( gzjeorwedz) Fly)ey 
=- 人 5 F(y)dy. 


现 设 (r) = plr), pele) = eT pE), BA fdr) = p2) = 
Pe (x), 页 
[ec 0 人 (人 一 和 人 一 从: (2.38) 
特别 ， 我 们 有 
pelr) = (7， e’), {r} = ete lel? (2.39) 
dela) = Pze) Bx) =e 27, (2.40) 


根据 乘法 公式 ， 就 有 如 下 基本 定理 : 
定理 2.11 RS ee LR"), HG = 6, 则 对 一 切 e>0 有 


fire? tB er)da = f fiz)ez(2 — yar 
Rn Rr 
特别 有 


[ f(xje? t te?e dz 一 f fix)P(z—y,e)dz, Ys >D, 
R” Ra 


Í Flaje2™v tetr alel? dz = f f(x)Wi(x—-y,ajdz, œ= e° > 0, 
E” En 


现在 来 研究 L! pa ae AY Fourier 变换 的 反 演 问题. 对 于 一 般 
的 ë RAH (包含 Abel RAMPS Gauss 求 和 法 ), 只 要 O(c) Hh 


(r) = plr) Bale Ll’ H 人 pdr = 1. (2.41) 
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积分 fan fale" de 关于 更 可 求 和 的 ， 且 当 E 一 0 时 ， 有 
f f(w)e?"¥* @(en dex = f frpbelr — y)dz a fly). (2.42) 
Rn ph | 
首先 验证 Poisson 和 Gauss-Weierstrass #2 Hi Æ Æ fF (2.41). 显然 


B= etl}, = Wy,1) = (4m) fe € LXR”), 


Cn 
P, = e` 2m {| „Ê, = P(y,1) = arun F = LR”). 
因此 ， 仅 需 证 明 
f W (2, ajda = f W(x, de = 1, (2.43) 
R” Rr 
f Piz edr = Í. Piz, ides 1 (2.44) 
in 


即 可 ,事实 上 ， 由 fi} Pe de = 2m, 有 
2 T +a m? 
f (ar) že- 4- de = (4r)? - II / e idr; =l. 
R" j=1 一 号 


于 是 (2.43) 得 证 .下面 来 证 (2.44). 注意 到 CX! = r F ATER) 
是 Ret! 中 单位 球面 En 的 面积 wn 的 1/2, 于 是 仪 需 证 明 


f dg _ wn 
Rn [1 十 lz2)5 2 


haze eae: i= f 人 : aoe or% dr 


2 
一 上 im 一 if 一 darctany 
0 (+r?) 
7 


Suma f sin” | @dé, (2.45) 
0 


， 91 . 


这 里 用 到 日 = arctanr 的 变换 ， 而 onsin) 8 i xz, = cot 去 
E En 而 得 于 的 以 sing 为 半径 的 球面 面积 ， 从 而 


w * sin"? gag = #2 2.46 
nl sil = (2.46) 
0 


由 状 积 的 正则 性 定理 各 定理 2.11 可 得 : 

定理 2.12 %o,¢-—He LR”), E fan d(z)dc = 1, BA, 
对 任意 的 f(z) e LAUR"), fen faee dy 的 FR LH 
We Se f(r), 特别 , 它 的 Abel 平均 及 Gauss 平均 按 L erie a 
于 flr). 

on Aa AS BE l6 及 Abel #, Gauss-Weierstrass 
核 的 性 质 的 直接 结果 ,我 们 有 

定理 2.13 Yfc LR"), 1<p<œ WA 


人 所 (2 一 及 Eap — f(z), E —> 0, (2.47) 


[swe ~ wordy tS je) ond (249 
推论 214 如 果 f, f e LR”), MIJL H e, A 
= | Jervy. (2.49) 
证 了 明 考虑 fan Fue dy 的 Gauss 平均 
Í. fee roe al dy = Í. W(z— y, a)f(y}dy, (2.50) 
一 方面 ， 由 (2.48) #3, a0 tt, fe, Wie- naf (dy JL 


3p Ab ab We ATF f(z). 另 一 方面 ,由 fi) < 51(R*) RRASA E 
理 可 见 


上 fiae ITIN p — 47 ay es f 了 [me2ni2， Ydy, a0. {2. 51) 


因此 Fourier 反 演 公式 (2.49) ROL. 
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应 用 1 证 明 
/ P(x, ejder = 1, (2.52) 
R” 


注意 到 e—2relwl P(x, e) erl (R*), my 有 
e 2rciz| 一 f P(x, ejet 4 dy, (2.53) 
Rr 
Alc, BX e= 0 BP (2.52). 


”应 用 3( 唯 一 性 定理 ) 车 fi, Ee LR"), 且 对 ze R, 车 
fiz) = f(s), W 


Aw = hy, 对 ae. y eR”. (2.54) 


证 明 $ F=f|-fp, BAP fi~ fo =0, 对 F(x) 利用 
Fourier KWAR (2.49) 得 


FF) = J PAM dy = 0, 对 a.e. r eR", (2.55) 
E” 


AAT (2.54) 成 立 ， 
推论 2.15 $ f € L'(R"), f > 0 者 了 在 0 点 连续 ， 则 
fe DR) 且 对 几乎 处 处 = < Rn 有 
fe) = f flye?™ Ydy, (2.56) 
Re 


RESI, 
1O = f fdu = | Fods, (2.57) 


证 明 车 ze Ly Yooh, FAAR 


[fide e221 = Pis, e)» fle) — fla) (2.58) 
E” 


PE, €f Er=0 和 连续 ， 则 有 
im f F(yje—?**l¥ldy = f(0). 


ES E 
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h f > 0, 利用 Fatou 定理 可 知 f(z) € LR") 由 推论 2.14. 对 几 
FHS re R", Fourier 反 演 公式 (2.49) 成 立 ， SRE f(x) HE 
续 操 x Ih Aq (2.49). 特别 (2.57) 成 立 ， 作 为 此 推论 的 应 用 ， 直 接 
有 . 

推论 2.16 (a) fen Wz, aje? tde = ear olyl, 

(b) Jen Pfs, aje2™4 "dr = e274 Yo > 0. 进而 ,直接 验算 
Weierstrass #%, Poisson 核 有 如 下 半 群 性 质 

(c) Wlzr,a, +2) = fyn WE — yo) Wy, ro)dy 

(d) P(z,a, +&2)= fy P(e — yo1) Ply, oo)dy 

WEAR (1) 对 下 面 两 式 


—4ar(orters)|p|? —dno,|y|? ， Ane |y|? 
? 


€ = ¢ E 


e Amer tz byl 一 ge 2re2ly| . ee 一 2rei 册 | 


HY BY id? HX Fourier 变换 即 得 (c) (d). 
MA 3 


u- Au=0 
{ i ORM, (2.59) 


对 (2.59) Hx Fourier 变换 ， 可 见 


a “49 2 
l diy = (2ri) fyl à, (2.60) 


&(0) = b(y). 
(2.60) 就 得 立 = eA ite, 于 是 ， 
u = Foe ul t yp = We tb = Wa, t)*p È S(t). (2.61) 
进而 ， 直 接 计 算 


S(t1 十 tajp = Wiz, t + to) * o = W(x, t1) * Wiz, to) +È 
= W{æ, t1) * (W (2, tz) = 4) = W{2,t)) * S{t2)¢ 
= S(t, )S(t2}¢. 


BB S(t — ta) = S(ti)S (te). 
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61.3 Fourier @ $ A) 2? 理论 与 Plancherel 定理 


在 Fourier 变换 的 L 理论 中 ， 我 们 得 到 了 如 下 Fourier 变换 
VEL a -EI 
Gi) f, FEEL, BB ULF ab ab ze R” 有 


1 四 = f ferdy (3.1) 


(ii) f eR"), f >20, # f(x) 在 z=0 点 连续 ， 那 么 对 几 
平 处 好 x EE" , GIA, BA 


fo) = {fod (3.2) 


问题 对 于 2? 中 的 函数 了 是 否 可 进行 Fourier RR? AM 
进行 Fourier 变换 ， 反 演 公 式 是 否 成 立 ? 从 表面 来 看 , AEA 
易 直 接 给 出 肯定 的 回答 ， 主 要 症结 在 于 


. fe PR) A f EDR"). (3.3) 


然而 ， 利 用 L+-Pourier 变换 理论 及 Habn-Banach 延 拓 定 理 ， 可 
以 建立 LR”) 上 Fourier 变换 ， 并 获得 完善 的 反 演 公式 ， 实际 
E, Fourier 变换 是 C 到 自身 上 的 等 距 线 性 算 子 . 

LL2-Fourier 变换 基本 思想 : 首先 对 L ETELA 上 
定义 Fourier Mh, RAFI MERKEL? LW Fourier Æ 
换 ， 进 而 建立 L?-Fourie 变换 的 完备 理论 . 

定理 3.1 fe L017, W file = Wile 
WERB 令 g(x) =f-2), 自然 g(z) < LAL. 利用 卷 积 算 子 
Mem A A= f*ge L'(R") 且 


ĝ = f e ™ Y oy dy = f e ivf y)dy 
Booo ooo 
= f rnd = fe emersuidy = F) 


从 而 a 
k= f-g= (fr? >0. (3.4) 
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I AD Rta) = fag ER" RER, ARE c= AEE EE. 改 根 
据 L! ef #2 i) Fourier 反 演 定理 (推论 2.15) 有 


h(x) = f PUA y\dy, 
kn 


特别 
Koy =f hwyady = | Ifae. (3.5) 


hoy = f oaittuldy = f Pae, (3.6) 


而 (3.5) (3.6) 意味 着 [Flo = fll, 于 是 定理 3.1 成立 . 

注 记 3.1 (i) Fourier PM BRT UNL? > LPR) 上 的 
有 界线 性 算 子 ， 因 此 ， 存 在 DR) 上 的 瞧 一 有 界 扩张 夭 仍 记 

Fh=f, VfeL*(R”), (3.7) 

A IF| = 1, ® F BE LR") 上 Fourier 变换 . 

(i) YF < DPR), 直观 上 来 定义 疡 任 取 {hes} CL? Lt, 且 
E L? PR hy > f(k — 00). H {hi} 是 2(R") 中 Cauchy Af, mi 
“是 DR") 到 I2(R") 的 等 距 算 子 ， 从 而 {hx} LPR") 中 的 
Wee, iE TE LHR") PAM RRA Ff, BD 


. ” L” + 
jim hr == f, (3.8) 
我 们 就 定义 Ff = 了 就 是 了 在 LR) 上 Fourier BR. 特别 ， 
dhe} BT RA 
made ese (3.9) 


EX 3.1 ET & Hilbert i] X A) X 上 的 等 距 线 性 管 
=, Ep 
\Tx||x = llally, 对 V «ae XxX. (3.10) 


BRT) =X, TEX LOBES. 


注 记 3.2 (i) (3.10) 等 价 于 对 Ve,y € X, A (Tz, Ty) = (2, y). 

(ii) T 是 Hilbert 空间 X LBA HRA A T = T”. 

定理 3.2 Fourier ¥ $h F Æ DR”) LH ARS. 

证 明 四 为 大 是 到 上 等 距 线性 算 子 ， 仅 需 证 明 大 是 到 上 
的 . 注意 到 L? 闭 且 下 是 52 上 的 等 距 算 子 , RF) 是 LR") 
AO SEI. RIF) £ LR"), 则 存在 gE EPR") \ RF), E 
igle #0 使 得 

(Ff =0, > @f)=0, YFEL. 

mfageL*, AME lls —0, Hg =0. 此 出 予 盾 . 

定理 3.3 对 一 切 fe LR"), 令 Ff = Ffir WF 
是 F 的 Fourier WẸ H. 

证 明 {3 a UE AA _ 

F'f=f, (3.11) 

对 Yo EE L*(R*), 考虑 


ES o= f FS- oleja = f Fiod 
=j gfde = (fH = {f, 9), 
in 


从 而 (3.12) 成 立 . 
监 结 前 面 结论 ， 有 如 下 Plancherel EH: 
命题 3.4 Yf, ge LR) 有 
(i) (Ff, Fg) = (FIF g) = (fg) 
(ii) FF Of =F > Ff =f. 
(iii) (f, Fg) = (F fg) 
(iv) fan fda = fgn fla)gla)de. 
注 记 3.3 (i) X} Vf c L7(R"), 根据 Plancherel EH, A 


fie) = Ff) = Ff(—2) = f carizy F(y)dy, 
in 


因而 £2 中 Fourier AW As AE fH BBC. 
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(ii) Abel, Gauss 等 求 和 方法 杰 L” 的 Fourier 变换 理论 中 仍 
WAR. 以 Gauss 求 和 方法 来 说 明 . HSM EH 1.6 及 着 
积 的 正则 性 定理 


f figer tenir ele? dy = f W(x — y,a)f (y)dy 2 F(x), 
R™ E” 


(3.12) 
人 faper ee- olyl dy 一 f W (2 — y, a) flyjdy can f(r), 
| ` (3.13) 


这 里 = 一 0. 另 一 方面 , 当 fe) EL nE 时 , HRA AER, 


fy rot 2 f fyyevedy, a +0. (8.14) 
Rn 


an 
从 而 
J 加 = f jeg VIAJEN. Ga 
fer, E ; 
h-a asa ea 


te fx EC DOL, i flr) = Jan et zy f (y)dy, MA, HE31 
得 知 , | i 
lim fee) E f e ft)dy = Fee). (3.17) 
ae Inn 


下 来 证 f(z) = f(r). ER ga) e Pn, 有 


(9, f) = [anf erin f(2)dedy, 
=f Cf et audy) Fa 
= (Fo, f) = (0f) (3.18) 


it fiz) = f(z). 所 以 ， 了 2 上 的 Fourier 反 演 公式 成 立 . 
Le <p<2 上 的 Fourier 变换 
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我 们 知道 Si<p<2m, LP-(L', L). AK, 很 容易 
根据 LUR”) E R") 上 的 Fourier 变换 来 建立 LF(1 <p < 2) EE 
Fourier 变换 . 注意 到 Lec Ll +L, it 


B+ Petflf=aftfsfi elt, f € L’}, (3.19) 


这 样 我 们 可 以 定 头 LPOR" (1 <p < 2) ERY Fourier 变换 如 下 : 
eM 3.2 SVP Ee LR") 1l<p<2, FRA 


f=firtfe, AEL, her’, (3.20) 
i f= f +f fle) 的 Fourier 变换 . 
注 记 3.4 f ROR RE HH, 那么 f HEETE 


MF MD? 我 们 来 说 明 f 不 依赖 它 的 分 解 . 事实 上 ， 设 
fe LR )(1 <p < 2), & 


f=fhth=ante, fh, ne L'R”), fo, pE L*(R*), 
RBA A- g ELR”), g- fo E LAR. & 
ħ-g =g- h ELNE, (3.21) 
此 意味 着 f- = ĝ- fa AT A+ f= ĝi p. 
同样 ,根据 注 记 3.3, LPR") (1 <p < 2) ERJ Fourier 变换 的 
反 演 问题 同样 可 以 用 六 bel 平均 或 Gauss 平均 的 办 法 来 解决 . 
定理 3.5 Bf € LR”), ge PR”), 1 < p32, M A= 
fxg € LOR") 且 对 几乎 处 处 z FH 
A= f-g. (3.22) 
证 明 由 Youg At, AE LR) (1 <p < 2). MBE SF 
的 Fourier 变换 ， 直 接 验 算 就 得 (3.22). 


pla 缓 增 广义 函数 及 其 Fourier 变换 


到 目前 为 止 ， 讲 述 广 义 函 数 的 最 佳 的 方法 仍 是 Schwartz 的 
局 部 凸 空间 理论 ， 故 在 讨论 炙 增 广义 函数 之 前 ， 利 用 局 部 凸 双 


I AR GE, 阐述 一 BT a a RIE, 
作为 很 好 的 练习 ， 读 者 可 给 出 详细 的 证 明 ， 


FEM 41 KERK FRB SH, SEEE 的 拓扑 德 得 区 


{ (æ, yp Ee Ex B—+24+y€ E, 


4.1 
(Ay 6 Kx BH Are F (4.1) 


是 连续 的 , 则 称 此 拓扑 是 向 量 空 间 五 的 相 容 拓扑 .一 个 装配 有 
相 容 拓扑 的 癌 量 空间 称 为 是 拓扑 向 量 空 间 (TVS). 
注 记 4.1 TVS 的 拓扑 可 用 局 部 邻 域 基 来 刻画 ,所谓 oo 点 
的 局 部 邻 域 基 是 指 : 存在 (UL, aed) {这 里 二 是 指标 和 集 ) 满足 
(roE Usm, aed; 
(it) KZ ay, wg E T, 则 一 定 存 在 aye I 了 使 得 Uos N Ves = Uasi 
(iii) HV 是 ro 的 一 个 邻 域 ， 则 存在 a ET 使 得 Uo CY 
HAH, HT FRE 


Ty! E—> y+, y EE AR 


和 相似 变换 
by: z — Ag, A#O0 


nab E KARRY, HERTE he Se IR a É Pe SB tak EE 
TT. 


定 4.3 OA AE Ee Je Bh SP a A Sh i BS 
EWA A Ja Bh A] (LCS). 

注 记 4.2 0 REHM BS FE EMP p: BOR, 
RENA, WEEE 

(1) pti +y) <plz)t+ply}), Yzy EE. 

(2) pAr) = |AlpCr), Ve €B, VWAE K. 

Bt, A plc) 还 满足 plz) -O 4AM 4 c= 0, RPA p 
是 范 数 . 

Gi) LOS 的 具体 定义 ” 设 (pijier 是 拓扑 向 量 空间 五 的 一 族 
半 范 数 ， 对 每 一 个 ze CE, ERM RRI NAR TRF, eM 
Vizo¢,P)={x2e Bi piz- ro) <e, iE F} BRR V(o,e, F) 是 
对 应 于 半 范 pili e F) W ro APD, We 为 半径 的 球 之 交 . 

“emia ERR, FRA IPRA TR, He 
V(zo e, F) PAR RRS HT zo 点 的 局 部 邻 域 基 , CAE 
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的 向 量 空 间 结 构 相 容 ， 装备 有 这 一 拓扑 的 向 量 空间 五, 就 称 为 
局 部 凸 拓扑 向 量 空间 (LCS). 

命题 4.1 访 吕 是 拓扑 同 量 空间 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 

(D E © aW h. 

(2) 4 É R R A Ja BB 4 SB be SE. 

(3) Æ E JiR AS far A Sa SE. 

注 记 4.3 命题 41 的 证 明 详 见 BN]. 这 里 对 用 到 的 儿 个 概 
fm Gt BA on TF : 

QUARK CM BSA ENR, MRS EAM zy € A, 
线段 az 十 By E EAA., RE ob ER, 并 且 at=, RA 
he. SBN, PES EPA BCE HRD FER 
X B HAE. 

GD B A EK LHBSRA EM TR, MEW MAW AEC K, 
IA, <1, A AAC A, OK A 是 平衡 的 . HET, we PERK SF 
向 量 空间 EET, PERSE PRS FH FE FE 
Tal) RA F BOF Oe. 

i RV AAR SALT, MEN SEH ec LE 
实数 和 > 由 使 得 Ae CV RRV ERKE. 例如 = {-1,0,1} 
Ree R 的 吸收 上 集 . 

定义 4.3 一 个 Hausdorff 局 部 目的 可 度量 化 完备 空间 称 为 
Fréchet © H. 

注 记 4.4 (ik E Æ LOS, 其 拓扑 是 有 一 族 半 范 数 (pi)ier 
Se MAY, 容易 证 明 五 是 Hausdor 企 空间 的 充 要 条 件 是 :对 于 五 
中 任意 两 点 ry, FE-PE pe E pir) £ priy). 

(ii) Fréchet 空间 本 质 上 就 是 其 拓扑 是 由 可 数 半 范 数 (pidien 
所 确定 的 完备 的 局 部 凸 Hausdorff 空间 .例如 : 取 介 是 民 * 中 的 
HË, 在 全 中 取 一 列 单 调 上 天 的 闭 集 {Kj}jem; 使 得 OQ = UjenK;， 
定义 半 范 数列 (pg;)jen 如 下 


pe; = sup flr} f(z) € O(Q). (4.2) 
re Ky 
4, C(Q) E (4.2) 的 拓扑 (通常 称 为 自然 拓扑 } 意义 下 就 是 一 个 
N 间 . 
定义 44 (Een 是 一 列 单 调 增加 的 局 部 凸 空间 ， 使 得 
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HE j, FES E; 一 Ej, 是 连续 的 ， 设 
E = © E;, (4.3) 


在 马上 定 愉 如 下 拓扑 , 它 使 得 对 每 个 ;= 1,2,-., ESR E o E 
是 连续 的 最 强 的 局 部 凸 折 扑 ， 称 这 一 拓扑 为 由 子 空间 EB; 所 确 
定 的 诱导 极限 拓扑 . 装配 这 一 拓扑 的 空间 局 就 称 为 空间 【五 jen 
的 诱导 极限 ， 

注 记 4.5 (OARE E ARDE V Eo Ae, 
其 充 要 条 件 是 对 任意 了 = 1,2,…, 每 一 个 交 VNnEB 是 E; 中 0 
点 的 邻 域 . 进而 ,通过 了 权 所 有 的 凸 包 V = PUY), 就 得 到 BE 
PRR AK mat Bima, AV, ee; PO RMSE, 
j= 0,1,.…, 

Gk E Æ (Eje 的 诱导 极限 ,并 设 下 是 任意 的 局 部 山 空 
E, RHR 4: 一 下 连续 的 充 要 条 件 ; 是 对 任意 j= 1,2,.…， 
ou A u; E E 一 下 内 的 连 悉 上 映射 

命题 42 Be Bah) E Æ — 7j Gs Al (Ejen 
之 和 ， 使 得 

(D 对 任何 7. SRR EE; 一 Ej 是 连续 的 . 

(2) Shi jE; 上 由 五 i+1 诱导 极限 拓扑 与 ;上 拓扑 是 一 


的 ， 

(3) 对 和 任何 了 了 五; 是 Eja 的 团子 空间 . 

WOE 的 诱导 极限 拓扑 导出 每 一 个 ;上 的 党 有 拓扑 . GD) 
子 集 和 4 在 诱 时 极限 EE 内 是 有 界 的 当日 仅 当 存在 一 个 指标 j, 使 
BARE E; AFA FE AF. 

定 4.5 一 个 Hausdorf 局 部 凸 空间 ， 如 果 它 的 每 一 个 有 
界 子 集 都 是 相对 紧 集 ， 就 称 这 一 空间 是 Montel 空间 . 

注 记 4.6 () 车 拓扑 空间 加 的 子 集 4 的 闭 包 是 紧 集 ， 就 称 
A EHRE. 

(ii) Montel 空间 是 自 反 空间 ， 进 而 ， Montel 2 m) RFR 
限 空间 仍然 Montel 空间 ， 

FARNA HAA ENARRARE, Ae hee 
空间 的 定义 . 


C~(0) 空间 
BAR OCR, (Kihez 是 Q 中 一 列 单调 递增 的 紧 子 
集 ， 并 且 Q =U%,Ky. CM) 上 定义 半 范 数 


Pmj (p) = sup ja“ dtr], TH 一 ü, t, “eh y 了 一 ł, 2, "ft y (4.4) 
TER; 
Jæ] £m 


容易 验证 ， 可 列 半 范 数 (Pmj m=0,1, 二 1.2 eM T Cool) 上 的 
局 部 加 Hausdorff 拓扑 ， 称 此 拓扑 为 Ce 的 自然 拓扑 . 

关于 局 部 钙 Hausdorff 拓扑 空间 C(O) 容易 验证 有 下 面 结 
He: 

命题 4.3 (i) CAN) 是 一 个 Fréchet 空间 . 

(Gi) O° (2) 是 一 个 Montel 空间 ， 因 而 C(O} 是 一 个 自 反 的 
空间 . 

(iii) (2) 的 子 集 4 是 一 个 有 和 翼 集 当 且 仅 当 对 任意 整数 

m>OM- RRA Co, FERC > 0 FR 


sup |O"d(a)|<C, Yala m, Ye. 
ce 


注 记 4.7 (i) GN=R", BHid € = C~(R*), 此 时 命题 4.3 


仍然 成 立 . 
(ii) Cm(P) LWR th Hausdorff 拓扑 、 类似 的 ， 定 义 
Pm ilé) = sup lô"), FERN, (4.5) 
reek; 
lal<m 


可 列 半 范 数 (Pm 站 jl  C™(O) 上 的 局 部 凸 Hausdorff 拓 
+}. 容易 看 出 CO 在 自然 拓扑 {4.5) 下 是 一 个 Fréchet 空间 ， 
然而 ， 它 不 是 一 个 Montel 空间 ， 

CH (2) 空间 

HARQ QO QR, RES K CO, CoN, RK ECO PX 
集 包 含 在 五 内 的 所 有 通 数 的 混合 ， 考 虑 Can) 的 遗传 拓扑 ， 


pm( 和 = sup | gle), meN, (4.6) 
talc 
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在 自然 拓扑 (4.6) F, CAN, K) 是 Fréchet 空间 . 

HAH ACR’, (Kiyen 是 中 中 一 列 单调 递增 的 紧 子 
集 ， 并 且 只 = UKj. SHAW, Fréchet 空间 COR, K) 满足 
命题 4.2 ee, PRB CHO) 的 局 部 上 Hausdorff Hh th Æ 
CN, Ky) 上 的 诱导 极限 拓 打 .作为 合租 4.2 的 推论 , 我 们 知道 
在 空间 C(O, K) 上 ， 由 先导 极限 拓扑 所 导出 的 拓扑 与 COPD) 
的 遗传 拓扑 是 一 臻 的 . 进而, RA AEA, COQ) 上 的 诱导 极 
限 拓 扑 与 序列 (Kije 得 选取 无 关 . 

英 于 局 部 凸 Hausdorff 拓扑 空间 Cra) 容易 验证 有 下 面 结 

ee: 

命题 4.4 (i) EF {olehe ECO) PRAO SARS 
存在 一 个 紧 集 ACO, EA 

(i) tf Vi oN, BA supped; C K; 

(2) SE n BGR a = (aa Gn 序列 OS (x) TE KE 
— BK ae F O. 

Gi} CLN) 是 一 个 Montel 空间 ， 因 而 ， Cr) 是 一 个 自 反 
的 空间 . 

Gi) Can) 的 子 集 4 是 一 个 有 界 集 的 当 且 仅 当 ， 存 在 一 个 
RRR CQ, EA 

(1) V@(z) € A, MA supp € K; 

(2) 对 任意 整数 a = (o on), 存在 常数 Ca > 0, 满足 


ada} E Cy, wzE 关 WE 人 


注 记 4.8 (i) #9 = R”, WH id D= CHR"), 此 时 命题 44.4 
仍然 成 立 . 

(ii) C2(Q) 是 一 个 完备 空间 ， 然 而 ， COQ) 不 可 度量 化 ， 
因此 Ce (人 不 是 Fréchet 空间 ， 

(ii) 3 Rh, CT(N,K) 上 的 局 部 上 四 Hausdorff $4 Fh ŒA A 


Pml) = sup jO%d(x}I, 
eK 


2 
jal Erre 


它 是 CQ) 上 的 局 部 西 Hausdorff $ MB ijf. 定义 Cro) 
的 局 部 凸 Hausdorff Hihi C7 (0, Ky) 上 的 诱导 极限 拓扑 ， 这 里 
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(Kiji, 是 全 中 一 列 单 调 增 加 的 紧 子 集 ， 并 且 O = VILL A;. 
容易 看 出 尽管 CHO} 是 一 个 完备 空间 ， 然 而 ， Cri) RRA 
Fréchet 空间 ， 也 非 Montel 空间 . 同时 ， 可 证 明 C7 (2) 不 是 自 
反 空 间 . 

广 忆 函数 空间 分 

eM 46 KD LM EERE MA MR, DENS 
4h" Sp PRR AR el Se eA D, EE PARIHA. 

E DP 上 可 以 建立 许多 与 向 量 空 间 相 容 的 折 扑 ， 最 重要 是 
m H hA E Hh D 上 弱 拓 扑 是 局 部 是 拓扑， 它 是 由 与 OR 
的 元 束 相 联系 的 一 族 半 范 数 


peT) = | 人 ,办 |， oe) ed, TED. (4.7) 


另外 ， D FRADE Ro, CHAT PNHAARLR 
Sg PREM E X, Bik BED LMA, T 
JRS 


B? = {r ED: Krio <1l, Yze B}, (4.8) 
称 为 B 的 极 集 . 容易 证 明 
pe =inf{A>0, 2’ € AB*}, (4.9° 


BD 中 的 半 范 数 . 若 记 .4 是 到 中 所 有 有 办 集 所 组 成 的 集合 ， 
则 半 范 数 族 (pao)aea 就 给 出 了 D 上 的 Hausdorff 局 部 凸 拓扑 ， 
它 自然 是 D' Hawt. 

关于 广义 函数 弱 拓 盾 和 强 拓扑 ， 有 如 下 广 尺 是 数 序列 收敛 
判别 准则 : 

命题 4.5 GD 上 的 元 素 序 列 (五) BRO 当 且 仅 当 对 每 
Toen, BF {(T;,0)} 收复 于 O. 

(ii) D 上 的 元 素 序 列 {Tj} 强 收 第 0 当 且 仪 当 数列 {了 ,内 } 
在 DD 的 每 一 个 有 界 集 上 一 致 收 化 于 0. 

On fay Al SN RE eT OE MR a, AF BY Al HE : 

G#H46 HD REE RT cD 当 且 仅 当 对 每 个 紧 集 KK CC 
R", 存在 常数 C>0 和 整数 中 >0 使 得 


(TDI EC sup 要 "gz 让 Ve eCP(R", K). (4.10) 
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Gi) RRB T eD 当 且 仪 当 对 力 上 的 每 一 个 收 侣 于 0 的 
序列 (pile) h 数列 CT, p) HER F O. 

具 紧 支 集 广 光 函数 空间 &’ 

定义 4.7 HE 上 的 连续 线性 江 函 所 构成 占 量 空间 记 为 £1， 
Ede € 的 拓扑 对 侦 . 

因为 恒 等 映射 依 一 5 RER, w E 的 每 一 个 元 素 都 是 
Soe, RMI, PRR REAR Re MR. 
GDED RBMS AR, AA eee Sth RAT. K 
于 强 拓 扑 ， 有 如下 广义 函数 序列 收 化 判别 准则 : 

命题 4.7 E 上 的 元 素 序列 (T) RT OO 当 且 仅 当 数列 
{FO 在 5 的 每 一 个 有 界 集 上 一 致 收 襄 于 0. 

on fit AY SY ER FE ea T eE, 有 下 面 的 判别 准则 : 

命题 4.8 如 性 泛 曙 人 EE' 当 且 仅 当 存 在 一 个 常数 CC> O, 
整数 mm 二 0 以 及 一 个 紧 集 到 &R", 使 得 


TO EC sup |ðġle), Ye E€ OP(RK). (4 
fale 
广义 函数 空间 8' OD’ 之 间 的 关系 : 
命题 49 (i) cD 且 单 位 映射 关于 强 拓 扑 是 连续 的 . 
fii) E 中 每 一 个 元 素 都 是 具 紧 支 集 广 尺 函数 . 
注 记 4.9 KT RBM, RABRFZFHERS, Pla 
(XH. i A ERB- HFE, Ted’, 
E 
IT, $) =0, veé(z) € CP{A), (4.12) 


AR ALKATEA 上 是 0. AE, 我 们 定义 了 的 支 集 suppT 
ZR AWE {eeR": T=0 的 最 大 开 集 的 余 集 . 

(ii) 广义 函数 的 可 求 任 意 阶 导数 Has (alaz ;Qn) 
是 任意 的 ni Hitt, ATED 定义 部 如下: 


(IT, 6) = -DT, 8*9}, Ve ED. (4.13) 
进而 ， 可 以 证 明 O° 在 强 拓扑 下 是 DP' 到 D' 的 一 个 连续 线性 算 


T. 
Gii) ARA EUSE. V ER Eei eS 
A, 若 人 有 和 czP' 且 是 连续 的 嵌入 ， 这 里 D 上 装配 着 强 
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拓扑 ， (2) DD EV ARR. 我 们 就 称 V 是 广义 函数 空间 D 的 
正则 空间 . | 

(iv) 广义 函数 的 局 部 结 梅 ， 

(G) TED, WCR 是 一 个 相对 紧 集 ， 浊 广义 函数 工 在 
W 上 ， 等 于 一 个 具有 紧 支 集 的 连续 本 数 的 导数 ， 而 这 个 连续 函 
We EMR EW BER- TAERA. 

(2) 每 一 个 广义 函数 Te E' 可 以 表示 为 (但 并 非 唯一 ) 


T= D aX fa, ze R*, (4.14) 


fafsr 


Hf 都 是 其 有 紧 交 集 的 连续 疗 数 ， 它 们 的 紧 支 集 是 在 全 的 
紧 支 集 suppT 的 革 个 任意 的 邻 域 内 . 

Schwartz #MASS MAW VBA i Ss’ 

下 面 来 具体 讨论 缓 增 广 尽 画 数 空间 S 及 其 上 面 的 Fourier 
SM. 为 此 先 来 考察 绥 增 广 闵 函数 空间 S BPRS S 即 
Schwartz i BE eR A S/R]. 3] A Schwartz 速 降 函数 空间 的 动因 是 
寻找 这 样 空 间 5S 使 得 在 其 内 满足 : 

1) 可 以 进行 任意 阶 求 导 运算 . 

(2) 2 中 的 元 素 与 案 项 式 相 乘 是 封 六 的， 这 样 以 确保 形 如 


P(O)f = {P(-2riy) F(z), (P{O)f)"(x) = P(2nix) f(z), 
仍然 在 这 一 空间 人 中 . R, RHEAN 

S={d ¢E C OR), sup I Dig < oo, Wa, BE 到 ”上 
容易 验证 ,在 通商 的 加 法 和 数 敢 意义 下 ，5S 是 一 个 向 量 空 间 . 
容易 看 出 ， 3 定义 中 不 等 式 条 件 与 下 面 诸 条 件 之 一 

sup (1 + zl 2 Ge)| << oo, VWk>O,a@EN", (4.15) 


| lim z8 d(z)| = 0, Ya, 8 EN” (4.16) 
等 价 ， 
例 4.1 取 5>0) 令 
gila) =e AlN", palæ) = e FF, 
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显然 oi (xz) cS, plr) g S 

fl42 D&S HAH FE A. 

命题 4.10 H Pa) 是 一 个 常 系数 包 元 多 项 式 ，@(9) 是 党 
系数 的 偏 微分 算 子 ， 则 下 面 诸 条 件 是 等 价 的 : 

(es. 

(2) VP(x), ve 总 有 P(x)Q(A)d(z) € S. 

(3) ¥P(e) VO(O) BA O(8)(P(2)¢) € sS. i 

证 明 (i) (1) > (2): 本质 上 Pl2lQO(A)d EBM 270% ele) 
的 有 限 线 性 组 合 . 因此 , 对 任意 o, 6 CN", 27d? {sta A(z) 仍 就 
RG rta plr) ARRES., HT Pied) eS. 

(ii) (2)—>(3): B X Leibniz 公式 


QOP) = F GO" P(o)Q()4(2), 


容易 看 出 Q(8)(P(a)d) < S. 
(iii) (301): W QO) =F, P(e) =1, 即 得 结果 . 
注 记 4.10 若 Pfzj,Q(z) 是 任意 多 元 和 多项式，% e 5, MA 


l P(O)6 € S, P(x)¢ € 8; 
P(ANQ(Z)A ES, O{e){P(d)d) € S. 


5 Liao dtp 
定义 48 在 S{ 有 ") 上 引入 举 范 数 


Papl$) = sup lrcB pr), a8 EN (4.17) 
或 
Perm(o) = sup (O + [e/a gpl), kym eN, (4.18) 
ré” 
\B| <r 


它 是 可 列 半 范 数 稻 , CEMT S EH Hausdorff Bek oath, 通 
常 称 Hausdorff ja BE 74 Hh $b 22 S 为 Schwartz ES p 2 72 Al. 
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容易 看 出 ，S 是 一 个 可 度量 化 的 度量 空间 .事实 上 ， 若 将 
“EG BAR YA pays ,pm,…. WBA 


mm 
了 一 》 2 (4.19) 
gi Pratl 


就 是 5S 上 的 一 个 度量 ， 

定理 4.11 S 是 一 个 Fréchet 空间 . 

MAR PRS TRH RSH. 仅 需 证 S 中 Cauchy Pj 
E Fe We Oe Fl OS A AR FOS, BPE A: H g ES PR Cauchy 
序列 {Wj} 的 极限 函数 ， 我 们 来 证 明 pes 事实 上 上 ， 对 任意 a， 
BEN’, 考察 
sup |z"8f $| < sup |r°0(¢; — @)| + sup |279%e,}. 

zga zeckr 


xe" 
于 是 ， Eri 充分 太 时 ， 即 存在 jo > 0, 4 7 之 jo 时 ， 有 
a, lza (h; — p) < dj p) < 1. 


因此 


sup |r"8 e] <1 sup [sra hinl < 00, 
reek ren 


BD p ES, 

定理 4.12 5 是 一 个 Monte 2H, 自然，& 是 一 个 自 反 空 
Hl. 

证 明 HBR SM—-+ARM, hF SCE AT BORE 
E 中 有 界 集 ， 而 £ 是 一 个 Montel 空间 ， 故 RE 中 的 相对 紧 
集 . CUE BES PHA ER, REWIRY (Gje CB Ë 
$j +¢(2), 那么 6E5 并 且 6 SH HT. 

事实 上 ， HB ES PAH, 对 Yk Ee NN, BON 存在 常数 
ChS 


sup (1 + [aE a < Ces, Vf eB, (4,20) 
zekn . 

这 意味 着 对 Ve > 0, 存在 常数 M > 0, 使 得 
HDE f(xy ce, r=(2[>M, FEB. (4.21) 
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RIE, H (p) CB REE Po; 6, # 
(1+ jef) g <e, jr > M, (4.22) 
而 在 lz| < M 上 总 有 
a4 lep] < C, 


从 而 dc 和 9. 

另 一 方面 , Ad 5 ¢G > oo), 所 以 g; E {re R: 
lel < M} 上 一 致 收 但 于 p 这 表明 ， 对 上 述 。 > 0, 总 能 够 找 
到 一 个 Jo, HBA’ I> jo 时， 有 


(1 + |z) aP gl) — ga) < e, ln} < M. (4.23) 
feb ay A 
sup (1+ |2|?)*/?|0" a; ~ H6(a) 
Trek 
< sup (i+ [x|*)*/?(ja°6;| + |? 6})} 
Jali A 
+ sup {1+ jep (ja, ~ a7 Al) 


|z] £M 
<2e+e= Se, 


即 由 号 由 j— 00. 作为 Montel 空间 的 直接 结果 , TR SR 
个 自 反 空间 . 
定理 4.13 S 中 的 序列 {8;} HES HE FAM OSHS 


下 面 的 条 件 之 一 成 立 . 
(1) Ya, BEN? 8 


28 ble) SO Frow, 2eER"; 


(2) ARRAS HK P(e) 与 所 有 常 系数 仿 微 分 算 子 
Q(9), 有 


P(x) Q()d; > 0, 34 +20, res; 
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(3) MEM P(r), 0) 有 
Q(d)(P(2}0;(z)) + 0, j> wo, 2ER". 


EA O 由 5S 中 局 部 西 据 扑 的 定义 ， 册 马 0， 了 地 00, 此 
意味 着 ， 对 任意 多 重 指标 o, 8, 总 有 


sup |x“d°¢;(x}| > 0, 
sé" 


从 而 推出 (1). 

(ii) ()=>(2): 注意 到 PQt 可 表示 成 形 如 zeBrgifz) 
的 有 限 线性 结合 ， 从 而 推 得 (1) (2). 

(iii) (2)=>(3): 由 广义 Leibniz 法 则 ， 有 


Q(0)(Pla)d;) = E a PQ (Bele), 
由 此 即 推 得 (2 二 (3). 
(iv) (3)> p; 在 S PCE O. 容易 从 命题 4.10 及 5 中 的 上 
拓扑 的 定义 得 到 . 
定理 4.14 DGS CE CEO RREABRA. 
证 明 PREDATE 自然 就 有 SAFE 取 一 列 音 
调 上 天 的 团 集 {Aj jhen 使 得 


Wn ED, BREK ERRE, y=1. 这 样 , 对 ve) eg, 
令 $j = mlr € D, 5 A, 


0; Š ¢(2), j>. (4.24) 


事实 上 ,对 任意 的 紧 集 KK CR, 注意 到 {Ki 单 请 增加 趋向 
IR”, 故 总 存在 do > D, i 3 之 jo 时 , 有 K £- K; AF E 
i = d(x), 自然 有 


$; > (2), zeK, 了 一 oo， 
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从 而 (4.24) 成 立 ， 

第 二 步 来 证 D AT S. Ba e CoR) 是 在 以 原点 为 中 
心 ， 了 为 半径 的 闭 球 上 恒 等 于 1, 而 在 ?+1 为 半径 的 球 外 恒 等 
于 0, MA, Xf voe s, 构造 gle) = mle Ee D, 于是， 根据 3 
HRR a de Fb AOE ATM Leibniz At, 易 见 (zx) 在 5S 中 收 
AF ple). 

第 三 步 来 证 虑 入 DD GS 是 连续 的 .由 于 了 D 是 由 CY(R", K), 
FEN 的 诱导 极限 拓扑 , WM BUM ERE SRK, CR", K) 
o SPE. RAS, 对 YOR, A) PRM OAH {a} 
A$) > 0G > oo). BRE, 对 Ye > 0 R Vad eN, 因为 
pi “90, j> oo, AT suppdy CK H 

ag; b0, VWBEN", zek. 
FH, WEES ÆI, Aj > 0, 4G >a HA 


Ba. 
SP $7| < TiamE dtstto, KJET 
从 而 ， 取 jo = No, 49> No 有 supzepe e° g] < e- 
SMP RIERA SOE 是 连续 的 . 对 任意 6; 号 00 5 ox), 
来 证 明 v3 e N" BRBRK ER, 有 


Hei30, «eK, jow. 4.25 
| ji 1 > J 


事实 上 , 由 $j; es, Bé 50 (j +00), BA, WER GR a =O, 
就 有 


sup afp] 30, 了 一 o, 
LER” 


由 些 即 得 (4.25). HE H ie BY A, 

推论 4.15 ESOS OD, 这 里 一 表示 连续 嵌入 ， 

容易 看 出 ， SOD AEERA, THS 是 广义 函数 空间 
DP' 的 一 个 正则 化 空间 . 

定义 4.9 称 5 是 缓 增 广义 函数 空间 . 

现 来 考虑 3 上 的 一 些 性 质 ,， 然后 将 其 推广 到 缓 增 广义 函数 
空间 S. 


. 42. 


定理 4.16 大 是 3S 一 S 的 有 界线 性 算 子 . 
WEAR (1) 开 的 线性 性 是 显然 的 . 
(2) 对 Y a, GEN", 注意 到 


(2miy) 0 f(y) = (0°(—2miz) f(e) (y), (4.26) 
因此 ， 
sup |(2miy)d* f(y) <f Oe [(2riz) f(2)]|dx < 00, Va, 8 € N”. 
TITER" Re 
Mit, 7:58. 
(3) 最 后 来 证 F: S S 的 连续 性 .对 Ya, BEN", 


O ana; (+ fal)" 
sup |(2ry)"O" fl < 人 (1 + Proli FE) 
< C sup |(1 + [al] agri) FE) 
eek" 


1 


<C >, sup |2"9e f(z) 
alla] tin, 
alst 
从 而 下 是 连续 的 . 
定理 4.47 4 在 其 局 部 凸 拓扑 下 有 如 下 结果 : 
(1) 映射 8(z) s73 O(a) 是 连续 的 . 
(2) 4 € S, 则 [im so Tag = ¢. 
(3) 设 中 ES,A = {0,0,--- ,Ry,--- ,0) 位 于 R” 第 i > Bb br th 
E, W#a 4 OR, 2298 [6 — ap] — (06) /(Ox4). 
(4) Fourier 变换 是 上 5 SASH A. 
(5) S 是 可 分 空间 . 
证 明 (1) 是 定理 4.13 的 直接 结果 . 
(2) 对 Vo, BON", 考虑 


了 


j8 (rnd — ¢)| < lB (gz 一 六 一 和 zz)| < 


1288 Y” anG hi 
i=l 


tix 
sup |x*8°(7,¢ — P| < C sup |z°8 4] |A] 30, 2&0, 
TER" reek 


. AQ. 


其 中 四 = [| +1. 
(3) 对 vbEs 及 acNn, 考 虑 


rz ( 


A; Ox; 


Fg 
< sup z8 —— . da, 
E ache | ar? | 


sup 
reku 


< sup jn 8 bl ‘|hi| 40, Ay 0, 
«ek 


FCP |B) = {BF +2. 

(4) AA Fio > pla) AS 到 上 自身 的 有 界线 性 上 映射 ,所 以 大: 
$B 一 xz 是 5S 到 5 的 有 界线 性 上 映射, HERE, HAY eS, A 

FUOPFS = f. (4.27) 

iA F  S 到 上 5 KR. 

(5) ERA DOS HCR”) FF S, KA A CH(R") 的 可 
分 性 ， 即 得 S 是 可 分 的 . 

定理 4.18 yes, M geves. a on 
EAR 由 定理 4.16 及 广义 函数 Leibniz 法 则 知 -4 ES, 而 
prp= o pes, AM prt = F ll PES. 

FEF ERS ART: 

H 4.3 cS’, XH1l<p< om. 

证 明 ÆR fer EXS LAF ME 


L()= f Jaade, Yes, (4.28) 


易 见 二 Fr 是 3 上 的 线性 算 子 . 其 次 ， 由 Holder 不 等 式 以 及 
Ge ad Idr 
lslls < / [Blaz + / gd 


< lelli (/ és) + sup iz pie] (/ hae] 


< C sup |(1 + z|) oz), 1 <q < oo. 
rR” 


容易 看 出 
EKAL < | 天 lol 大 Cl Sup [+ |x|?) o(2)}. 


故 Ly 是 5S 到 自身 的 有 界线 性 算 子 ， 在 等 距 同 构 的 意义 下 ， 有 
f ES, MM LCS. 

例 4.4 pti R" FARA) Borel WE, BA pes’. 

和 证明 定义 


Lue= Í. duir], YES, (4.29) 


注意 到 a(R”) < co, 类 同 于 例 1 的 证 明 ， 有 
Eul) < lelle a(R") < C sup {Br 
Hit, SPAWN eX PA ES’. 


例 4.5 ZERKA Pires. 
证 明 HB MS Pie) WHR m EM 


Lr = Pod ves. (430) 


类 同 于 例 1 的 证 明 ， 有 
— 1 , Zar r T 
bee @l= 人 grg CHPO 


< C sup (1 + |e?) 4). 


由 此 ， 在 等 距 同 构 芍 意义 下 有 Pires. 
例 4.6 fie) 是 缓 增 zz 床 数 若 它 满足 : f 是 可 测 函 数 且 存 
AE k OES 


ain € £?(R"), 1 < P < oo. 


特别 当 p — oo, 称 f REM BM. MAB Ie) e 3/ 
证 明 定义 


Lió = f f(s)g(z)dz, YES. (4.31) 
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类 同 于 例 1 的 证 明 ， 有 


za |r Essel + eoe 


1+ R|, 
< Csup|(1 + zP +(e) 
E” 
在 等 距 同 构 的 意义 下 f(z) € 8’. 


例 4.7 u dt BY Borel MA MRE ME: « Æ Borel Mj HE 
RACER > 0, 使 得 


[+ eP dute) < oo, 


那么 ， pes’. 
WEA 定义 Lo = ,$lzjdp(z), 对 WpES 有 
Ld) < f (1+ le dels) - sup LT 十 zz 
. rekn 
< C sup |(1 + [aie], 
rE” 
Ait, 238 » WR SS. 
614.8 对 任意 一 点 xo ER”, YH € N", 定义 
L(¢) = O08(z0), Wee S (4.32) 
RW E NT” XBR FS! 事实 上 ， 
Lip < fele < C sup (3f 4]. 
从 而 (4.32) 所 确定 的 广义 函数 属于 S’. PES, 44 8 = 0, (4.32) 所 
确定 的 缓 增 广 义 函 数 就 是 5 函数 . 
| 4.3{ 或 更 一 般 地 说 ， 例 45) 确定 的 缓 增 广义 责 数 称 作 表 
we. 类 似 地 ， 例 4.4 和 例 4.6 确定 的 广义 函数 称 作 测度 . 在 这 些 
情况 下 , 我 们 把 Ly AL MSE Sf hw, RHR A 


作 是 嵌入 S 中 的 . 因为 如 果 冉 予 5' — MEREZA L > Lle) 
(VocS) 连续 的 最 弱 拓 扑 ， 易 知 


EP(R") OS’, 1<p<oco, 


， AĞ .- 


这 里 * REA RA. MR" LAS AM Borel 测度 空间 CE 
是 具有 范 数 (ell = fe diel 的 Banach 空间 ) 也 是 如 此 . 

定理 4.19 SLAP ALES EK < 存在 党 
eC OMe m, 【使 得 对 一 切 8ES 有 


UO ZC SD pes(), (4.33) 
jaj ZLIS| Em 
这 里 Pa ald) = SUPremr |z“ DP gl. 


证 明 充分 性 是 显然 的 . 下 仅 需 证 明 必 要 性 ， 根 据 S 上 局 
部 凸 拓扑 的 定义 ， 对 Ye > OM h LS 


N z= G y noid) <e (4.34) 


jajah |S] cr 


ART S 中 原点 的 邻 域 基 . 由 工 的 连续 性 ， 看 在 一 个 邻 域 
Nem 使 得 对 一 场 @ € Nam 有 PACH S l. 因此 ， Wd € 5, Ay 
& iel = cmJpl<clpap( 大 于 是 , ROEE MA Y= 
(E/\ope 所 Nemt 从 而 


1 
LW) <1 LO) < lol 


tit He C = 1/7 B4 (4.33). | 
缓 增 广义 函数 空间 上 的 分 析 运 算 : FAY i me Bee 

数 空间 S 的 分 析 运 算 进行 自然 延 拓 而 得 到 的 . 
GQ) 缓 增 广义 函数 与 85 PRR BR. 
MvueS peSURYVpes, 直接 验算 可 见 


Í ux d(ahp(ajds = f u$ * pdr, (4.35) 
fare Ter 
这 里 $(z) = pr) 表示 反射 在 线性 泛 函 观点 下 ， 

u x p(y) = uld * 4). (4.36) 


HEMI 2, 若 取 如是 SPAR, (4.36) 左边 确定 了 一 个 数 ， 且 
XT y RER. BEHN uro RS 上 元 素 , 即 &*9 定 你 组 
w MR S 上 画 数 的 着 积 . 
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进而 , 对 wesS SES BYES, FA 
(we A) xy = ae (db * yb). {4.37} 
事实 上 ， 对 Yf ES, 由 上 面 的 定义 ， 易 见 
ux (p«v)(f) = uld«y« f), (4.38) 
(ux Bt) = wx (pe f) = (prt f)) = ux (heya f). (4.39) 
注意 到 
f Bla — (May = f bly — sp( y)dy = f b(—y — avy dy 
E” E+ 
= h Yie), (4.40) 
即 px = dq. MTT (4.37) 成 立 . 
类 同 于 缓 增 广义 函数 卷 积 运算 ， 容 易 推 广 其 它 运 算 如 下 : 
(2) 反射 : Hues cS, BEM ub RH GH 
让 的 = ul). (4.41) 
(3) 平移 : ues, pes, EX ut eB mu 为 
TRhu(d) = u{t_rg), A= (hi An) eR”. (4.42) 


(4) oe: Hues, geS, EX u Mages ou 
为 


8%u(d) = (-1)*!u(8%¢), a= (01: an) E N”. (4.43) 
(5) Fourier fh Yt ucs, oes, BM u 的 Fourier 变换 
Fuh 
Fuld) = uF) (4.44) 
EX 4.10 R Om 是 满足 下 面条 件 : 
{$ E C7 | ve € N",3 名 项 式 Pa, 和 使 得 lJ8*$(2)| < Palt) Yr € R"}, 
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BR Om ERE C™ 函数 空间 . 
定理 4.20 Hues, ges, M urp 是 一 个 函数 Sf, CE 
2 eR” 的 值 是 
f(z) = u{Tz¢}. 


此 外 ， fE Onm- 
hE AA Souk 了 是 C” pa, RM A= (0, ;0 天 0 
由 4 的 线性 性 可 见 ， 对 voes, 


二 二 -om 到] su (7E), aas 


从 而 $E = (-ljulr. fE) 推 而 广 之 ， 可 见 
3 f = (-1)!Fla(r,8?¢), (4.46) 


因 858 e S, 故 4464) 意味 着 : 组 增 推 出 其 各 阶 导 数 也 是 组 
增 . 下 面 仅 需 证 明 f 缓 增 . 事实 上 ， 根 据 定 理 49, 存在 C>0 
各 整数 1, m 使 得 


Fiz) = Jur) <C 5 Paa (TP), (4.47) 


[aE 
\s|am 


而 
raalted) = sup lw (OP w-ar) = sup I(z+oj*8ag(wj| (4.48) 
wih ek 


HEREIN S E A R. 
下 面 来 证 uso= f, Xi, R AuW R 


us (WD) = Í flat, WES. (4.49) 


注意 到 的 线性 性 ， 容 易 验 证 
ux ply) = uly) =u f plr 一 t)ylt)dt 
Rr 


=u Í nga) pd f ended 
= f Fowo, wes. 


- 4g . 


出 此 推 知 (4.49), 这 就 证 明了 定理 4.20. 最 后 ， 我 们 给 出 著名 的 
Paley-Wiener-Schwartz 定理 ， 详 细 证 明 见 [H2]. 

定理 4.21 (i) p(z) eS H suppfe € {y lel <6} WHE 
条 件 是 : wiz) ET n aN SAMRAT HRA e > 0 A 
A> Q, 存在 Ced 使 得 


le(z)[ < Ceall + lære tol, z=2+ty, myg R”. 


ii) (2) € S H suppFy C {yy [yl < 6} HERRIE: 
pl) Æi n REEE HAER se > OURS! 
WHACK, 存 存 Ce 使 得 . 


lp(z)| < Ce atl + [e ett, £= g+ ty, Gye R”, 


1. 验证 Talg * J) = Tag* f = g*a]. 

2. 设 f e Lge LP ,十 小 = 1, © fsg ek™x 且 是 一 
致 连续 的 . (提示 : 当 1<p<o0 时 ， |Irp(f* 9g) 一 了 让 * gllo= 
Waf — f) * glleo < raf — filer hale p = 00 Ato AE SAE.) 

3. # jele) < gate gzjdz = 1, MAM Yf e Lr,1 < 


pS oo, 证明 
P + f ~» f(x), Va € Lp. 


4 (Uryschn 引 理 ). & KCR" R, UEA K WAR, WE 
存在 了 < COUR") 满足 : 
G)O<f<i,2cR", Hf=l,ze K; 
(ii) suppf C U. 
5. wee LR"), fen o(ejde = 0, W3 f E L, ES paom 
SeQF 
lf * ello 3 9, E 一 0. 


7. 计算 Poisson 核 与 Weierstrass %, FF iñ BA 


wi) = sup |é(y) = d(x). 
ly |= ]2| 


8. 形式 证 明 如 下 公式 : 
(2riy) P f(y) = (0°( ~2rizy fle). 


9. 利用 Fourier 变换 求解 上 灶 平 面 上 Laplace 方程 的 第 一 边 
信 问 题 ， 并 证 明基 于 垂直 按 界 的 坐标 生成 一 个 半 群 . 


10. 设 P= P0) 是 微分 算 子 ， 证明 广 半 Leibniz 公式 : 


P(8)(uv) = So Z 0%uPO)(Bhu, 


€ 


1l. wo< a= A, 记 Ba 利 Baa 分 别 是 以 A, A-—a 为 半 
径 ， 原 点 为 心 的 球 ， 则 存在 由 E COR") 使 得 

(i) supp¢ C Ba. 

(ii) d(z#)=1, X} re Bac. 

(iii) 对 Va EN", A [3 elz) < Cla, nae al, 

， 12. (i) 证 明 : T Æ Hilbert 空间 所 上 酉 算 子 的 充 要 条 忻 是 

T~ = 7". 

(i) 1 T Æ Hilbert FA X 等 距 算 子 的 充 要 条 件 是 对 Yr,y E 
X, A (Tx, Ty) = (x,y). 

13. if L< p< 2, BD APC CLI4+L. 

14. 证 明 S ER Sh FP EAT 9} Fréchet 空间 . 

15. F SOS HMR GES HARB OIE RP). 

16. GEAR f © LP(R”) (1 < p < 2) 的 Fourier BM YL? 
是 S' 的 子 空间 的 Fourier 的 定义 一 样 . 

17. 设 BE Om 则 下 面条 件 等 价 : 

(1) Ya € N”, 存在 Pale) 有 


|8%d(x)| < Pala) We e R". 
(2VfEeS8, PBA foes. 


. 5] - 


(3) Va cN A feces, Fad fER TAR. 
18. 对 YHES 及 a EN", 定义 On ER GSA 


ral®) = sup If(2)0° ela), 


WE HEEF F Omn E ASAE TENERA 


So Om > SR”). 


19. 证 明 (Pectre 不 等 式 ): W Vie RFA 


1+1EF]" old | 
[| Samar les ay" 
其 中 £,9 € R®. 
20. 证 明 命 题 45 和 命题 4.6. 
21. 证 明 局 部 柜 空 间 Cen) 和 和 局 部 三 空间 CD) 都 不 是 Mon- 
tel = H]. 
22. 证 明 局 部 凸 空间 C(O) 不 自 反 , 同时 也 非 Fréchet 空间 . 
23 证 AR Paley-Wiener-Schwartz E M, 
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第 二 章平 移 不 变 算 子 理论 及 其 应 用 


§2.1 FEDEA F A A 


先 引 入 几 个 记号 : LCR") = {ftz); fe LCR") 且 lim 


| 一 co 

{fz = 0}, Co(R") ={f; SUR") Æ LR") 模 意 义 下 的 完备 化 
空间 }. M = {uw AMEE fgn ldu] < co}. 

EX 1.1 1 < p,q < 00, $ (R) BOR") 上 的 有 界 
线性 算 子 4 是 平移 不 变 算 子 ， 如 果 它 满足 


ThA = AT， Yh = {hi fn) E R". (1.1) 


例 1.1 HERH p, qoo, A=0 Æ LR”) 到 LR”) 
上 的 平移 不 变 算 子 ， 自 然 它 是 平凡 的 平移 不 变 算 子 ， 然而,， 并 
非 对 任意 的 1p,g < 00, 都 存在 从 LR) 到 OUR") 的 非 平凡 
平移 不 变 算 子 . 

定理 1.1 如 果 4 LR") LR) 的 平移 不 变 算 子 ， 
WA 

0 gapo kf, MA=9. 

(i) 4g<p=colf, M A [z-= 0. 


iia 我 们 断言 
要 十 ml 和， p<oo, we LPR"), = (12) 
lu + Tia) 23 Hullo, uE LER"). (1.3} 


WE, tf Ve > 根据 CAR") AT LR”), 故 有 分 解 
usvtw, EE v RES REE fell, < 因此 ， 存 在 No > 0, 
当 la > Aye BS nv MRR PRAM. TÆ 


lo + Tavie = 2” llelp lal > No. (1.4) 


. 5S - 


由 三 角 不 等 式 可 见 


itelle — (elle < He ~ wills < £, 


le + Teel — [le + maullsl £ [lu — v+ mu- TREMp 


< Ju — vlla + Tht — Travle < 2e. 


这 两 个 不 等 式 等 价 于 


227 到 ol 一 2/Pe < 2P ital, < 2P lull, + 217Pe， 


lu + tre|lp — 2e < u+ trully < fv + Trullp + 2e. 


因此 


Ilie + mal ~ 2°/?llullp| < 4e. 


fa) BE By Ab p = coo,u € LER”) 的 情形 . 
由 题 设 条 和 件 ， 对 gg<p< 0, 有 


Aule < AN: elie, Yu € £R”). 
由 4 的 平移 不 变 的 性 质 ， 有 
Aut taAdllg = Afu + Trulla < All: lu t+ trully, 
4 IR bh > 00, 那么 
2/9] Aully < 2*/P |] All - fully, 


故 得 
lAl < 2/7/9414]: thullp, Yu € LPR"). 


另 一 方面 ， 注 意 到 Al Ae 


Axle <Cllullp, Vue LPR”), 


(1.5) 


(1.6) 


(1.7) 


(1.8) 


(1.9) 


中 最 小 的 常数 C. 由 此 ， 当 9<pPp<eceo 时 ，222 794 < Al, 


(1.8) RS 上 4 由 的 定义 相 了 矛盾 REPT EE Gi) PR. 
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根据 定理 1.1 的 结论 ， 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 总 是 在 p<<g 
的 情形 下 进行 . 

定理 1.2 设 4 是 LR") 到 LAR) 的 平移 不 变 算 子 ， 则 
FAEERE t T e S (R), 使 得 


Au= Tu, Yu € S(R”). (1.10) 


为 证 明定 理 1.2, 先 来 证 明 一 个 预备 引 理 . 
引 理 1.3 Hli<p<w, AfePR 且 了 在 本意 又 下 具 
有 六 Rnm+t 阶 导数 ， 则 了 几乎 处 处 等 于 一 个 连 妓 函数 9 且 满 足 


Ase PH æ ER”, (1.11) 


jal<n+1 


Hab C MRM np. 
WEAR 它 本 质 上 就 是 Sobolev RA ZH. WH Fourier 变换 
给 出 一 个 直接 证 明令 r= {zi1,… tn) E R”, WHE C 使 得 


Qtr < Y jet, (1.12) 


jx| nth 
ARS Rp = 1 的 情形 : 
(f(a) sO’ + AP fe F(a) 
|| n+] 
=C'(1+ lz 人 -全 S f(a) lode F(a) | 
|x| <n+1 


<CO" (+ (el?) SS 8% Fa, 


jx lant 


因此 ， 
jfh sc $O afi <o, (1.13) 
Ja|Sn+1 
这 里 C = C0" f+ lel?) Ade. 由 Fourier HL’ 理论 ULB 
- 一 章 推论 2.13) 得 知 Fourier KMA A 


fa) = esfldy, ze 


WRI. 因此 ， 下 在 连续 函数 9 满足 


giz) = f(r), 对 ae reR”, (1.14) 


BÐ < fl < Ifl £ E y D f Ila. (1.15) 
jasni 
其 次 ， 考虑 p> 1 WIE: W oe CHR") 满足 suppd c {r : 
je] <2} B ¢{z)=1,'2|<1. BR, foe LR"). FR, FEE 
a 0 Be h(a) 使 得 对 a.e.x CR" F A(z) = firj E 


ROSE Cr > Meg, (1.16) 
jal|<atl 
Hy FO Leibiniz 法 则 
a! 
apf = >> — a" fare. (1.17) 
whence fie! 


进而 
IDSA < f ŞO OHD" fl lde 


je £2 upre 
< E cm sup laol | la flde 
phere pl <2 jar} <2 


<C > fle: (1.18) 


Jellal 
此 处 用 到 Holder 不 等 式 . 故 (1.16) 和 (1.18) 就 意味 着 
RO SO $O afie (1.19) 


ja|<n4l1 


注意 到 , 在 lzl| 和 1 上 ， 了 = gf 故 在 以 0 为 心 ， 半 径 为 1 的 球 
Bi1(0) E. f 儿 乎 处 外 等 于 一 个 连续 函数 及 且 满 足 (1.19). 目 
WR, XI Ye CRA fd 来 代替 6, 容易 看 出 ,存在 与 了 几乎 处 
处 相等 连续 函数 g 且 满足 (中.11), 从 而 引 理 1.3 结论 成 立 ， 


定理 1.2 的 证 上 明 我 们 断言 
Be Au = Ad%u, Yue S(R"). (1.20) 


事实 上 ， H R = 10， ,hj,0,… ,0), 因 为 4 是 平移 不 变 算 子 ， = 
然 有 
ie A (BE), Yu € SOR”). (1.21) 


1 了 


因为 


Thu — U Ou 

Aj Ox,’ 

A S(R") => LR"). MA, sp Aude LR") 中 存在 且 在 Lt 
SOP UE 


h; +O 


L Au = AS. (1.22) 
] 了 


aH, HER n BIB AR a = {oy,… ,om), BLS (1.20) 成 
ME. 

Fy Sobolev E A i Hf (Au c W*14(R")), EE Ee g 
使 得 


gu(z) == Au, Zz ER", (1.23) 
并 且 
gO OC SO DAC $ [AD 
jal|in+l |oel <n 1 
< CA S > peal. (1.24) 
* Ja] Stl 


REIRE u > gu(0) 确定 了 S(R") 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 也 = 
gu(0). RNA, T= 就 是 我 们 所 要 找 的 线性 泛 函 . 

事实 上 ， 对 Yu e SUR"), 因为 缓 增 广义 函数 T 与 速 降 函 数 
u RE Cm 缓 增 函数 ( 兄 第 一 章 的 定理 4.10), 可 得 


=~ 


(Tx u)(2) = T (rat) = Tee) = Flr_2u) = Tro) 
= A(r_,u)(0) = t_2(Au}(O) = Au(e). (1.25} 


- BF .. 


注 记 1.1 出 定理 1.2, 容易 看 出 如 下 事实 : 

(1) p < 00, AF SCOR") AT LR") 故 4 的 定义 域 可 以 扩 
张 成 LPR") 上 并 且 具 有 Ava Tou 的 形式 ， 

(2) p= co,a=oo, 则 上 面 确定 组 增 广义 函数 正好 是 有 界 测 
度 ， 此 情形 将 在 下 一 节 具 体 圳 出 . 


注 记 1.2 事实 上 ， 定 理 1.2 的 证 明 仅 需 如 下 Sobolev ik A 
定理 的 局 部 形式 就 是 够 了 . 


Sobolev 嵌入 定理 的 局 部 形式 设 了 5°felilal<n, 且 f 
几乎 处 处 连续 ， 则 存在 常数 C 使 得 
Frz < C O° f/Pdyy)/?, 1.26 
sose Si | flay) (1.26) 
§2.2 La a 间 | 与 Hérmander 22 间 Ma 
定义 2.1 i LE 是 集合 
{T e SHR”) HT* dl < Cllélp, YH € S(R"), RECEA H} 


MARRARA, ERLE MA 


iT * Allg 
pesi») ||Pllp 


L$(T) = (2.1) 


易 见 L4 SIS AF (LTP, Te) 的 闭 子 空间 , 自然 它 是 一 个 Banach 

空间 ， 此 处 (LPL) 是 指 全 体 从 DIR”) 到 LR 的 有 界线 性 

算 子 构成 的 Banach 空间 . 

我 们 知道 ， 大 是 SIR") > SR) 以 及 SHR”) > S'(R") 上 
的 司 构 映射 ， 因 此 ， 上 映射 


pT, Yé € SR"), (2.2) 
可 以 改写 成 
¢3F (TFS), We SIR”). (2.3) 


. BS - 


于 是 ， 我 们 就 可 引入 Hormander 空间 MI 的 概念 : 
定义 2.2 M3 = FLINT e Mi, 其 范 数 定义 为 


MER) = LUT), VP e Me. (2.4) 
通常 称 M3 h nR EDERT. 


定理 2.1 设 荆 是 非 零 的 缓 增 广义 函数 ，R? 中 使 得 TEL 
HAREM FAIR A: 


a ={@y)] 0<z<1 O<y<1, y<z}, 


H [= ot he 


并 且 它 关于 z+y = 1 对 称 . 进而 , 在 此 集合 上 IDLE (T) 是 (ey) 
的 关于 z 十 三 1 对 称 的 凸 函 数 ， 


图 2.1 
证 明 显然 ， 由 定理 11 可 见 Te Lf 的 集合 恰 是 4 ( 见 图 
2.1). 下 面 先 来 证 明 对 称 性 ， 即 


Li = LY, (2.5) 
这 里 z 十 zw' yty l WEEN TOL, RELA 


Talla < LY ONG, we SR”) 
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由 第 一 章 定 理 420, 对 Vd, y e SR”), 考虑 
(Ti#@*#w(0)| < IE» dla lela, < Li (Tl lllz: (2.6) 
注意 到 T+ $+ (0) = T+ yp « $(0) 及 Holder 逆 不 等 式 可 见 


IT «lla SLUT) Wvllay. vwe SCR"). (2.7) 


LX (T) < LT) (2.8) 
FM, WIE ON LY CLE 及 

LE (7) < LX (T). (2.9) 
综 上 讨论 知 Ly =r} H 

LY (7) = L¥ (T) (2.10) 


Hu, EWM nLY(T) 是 (z,y) 的 关于 = 十 y = 1 对 称 的 
ft pg er. 显然 ， 由 (r y) E & , (2,42) E & => (209, ye) Ek, IX 


fg = ri + (1 — 8}ae, Ye = Oy, + 1 — Pap, lmé@<ih (2.11) 


HELO, TEL, AM Riesz 插值 定理 WANS), 容易 推 
得 TEL’? A 


(a 


ITI a < (LE TPL T)’, 
Le 工 1 72 
=e 
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于 是 


(L (T) < ILF (T) + (1 — 8) nL (T). (2.12) 


故 定理 2.1 得 证 . , 

定理 3.2 (i) 工 =L] = LP (R"}, p< œ; 

Gi) LS = L = M(R®. 这 里 M = MIR) Æ R" LAR 
Borel 测度 空间 . 

证 明 G 由 定理 2.1, 仅 需 证 明 LO = LPR"). 事实 上 ， 
YT € LOR”), 有 


IT # Pllc < Lp (Tos, vie LPR"). 


由 Holder 不 等 式 亦 有 
IT < LST), (2.13) 
从 而 LY c EP (R"). 


A—HM, 设 Te LR”), W Yo e SR”) 有 IT» dlc < 


IT le Hollo Bi 
LET) < Ple. (2.14) 


此 意味 着 LPR") c LS, 从 而 (i) 得 证 . 
fa 由 定理 2.1, 仅 需 证 明 Li = M. uc M #4 PB Borel 
测度 ， 根 据 测度 形式 的 Youg 不 等 式 


lax al < Velel, 
M 


这 里 Vel) 表示 测度 的 全 变 差 . Blk, Lu) < Vg (t) < co， 
从 而 Mc £4. 
下 来 证 明 Li cM. hue Lt, il] Be = urge 是 LR”) 一 
DORO 有 界线 性 算 子 . 我 们 考虑 LHR”) 中 的 函数 类 
A= {u = us Wọ, e) ¢ > 0}, 


这 里 Wee) = {(4re) ?eT se. 利用 Gauss 核 的 性 质 可 见 
[ueli < LW, Yl, = Lilu) < 00, 
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PE we 的 LR") 范 数 关于 = -—RAR. AA vf e LR) 及 
FC R" 可 测 , 定义 Ar(P] = fp f(z)dz, 这 就 是 说 了 对 应 着 RY 上 
Borel 测度 up, H jel < fli. ESE BMT Oe fey, 
MWA ER") BARA M. 

AFA, M(E”) = CRY HOR) 是 可 分 空间 .因此 
MR) LWA AK ABB * 紧 致 的 . FR, TRA pe M 
及 子 序列 {ex} HBA REGO, ue, SH*T e BRE 
说 ， 对 Yé E CoR") 有 


dim, f da)ua(e)de = f o(e)du(e), (2.15) 
下 面 我 们 将 证 明 4 二 tt. 为 此 目的 , 必须 证 明 , H— H y ESR”) 
ue) = f padula). (2.16) 
EF 
现 设 
Pelr) = Í, w(e— y) W {y e)dy, (2.17} 


对 任意 多 重 指标 w, 有 
ay, (2) = I rz — y)W (y, e)dy. 


依照 卷 积 的 正则 化 原理 肥 Sobolev RA EA 


Bpelr) > a(x), 2c ER”, (2.18) 
从 而 当 s sot, pe E y. 由 此 推 得 
ube) ul), ueli (2.19) 


注意 到 全 (ze = Wize) Bue Lt SR"), 从 而 


u(the) = u(W(-,6) +p) = us Wiet) 
= us Wed) = 人 Wasfzjdz， (2.20) 
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AR, Be =e, FS k oo, 由 (2.15) Al (2.19) BB (2.16) B 
faa = BC) (2.21) 


推论 2.3 对 任意 的 (zy) C a, Te L? HN RHA Te 
Li(R") n L*(R"). 

证 明 先 证 充分 性 ，TE LR” NLR"), 因为 LR") = 
M R DUR )=L7, HERS 


11 
Te £3, Cog = sD (0,0), (1, 00), 


He AY M.Riesz H {H xe HEAT OL TE LË, (T, y) E a. 
再 证 必要 性 . 设 了 是 一 个 平移 不 变 算 子 ， 且 
Tl < Alel GEC, 
BA, v—> Typ(0) 是 一 个 测度 du HE w(R") < AB 
Ty = pry, pec, 
PET. HARE HE, 对 任意 的 weECc, 有 wl < Bll- 
换言之 o 
e glo < Bilel;, p E Ca 
今 取 非 负 函 数 p(x) E C, H fydr = 1. id v(x) = p()j, A 
i, lutye|< B, e>0. HA 


SR") 
RR* pe — H, € = Ù, 
E LOR”) 中 的 单位 球 是 弱 * 紧 集 ， 从 而 推 得 它 在 S’(R") 中 
是 紧 的 且 满 足 
pe L*(R"), lej £ B. 
i E T e LR”) NLR). 
推论 2.4 wp<g,2-2=1-%, I LAR”) + Le BRE 
估计 
EAS) < File: (2.22) 


4“e=lit, OUR) WAM 来 代替 ， 相 应 的 DBAS 的 有 界 
TERRE. 
证 明 ”由 定理 2.2 知 


Le. =E? = L. (2.23) 


恨 据 M. Riese ffi {E jE E AT AE 


LUS) = (LS (APIO Y= (224) 
这 里 
p = O84 + (1-8), 
+ =014 (1-6). 
此 恰 等 价 于 于 一 了 一 上 一 去 


asl 时 ， PaRa] 用 At 来 代替 , 相应 的 结论 仍然 成 立 ， 
BP L3(f) < Fila. 
注 记 2.1 推论 24 怡 是 Young 不 等 式 的 推广 . BEE, E 
fo L3, HERK ġe LPR"), 我 们 有 
lf* Mlle < £2 llellp. (2.25) 
当 pa 满足 p<g 及 一 二 1 一 六 时 ， 由 (2.22) 即 推 得 Young 不 
等 式 
Lf * bli = fla llls. (2.26) 
定理 2.5 M2 = L”(R”). 
证 明 Oe Te Me, BRAT EL. 于 是 
Txue D'R”), Vu € S(R”). 
由 Fourier 变换 的 工 BKB Peau fice 直接 估计 
(Pale = |T +u] = iT «alle < (Tull 
= MT )lltll2, va € SCR"). (2.27) 
H à e SR”) 任意 性 及 CHR") > S(R"), 可 知 T e L2 R”), 从 
而 推 得 、 ` 
|Z < MiP) (2.28) 
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另 一 方面 ， 设 PE < C, 由 Parsavel 恒等式 可 得 

IT*ullz = | < YES(R"). (2-29) 
因此 ， 

L2(T) = MP) < NT < VP e E°(R"). (2.30) 


故 LO (IR) C M3. 
推论 2.6 i1 <p< oo, WA Mg = L™(R") H 


lle S MEA), VF EE ME. (2.31) 
证 明 Wve Me, HRA T eMe, 即 
IT * ulle < LE(T)llullp = ME(T)|lullp, Vu € S(R”), 
IT + ull <ME(P)llully, YueS(R 
利用 M.Riesz 插值 定理 ， 得 


IT * ulla < MEYE MP (PY lula = M3(ÊYleliz (2.32) 
从 而 o . 
L2(T) = M2(T) < MeD) (2.33) 
证 毕 . 
定理 2.7 
M3 <> LP (R"), p223, (2.34) 
MZ LER"), @ <2. (2.35) 


GEAR 易 见 (2.35) MS (2.34). 事实 上 ， 当 ?之 2 时 ， 就 有 
p <2. dk (2.35) 就 意味 着 


MI = MPO LEI OR") = LR), p22 (2.36) 
下 来 证 明 (2.35). Xt Ê e L3, q < 2, et vâ e S(R”), A 
IÈ- alge = FT < CT * ulla < MT < 20. 
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RR Ge SIR") MERE, WR GAR RR LG Ew 
化 ， 即 可 说 明 T © LT (R 
ic 2.2 4p>2ihe <2 WY, 由 (2.34),(2.35), 总 有 M3 一 
L2 (R). 进而 ， 由 有 限 域 上 的 Sobolev 定理 即 推 知 Mi > Le 
定理 2.8 W2<psgsr kp<ger <2, HX Yg E Mi, 
A Vie MI gE Mj, > f-geM, H 


MIGO) < MIMO), vie My vge ME. (2.37) 
证 明 按 M4 定义 及 定理 条 件 ， 有 
FF < MAlo YEER), (2.38) 
LF *(oF wl < MUA Yw € LAIR"). (2.39) 


Mo = F SFO) € LR"), 就 有 


WF GFF FF OM < MAFFF OA) 
< MaM ele Yo € L*(R"), 


从 而 fg cM? AF (2.37). 于 是 就 有 如 下 直接 结论 : 
推论 2.9 MP 关于 逐 点 乘法 和 加 靶 构 成 了 赋 范 环 . 
注 记 2.3 (i) M? 关于 乘法 ， 加 法 满足 通常 运算 规律 ( 除 可 
交换 性 ， 逆 元 存在 外 ), 因此 ， MP 是 一 个 赋 范 环 ， 亦 称 是 赋 范 


žr. 

(il) A Me 56%, tk ME 是 一 个 Banach 代数 . 

(iii) Mi = ME = FLI = FLS 正好 是 全 体 Borel 有 限 测度 
的 Fourier-Stieltjes 变换 所 构成 的 Banach 找 数 . 

(Vi 在 定理 2.8 的 证 明 中 ,用 到 了 条 件 2<p<g<r 或 
p<q<r<2 的 条 件 . 事实 上 , 当 p<2<9 有 时 f E Mg 人 可 能 是 
一 个 正 阶 分 布 ( 即 不 是 一 个 测度 ), 在 此 情形 下 , 算 子 (fF9) 
仅 能 对 pE SRY AER, SM 


IF (fF Olle = NF" Fr 下 lz Ye ELP, 


从 而 ao 
FofeL, r=(I~ot sy. (2.40) 
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此 与 于 是 一 个 正 阶 分 布 相 矛 技 . 
定理 2.10 设 fe Mi, gE sR"), WA 


gf EM, rep, (2.41) 
gfe Mi, s>4. (2.42) 
WEAR (2.41) 意味 着 (2.42). 事实 上 ， 
MZ = MË.. (2.43) 
由 s>>g 得 知 s <q, 因此， 对 YF E Mg = ME, H (2.41) 可 见 
gf € MP, = MÈ. (2.44) 


下 来 证 明 (2.41). af = Tj, g =T, € S(R*), Milt T; € S(R™). 
Rue S(R"), 有 


(Fy * T,) * ulla < Fy * (T3 # ullo < MICA NZ, * ul|p 

< MGG H Tollallells (2.45) 

这 里 三 = 十 三 一 1, 从 而 gj eM? 且 有 相应 估计 式 
Ag(fg) < M3(FIIF allo (2.46) 
注 记 2.4 这 里 没有 对 ?和 4 有 过 多 的 要 求 ,即使 在 pP<2<1 
下 ， 下 面 的 证 明 仍 可 以 进行 ,因为 它 作用 的 元 素 T, +u DRT 

S(R"), 并 不 要 求 定 祥 域 从 5( 民 ") 到 LPR") 的 扩张 . 
下 面 来 考虑 当 p < 2<g 时 , 空间 .M5 的 刻画 . 在 利用 Fourier 

变换 求 研究 微分 方程 时 ， 我 们 常用 


Fr) = fo) = (27)? f ed (247) 
来 代替 原来 Fourier 变换 
Fla) = fo) = f e777 y)dy. (2.48) 
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容易 验证 ， 在 (2.47) BMF Fourier BH F 4 (2.48) 所 定义 的 
Fourier 变换 是 完全 等 价 的 . 在 对 微分 算 子 QO) 进行 Fourier Æ 
eit}, FY (2.47) Ge MAY Fourier BH, A FQ) = Oliz), 而 在 
(2.48) 定义 的 Fourier BRT, A FQ) = Ql2riz). MA (2.47) 
MAY Fourier 变换 ， 就 没有 常数 2r T. RR, i D=i-18, Hb 
A FOD) = 站 (fo 这样 ，(2.47) 52 LY Fourier 变换 不 建 半 了 被 
分 算 子 Q(D) HA Ole) 之 间 的 恰当 对 应 . 

引 理 2.11 i vols) € S(R") 定义 aE) = do (Ge, MA 
估计 


Tulp < Co p> 2, (2.49) 
其 中 Co 是 常数 ， 
证 明 直接 验证 ， uli e) 是 Schrödinger 方程 
LU; 一 Au = 0, 
{ (2.50) 
u(x, 0} = uolez) 


的 解 . 利用 能 量 守 恒 律 可 见 
a(t, Ola = Welt, za = uote) Iz. (2.51) 
男 一 方面 ， 利 用 Fourier 变换 直接 求解 (2.50), 即 得 


1 z 
uba) = mE 加 e7 iy t uo (yay, (2.52) 
从 而 
lult, æ) < Clt? (2.53) 


这 样 ， 由 (2.51) 和 (2.53) 可 得 
人 Jul” da s (cilt 2 PP? f luo de 一 CRE O- 4), (2.54) 


两 边 开 p 次 方 就 得 (2.49). 
定理 2.12 设 p<2<g 则 存在 元 素 f€ Ms 使 得 了 是 一 
个 正 阶 分 布 { 即 f 不 是 一 个 测度 ). 
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证 明 采用 反 证 法 :对 vy eM, WE Se TM, E 
你 
A: i 所 M2 -一 一 fejer E AA £\<1 (2.55) 


是 从 M3 B PE ie BRE M A FN Hd PA RA. FH VT AS i ce 
Kl 如是 连续 的 ， 特 别 ， 


io fide < CMF) YF € S(R"). (2.56) 


BEEK wole) € S(R*) 满足 tip (Q) £ H, ult, a: | 一 F-1(eitltl tolé)). 令 
f = l(t, r), FRA (2.56) sh, BY AL 


0 < hoc \ag()|dz = ) Matt, ola < OMA). (2.57) 


另 一 方面 ， 由 (2.49) 可 知 


Le (u(x, t)} = Li (uls, t)) = lult e)l < CT 1>2, 


(2.58) 
从 而 
MP (alt, x) = Mi (alat) < CHTIT, 1>2. (2.59) 
注意 到 
Milit, s) = |[tallo0, (2.60) 


对 尾音 的 p<2<g 存在 1< < co, 使 得 (4,2) 属于 以 G9), 
0,1), (4,0) 为 顶点 的 三 角形 的 内 部 ， 由 定理 21 及 M.Riesz $f 


值 定理 ， 推 得 
Milt z) 20, too. 


此 与 (2.57) APB. 

推论 2.13 当 p>2? 时 ， 存 在 函数 ue LOR") 使 得 立 是 一 
个 正 阶 分 布 (不 是 通常 测度 }. 

证 明 因为 MP = LR), 故 对 Me 利用 定理 2.12 就 得 此 
结果 . 
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4l<ps2<q<oolht, 利用 下 面 Paley 不 等 式 , 给 出 ME 
的 一 个 刻画 ， 即 可 测 函 数 上 清 足 什么 条 件 ， 才 有 了 < Mes. 


定理 2.14(Paley AFA) 设 由 0 是 满足 mE AE) = 5} < 
C/s Hay Wea, WER h< ps2 


( f a/grp a ) “Cl Yu € LR, 


(2.61) 
这 里 C 是 依赖 于 pp 和 的 常数 


MERA 5go=0 h, ERRAR. 4p eee, (2.61) 正 
好 是 Parseval 不 等 式 ， 


对 一 般 的 情形 ， 令 dul} = oE dE, Tu = i/o WA 


HE; pE) So} 2Co, (2.62) 
事实 上 ， 注 意 到 m(s) = mE: HE > s}, 我 们 有 
HTE ¢(E) Sof = f 


[Eeee] 


| Ox 

{Epio} 

f s*d(—m(s)}} = 2 / smls)ds + lim sms} — o?m(c) 
o 0 ot 


< Co. 


(2.63) 
因此 ， 对 Yu c AiR), 由 (2.62) 可 推 得 


uires =ne os le} ccl, (es) 


此 说 明 Tu = 2/6 BH (1,1) PAS. 
A AH. H 


f a /gd = / laj? /9? « de = f (dl?dr < co， (2.65) 
R” R” Rr 


El Tu = G/é 是 强 (2,2) 型 算 子 ， 由 Marcinkiewicz 播 值 定理 就 得 
到 (2.61). 
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推论 215 设 节 >0 满 足 
m{E pE) = s} < C/s, (2.66) 


则 
( f jag PTR tde)? < Colullp, Yu € EP(R"), (2.67) 


EH lepaársayp < ow. 
证 明 Ay Hausdorfi- Young 定理 可 见 


Lally < hulp, 1 <p £2, 


此 对 应 着 (2.67) Er =p' 的 情形 . 而 Paley 不 等 式 
LU/ < Cpllull, 1l<p< 2, 


则 是 对 应 着 (2.67) 在 > =p 的 情形 , T E h ee EHR (2.67). 
定理 2.16 设 了 是 可 测 阔 数 ， 且 满足 


mig FE > sh SC, 1<b< o, (2.68) 
则 了 E M2, 这 里 
1 1 1 
1i<p<2<49< om, > oa™ (2.69} 


证 明 我 们 无 妨 假设 < gq 否则 我 人 有 < WY =p 注意 
到 Mg = M7, 这 样 用 Atz 来 代替 MI 就 行 了 ， 因 类 似 于 (2.69) 
的 条 件 


r 1 1 1 1 
leg SISP <, [- 4%: 
q pP 6 
MIARE. 
SZ o=lfP r =g, MRE (2.68) SH F 
m{E; |p| > s} < C/s, (2.70) 


- FL: 


A i AEE 2.15 条件 1 < psig <¢< oo. Bf Vu e (R), RA 


有 
(feat? (and 
Ra R” 
= (f feae)” < Calel 


lèfle < Cpllellp Vu € LP(R"). (2.71) 


现 记 Ty BMA Ty = f ot. Ak, X wu € SCR"), H 
Hausdorffl- Young 不 等 式 可 得 


即 


(Er = elle < < Cyllully, Yg < 2. (2.72) 


Auk, Tye £2, BN FE Mg. 


定理 2.16 说 明 ， 当 p<2< 9 时 ,我们 可 给 出 可 测 函 数 
FEM 的 一 个 充分 条 件 (绝对 和 值 的 界 ). 对 其 它 的 bp, 9 A, RA 
JE Ah 5 BE E, 


§2.3 NHA — T R EF l 
5|38 3.1 设 wlt,a2) Æ Schrodinger 方程 


{ EU — Aus Ü, (3 1 

u{O, r} = ugla) i 

的 解 ， 则 它 对 应 的 乘 子 ei te AAP HY TK Sp ER EL p = 2. 
证 明 Ba elt © LR") = M2. 


另 一 方面 ,注意 到 
u = Fl(eilt no) = Fle ty ugle), (3.2) 
自然 有 7 
of 全) 二 天 一 Le 一 让 引 | x u(t, 2). (3.3) 
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AA RUE. Bik p A2, 因为 MP = ME, MERE p> 2. 
取 uo(z) € SUR") H bo(z) > 0, 由 引 理 2.11 可 见 ， 有 


=i |? zi 寺 _1 
[zolle < MBE E Yula < MBEE tyne 2 Ila 4 0, t> o, 


ELS ulr) > 0 WFE, he p = 2. 
if id 3.1 


eA CMP a> p=2, AFO. (3.4) 
事实 上 ， 利 用 本 章 习 题 9, AR BERR E AiE, 那么 


eld’ __, ett El" (3.5) 


从 而 ea 
BAN € ME => p = 2. 


引 理 3.2 设 4(6 是 一 个 实 的 二 次 型 ， 车 
AEM? (pz#2), 


Mj A = Q. 
证 明 假设 4 关 0, 在 合适 的 堂 标 变化 下 有 


AE) = ali +---+an€2 (ai #0). (3.6) 
由 于 M4 在 坐标 变换 下 不 变 ， 故 无 妨 假设 
Jar] > 》 Jajl. (3.7) 


j> 
记 (kr e An) Æ (een) ATEH, 相应 的 记 为 
AlE) = afk, +--+ an€Z , (3.8) 
HE e14 e MB = m ec ME Al ME tt— I Banach 代数 ， 所 以 


[[ e^ = ep(2 Aga) = el" € MP, (3.9) 
k 


- FR. 


这 里 2 = >》 4 一 人 一 lfal 二 az 十 … 一 ar 因此 (3.9) 55] # 
3.1 AF. At A—oO. 
引 理 3.4 M3 5 Lg 中 的 单位 球 是 SR") 中 的 闭 集 . 
证 了 明 HES F RL COMI ZAM SRR, CH 
LS Fp AS) Be fir BRR ST BY M3 中 的 单位 球 . Ale, 4 fe HERA LF 中 
的 单位 球 是 SR”) 中 的 闭 集 即 可 . ARSE, L3 中 的 单位 球 是 
指 


Brg = {T;T € S'(R") EAIT*uro(O)| < [jul plloly, Yu v € SR}. 


Td Teusv Æ SR”) 上 的 连续 线性 形式 ， 丛 而， Bre 是 SR") 
中 的 闭 集 . 

定理 3.4 ERTO BXARA, 车 存在 数列 {tx} 
满足 
th > +o, et EMP (p #2), (3.10) 


E 
Meet) <C, k=1,2,..., (3.11) 


这 里 C RR, MW f 是 线性 号 数 . 
证 明 注意 到 , 当 f()=at+2r<he> 是 线性 函数 ,那么 


pf — pita . een ch fot — eite pidrc hte > — e*I F (x _ ht). (3.12) 


从 而 


ME(e"f)=1, p=1,2,%, 
由 插值 定理 可 见 V1i<p < o, 
MB(e* St, Vi<p<o. (3.13) 


下 面 仅 需 证 明 PP(z) = 0. 由 于 MEEMRER PRE, M 
么 仅 需 证 明 fO) = 0. 因为 fe C2, 利用 Taylor 不 等 式 有 


FE) =at < hé > +A) + oleh IEI 9, (3.14) 


这 里 a 是 实数 ， 下 是 实 向 量 ， 4 是 实 的 二 次 型 . 令 gÉ) = 
f(E- a-h, g) HF Me 是 一 个 赋 范 代数 ， 因 此 ， AE 与 olf) 
满足 相同 的 条 件 ， 然 而 ， 此 时 y 可 以 写成 


g(é) = A(g) 十 of (3.15) 


- TW ， 


+ i 
gi (E) = tglt), 


N t coh, FA 
ED A), £ENCR", OF BR. (3.16) 


因此 ， 利 用 定理 条 件 并 注意 到 ME 是 赋 范 代数 ， (将 定理 条 件 
flo Ki) 有 . 

MB(einn) < C. (3.17) 
RAAH ME 的 单位 球 是 闭 集 ， 可 见 e4 E M, Mitt A=0, 于 
是 大 (0) = 0 > 

FE) =a + 6. 
有 前 面 的 讨论 ,我们 有 如 下 算 子 半 群 的 飞 子 刻画 . 

定理 3.5 BOS BR" LHL AEM, plr) € LR?) 
考虑 如 下 一 般 线 性 发 展 方 程 的 Cauchy 问题 
{ Wi QH) = 0, 


u(0) = p(2), (3.18) 


那么 我 们 有 如 下 结论 : 
Gi) Hi<p<oo,tfeR* 


ulr) = S(t)p(2) = Fle Fole) 
在 L? 中 适 定 的 充 要 条 件 是 e%(9t CM? RAS, BF QA) 在 


EP 或 Wer 中 生成 Co BFAD FE RTE e00 E MAP. 

(ii) Bl<p<o,teR, 

u(z) = S(t)p(2) = Fle AEH F p(x) 

在 DR) 中 适 定 的 充 要 条 件 是 OOo CME MAD, AT 
Q[ 申 在 I? 或 W*?. 中 生成 Co 群 的 充 要 条 件 是 eH E MAP. 

(iii) B 1< p< œ, t € R+, 进而 设 Of) E R 上 光滑 的 实 值 
eM, HT OS) 在 L ewer 中 生成 解析 半 群 的 充 要 条 
人 忻 是 存在 角形 区 域 


a@a={z=f+in; €ER', 了 < 0 去 a<1 是 一 固定 常数 } 


使 得 evii g MP. 

Hid 3.1 4OO BMA SAA, BT Oe) 所 对 应 的 
Sef et 上 满足 定理 35 的 情形 (i), Bik, (8) 在 L?(R") 或 
Wp 中 生成 解析 半 群 ent, ox BL < p < cc. 

注 记 3.2 由 定理 3.4, 容易 看 出 ，KDY HERET e E 
Me? 的 充分 必要 条 件 是 p=2. 从 而 ， 由 定理 3.5, RF OME 
L? 或 Hs 型 的 空间 中 生成 Co ATE. HE, WA KdV 方程 的 
合适 空间 是 吾 *" 型 的 空间 . 

注 记 3.3 SAAR RAT 2K So QE) 对 应 的 色散 波 
方程 的 Cauchy 问题 是 


l iu +Q(Dju=0 (D = i718), 
uz, 0} = p(x). 


它 对 应 的 解 是 
u = Fre te b(n) = Fe HOt Fg), 


Et EMR eC ce ME 的 充分 必要 条 件 是 p = 2. 因此 ， 


研究 一 级 色散 波 方程 的 工作 空 5 间 是 H* 型 的 空间 ， 

注 记 3.4 4H 方程 或 Klein-Gordon 方程 所 对 应 的 
He FFE gn e"l 或 easy 一 4 ,与 一 般 的 色散 波 方程 类 似 ， 它 们 属 
FM 的 充分 必要 条 忻 是 p= 2. 因此 , 研究 经 和 典 波 方程 的 工作 
空间 是 互 ? 型 的 空间 ， 参 见 本 书 的 最 后 四 章 ， 


思考 与 练习 


1. 设 工 是 缓 增 广义 函数 ， 设 工 AT e LR") (或 T, AT € 
L? (R”)), 证 明 52 € £7(R") (或 afi E £7,(IR")). 

2. 证 明 注 记 1.2 中 Sobolev 嵌入 定理 的 局 部 形式 . 进而 证 明 
定理 1.2. 

3.8 fe DPR ),1< ps0 APRA RAM (ED MA 
数 意 义 下 总 可 求 导 ), 于 是 


ot E€ LPR"), (k=1,---,n} <= llaf — filp = OCA). 
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耐 当 p>= 1 时 ,其 所 有 导数 存在 并 且 是 有 限 Borel 测度 的 充分 
必要 条 件 是 
Ita f — Fila = OCA}. 
4. 证 明 p > 2, FE J ELR”), 其 Fourier 变换 不 是 一 个 函 
5. 如 果 AE LOR” B LR 的 平移 不 变 算 子 ， 当 d < em 
时 ， 则 A [ze = D. 
6. 证 明 存 在 由 ECcCec H supp {g:i <E < 2} 使 得 


X (2E =1, E#0 


7 (Hardy-Littlewood 定理 ). 设 pga 满足 


1 -1 
一 一 二 1 一 一 ， l<p<cg< mal1. 
q a 


ke) 是 一 个 局 部 可 积 函 数 ， 且 满足 [kle < Clee. A k e Le. 
8 (Mihlin-Hérmander 定理 ). 设 了 E L°°(R") E 


(lel De Pa < B? R”, 0< R<, 'al <A, 


REJE S2R 
此 处 电 是 常数 ， 和 是 大 于 二 的 最 小 整数 , 则 f E Mg, 1< p< oc. 


9 # E > alé) E R” OR” a ERRI, E f(z) ER” K 


数 ， 则 
fa" PE) = filg) EER” 


是 R” 上 因数 ， 证 明 
(i) 车 alg) 是 仿 射 映 射 
alg}; = 850 + Y aynék, j = H, 2,- aM, 
k=1 
则 ur 是 MB (mm) > M3(n) E RIE AS WR. 
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(ii) GFn=m, N a* 还 是 到 上 的 ， 即 a* 是 等 距 同 构 . 

WEAR 在 通常 的 Lebegue MRR MP, LR") 空间 中 元 素 
的 范 数 不 依 赖 于 坐标 系 的 选取 ， 故 Ls 空间 中 元 素 的 范 数 不 依 
Ft AB bs FR ATE (对 特殊 的 Lebegue 测度 例外 ). 然而 ， Le 空间 
元 素 的 范 数 不 依赖 于 Lebesgue 测度 变化 . 进而 T e SHR, ÊE) 
不 依赖 于 Lebegue 测度 的 变化 . 因此 Mz 中 元 素 的 范 数 是 不 依 
束 于 坐标 的 选取 的 . 


通过 坐标 变 摘 我 们 可 以 假设 
al); = E; + ajo, 了 一 1,2,. ,mm. 


te T eimh E 
Tı = eT tty 全 6, 


XE He) = rito +++: + Emami 6 BR F zt ,Yn 的 Dirac 
测度 . FAR? baw, T 的 Fourier 变换 具有 如 下 形式 


Ty = T(E + 10,°'* Ém + amo). 
因此 ， 我 们 要 证 明 的 是 E Lha) H 
[leper = IF Ilzeen)- 


PLEX u c S(R™), 考虑 


Ty * u =e FMT s e™"u), 


其 中 右边 的 卷 积 是 关于 t1,- ,zm 所 取 ， 其 它 变 元 是 固定 的 ， 
令 C= L?(T), 则 对 固定 的 Tm+l1 En 有 


f |T; + u dz < c f julPday--- dam, uE SOR"), 
Rn 了 om 
对 上 式 两 边关 于 zm+1l…zn 积分 可 得 
f |T; + ujPde < Cllullz, u € S(R"). 
R- 
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ATG Ti € Bn) A LEM) < C. AE u(x) = u(r Em) x 
Ug(%m41;,'''. im), 容易 看 出 LA} 2 C TE, I open = 
Teej 当 % 三 m 时 ， 仿 射 变换 a HF 1-1H, DENG 
FRR a” H MI = a Ma. 

4 px q, RIE n= m 时 有 类 似 的 结论 . 

10. a È R” > R” ECKA, Hat 映射 At 人 ra) 一 
Min}, E p #2 We Æi A t H Æ BE 的. 

证 明 易 见 a* BRN, hA Eg ERT A 


a”: Mpm) +> Min) 
是 连续 的 映射 . HBR BR, FW 
le" laim =l VEER. 
由 连续 性 假设 
jet My < 20, VEER, 
由 定理 3.3 可 见 a Fe oe PE mR. BS GA m PA HH, 
那么 aff); BE MRM RR. 从 而 a 是 仿 射 的 . 如 果 a 不 是 到 上 


的 , 那么 a 的 值 域 就 是 空 集 ， 于 是 ， 对 任意 的 f(z) 均 属 于 MY, 
这 是 不 可 能 的 . 
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第 三 章 球 调和 函数 及 其 应 用 


在 第 一 章 里 ， 我 们 已 看 到 了 Fourier 变换 与 伟 缩 变换 、 平 移 
变换 之 间 的 关系 ， 现 在 我 们 加 过 头 来 瞧 虚 Fourier 变换 与 正 交 
变换 {在 几何 上 称 为 旋转 变换 ) 之 间 的 关系 ， 即 Fourier 变换 与 
旋转 变换 是 可 以 交换 的 . 利用 这 一 个 忙 质 , 可 得 到 PR") 的 直 
和 分 解 ， 并 且 在 Fourier 变换 作用 下 仍然 保持 这 种 直 和 分 解 {将 
LIR") 分 解 成 在 Fourier 变 搞 下 不 变 的 子 空间 的 直 和 ). 需要 指 
出 的 是 ， 在 每 一 个 子 空间 上 ， Fourier 变换 等 价 于 一 个 古典 的 
Bessel 变换 . 这 种 分 解 是 通过 和 极 举 标 来 实现 的 . 因为 径 向 函数 
在 Fourier 变换 下 保持 不 变 ， 因 此 ， 实 现 LR) 的 直 和 分 解 就 
归结 于 如 和 何 建立 单位 球面 上 的 天 2 两 数 空间 的 直 和 分 解 ， 通 过 
齐 次 调和 过 项 式 在 球面 上 的 限制 ， 就 可 实现 单位 球面 上 的 2? 
函数 空间 的 直 和 分 解 .与 此 同时 ,在 实现 单位 球面 上 的 二 
RSNA SRE, SAT RIAA, He 
以 及 刻画 它们 的 一 些 分 析 方 法 ,它们 在 其 它 数 学 领域 有 着 很 重 
要 的 应 用 . 例如 利用 球 调和 羡 数 可 以 求解 Laplace FEA fA 
E ei, 通过 带 调 和 五 数 的 刻画 可 得 到 各 种 特殊 和 多项式 等 . 本 章 
均 将 给 出 较 详 细 的 阐述 . 


83.1 L'R”) 的 直 和 分 解 


ETRIE ER 上 建立 LR") 的 直 变 分 解 ， 然 后 分 析 
Fourier 变换 在 每 一 个 子 空间 上 如 和 何 作用 情况 ， 从 而 导出 Bessel 
函数 和 球 调和 函数 的 基本 性 质 . 

我 们 首先 考虑 n= 1 的 情形 :对 Yf(z) e LR). f(z) 有 如 下 


分 解 | 

f(x) — HEJ tA) + f(x) fee) — fe(z} + fo(z), (1.1) 
这 里 fele) 及 folx) 分 别 表 示 f(z) 的 偶 部 和 奇 部 . 容易 看 出 ， 
奇 函 数 子 空间 与 偶 孙 数 子 空间 在 Fourier 变换 下 均 是 不 变 子 空 
E, FERREE, HEZAKE LR). 
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如 何 将 这 一 事实 蕉 广 到 高 维 空间 昵 ? EBERT. BM 
相当 于 径 向 部 分 BD: 给 出 了 "上 局 部 可 积 画 数 f(x), ERA 
向 部 分 ofa) 如 下 


1 
ġir) = J j f(rojde, (1.2) 
KBr =|elo= 2 (4240), Mon Æ R PRR DL 的 
面积 . 显然 (cz) 是 一 个 径 向 函数 ( 仅 依 赖 于 [ei = r) 特别 ， 妆 
n=1Ħf, ġ= fe. 

先 来 回忆 一 下 正 交 变换 定义 . Ro eR” 上 正 交 变换 ， 如 
R R” 上 的 任意 x,y 有 


pe: py =ar-y. (1.3) 


有 时 也 称 p 是 旋转 变换 . 易 见 正 交 变换 p 有 具有 如 下 简单 性 质 : 
(i) 1det(p)| = 1, 其 中 det(p) 表示 p 对 应 的 矩阵 的 行列 式 . 
Do TOTE EnERER p HREREAR. 

(iii) |pz| = jz}. 
(iv) p-! BEZEK. 
HF RRR OR LPR") MB, 1 A w 

数 的 出 现 是 自然 的 ， 关 于 径 向 函数 ， 我 们 有 
命题 1.1 R FRR fe) 是 径 向 函数 的 充分 必要 条 件 是 

对 一 切 zeRn Al R LAER SR p A flex) = f(x). 

WEAR 先 证 必要 性 . 对 Yr CR” MEZEM p, 有 |pz| = |z|. 

从 而 flex) = f(x). 

再 证 充分 性 ,对 Vz, y CR", 满足 |lz| = 上 串 , 则 存在 旋转 变换 

p ER y= pr, 于 是 


f(x) = flex) = Fly). 
定理 1.2 Fourier 变换 大 与 正 冯 变换 是 可 以 交换 的 . 
iA Oe BT ERSR, R, 是 由 正 交 变换 p 诱导 的 
ew Re f PRN ees ae og AER, BN 
gls) = Rp f(x) = flex). (1.4) 


. Al- 


我 们 来 证 明 
FR, = RF. (1.5) 


事实 上 ， 对 vj e LAR), 考虑 
FRS) = evray= eee yao 


一 f e Fre P'Y f(y)dy = f ed 
Rk" RE” 
= F f(px) = (RpF f)(z). 


而 f(x) HERB (1.5) 成 立 . | 
推论 1.3 设 f(z) 是 LR") 中 的 径 向 函数 , 则 f(z) 亦 然 . 
证 明 OW Vic] = yl 则 存在 正 交 变换 p 使 pz = y 直接 验证 


F fly) =(F f)\(px) = 上 i e IMSS f(y)dy = f i e BREN BTY Fy) dy 
= Í e-men fl on\don = f eT Find = (Ffa). 
" Re (1.6) 


Fak, 4 pA Fourier 变换 仍然 是 径 向 通 数 . 

注 记 2.1 根据 第 一 章 的 Fourier PRL? 理论 , 上述 结果 容 
易 推广 到 (R) 上 ， 这 样 我 们 就 可 以 获得 2{RR”) 的 一 个 正 交 
4; HR, BE 

L*(R”) =D) BDz, {1.7} 
其 中 Po 是 与 径 向 画 数 儿 乎 处 处 相等 的 LAR") 函数 所 构成 ， 而 
Dg 是 其 正 交 补 . 

注意 到 Fourier 变换 是 LR”) E i E H gt E E Po 上 的 
作用 保持 不 变 ， 那 么 ， 由 Plancherel a W iA (L.T) 在 
Fourier 变 搞 下 保持 不 变 . 现在 的 问题 是 如 何 用 已 知 的 结果 来 刻 
H Di ? Fourier PME Da 上 的 作用 具有 什么 性 质 ? 为 说 明 问 
题 起 见 ， 我 们 先 在 R? 中 讨论 这 一 问题 . 

任 取 f e AR?) 依照 标准 记号 ， (y 可 以 用 复数 :一 
a-+iy = re? 来 表示 . 由 Fubini CH, 对 几乎 所 有 WM fire’) 
关于 是 [0,20] 上 的 平方 可 积 函 数 . 因此 ， 由 Fourier 级 数 的 L 
理论 ， 易 见 no 

fire) ~ > fire, (1.8) 


k= oe 


. £2. 


HÆ 17 (0.27) 上 满足 


5 feire’? can f(re*), nooo, *haereRt, (1.9) 


k= 


oo or 
>: frir? = co f \f(re®)|?d0, Xtaere Rt. (1.10) 


— Oe 


因此 ， 由 Lebesgue 单调 收敛 定理 有 


. oe 1 1 on 2r ; 
tin [SD OPa = 去 太太 yeeopaerar 


k=—n 


olaaa 
= zz filz. 


ELS gx = fi (rje*?, k = 0,41,42,---, 利用 (1.8) Æ Lebesgue # 
IN EH, RAMS 


lim ff) DD axl) Pas 


k= — f 
oo pan n 
= im f f | (re®?) 一 a felrje™ |*rdédr 
oe aa T 
= f lim f Fre) S felre [P derdr = 0. 
0 FF Sg E_n (1.11) 


于 是 , 由 指数 函数 (k = 0,41,42,---) 的 正 交 性 , 可 知 L?(R?) 
有 如 下 直 交 分 解 本 
E (R?) = $. eD, (1.12) 
k=- 
其 中 D, = {g(z) € L7(R?) | gle) = frye, AXA NAS fir), 
有 fp \f@)Prdr < oc}, RA, XIRA mAAR, D ÆT H 
数 所 构成 空间 ， D5 可 表示 为 


Dz = Y OD (1.13) 
AAD 
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命题 14 FE D> Dr kK yee RH. 
it. Hg © DiN LHR?) 对 固定 办 , > 
A(z) = g(e"*z), 
则 对 用 乎 处 处 2, 由 Di 中 元 素 的 结构 ， 可 见 
hiz) = glet z) = e*t giz). (1.14) 


另 一 方面 ， e* 是 R 中 的 一 个 旋转 ， 它 与 Fourier 变换 是 
可 交换 的 ， 于 是 对 一 切 w 和 $$ 有 


gle tw) = fw) = e*t gfw). (1.15) 
因此 , 当 取 w =r > 0R, RB Ge Pp. BF D_NL'(R*) 是 Di 的 
稠密 的 闭 子 空间 ， 从 而 下 将 D ee ele, HAM Plancherel 
ETAL, F SER EA, Ar eA F: D > D 上 的 等 距 同 
下 面 的 结论 就 是 刻画 Fourier 变 搞 在 D, FOE AY, EP Fourier 
变换 在 Ds 的 作用 等 价 于 一 个 古典 的 Bessel 变换 . 
定理 1.5 i fe LCR’) f(z) = foljet, RH z= re”, 
则 
fiw) = Re+, (1.16) 
其 中 w= Ret, | 
Fo{R) = 2m” f ~ fo(r}J_2(20Rr)rdr 
ù 


= 2n(—i)* [ folr) J, (27 Rrjrdr. (1.17) 
0 


证 明 fe DOE (R*) , 则 对 几乎 一 切 z= re, 有 
f(z) = folre’. 


则 f(w) < Dy, HD, 的 定义 ,对 几乎 所 有 w= Ret 自然 有 表示 
sf (1.16). 下 面 我 们 用 pr) 来 给 出 POR) 的 表示 式 . 由 于 Fle) 
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THA, $ w= Re = R (io = Inti), 我 们 有 
Fo(R) = F(R) = fey f(yydy 
一 f PoS eT2riRe ore sikt drar 
= f 7 fof) f “arimr o Rei dor dr 
a Ü 


yt ee 1 an —Jaifh ain _ —ikð 
= (-1)“2a forse e e délrdr. 
0 0 (1.18) 


最 后 一 步 用 到 6 二 In -0, 然后 再 利用 O=2+0 BOAT. 在 R) 
的 表示 式 (1.18) 申 ; 关于 8 的 积分 的 那个 因子 恰好 是 Bessel i 
数 J, (t), 即 


ar 
Jett) = =f ett sin Oe thé ig (1.19) 
(} 
Bk =0,41,+2,-. Be 6anr-O6 BR, ADAH 
Jait) = (~1)* J_, (2). (1.20) 


Ba, HLR”) 1D, 是 Di WHE, RO RA DBR 
BY, 定理 1.5 的 结果 仍 是 正确 的 . 


§3.2 ER el A pk BY 


先 引 入 一 些 基本 的 概念 ， 用 Ps 表示 了 nr LE tke BRK 
多 项 式 所 构成 的 线性 空间 ， Ar C Pr 是 全 体 调 和 的 * 阶 齐 深 
多 项 式 所 构成 的 空间 . P(e) CA, 在 单位 球面 En 的 限制 
Yele) = Pkl Gp (z #0) RAE k KRM, SKE OT PRG 
FH PR Be {Yn (x) be 所 构成 的 线性 空间 记 为 Hey, 球 调和 函数 亦 称 为 
球面 调和 画 数 ， 

本 市 的 主导 是 ， 对 >3, 类似 于 n=2 的 情形 ， 建 立 形 如 


Po =- 》 eps © e 


k= — oc 
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HAA DR. 这 里 D, BAER BAS FB RU oe RT 
张 成 的 L°UR") 的 子 空间 ， 它 关于 Fourier 变换 保持 不 变 ， AM 
上 ， 这 里 球 调 和 函数 代 赤 了 {fe} HAE. 

为 了 更 好 地 了 解 球 调和 了 渔 数 的 引入 ,我 们 重新 加 到 w= 2 
的 情形 ， 说 明 e' GEMM RRR. SHO ARH 


S(O) = YO Cre? 


k= op 


的 对 称 部 分 和 序列 


Enl = YO Chet? = Co + XO (Cre? + Cre 下， 
上 二 一 二 k=1 


当 Gi =C 时, 这 个 和 式 是 实 秆 的 ， 此 时 ，5%( 人 外 RESTA 


Pale} = Co+t+2 bp Cy2*® (z 一 met (2.2) 
k=] 
HK un(z) 在 单位 球 YE, 上 的 限制 ， 由 于 
ga(z) = Re(2Cy2*) = Caz” + Onz" = Cyla + iy)’ + Črke — iy)", 
awe) = kik —1)Cy(x + iy)" + klk + I)Cg (a — iy)’, 


Passe) = k(k — 1i’ Cilie + iy)? + Cy fk — DRE (yr ~ ty)". 
从 而 

Agiz} = 0, 
BA gele) Æ k RA RKA E A. 这 同时 说 明 uni) = RePn(z) 
是 调和 和 多项式 . 故 S,(0) BRAM MS a(z) # E 上 的 限 
H. 


FS AH 
Yie) = Cpe? + Cpe? = a, cos kB + by sin kð, 
Cp = Ls (2.3) 
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正好 是 齐 次 多 项 式 gx(z) = glr) 在 单位 球面 |z = 1 上 的 限 
制 ， 由 于 等 一 个 实 7D) AT LL eH AR Fourier 级 数 (E L? 
范 数 意义 下 ), 且 每 一 项 正好 是 这 样 的 限制 . 由 此 推 得 Leh) 就 
RB YE k= 0,1,2,…, 所 张 成 的 空间 的 闭 包 (这 里 用 


到 Cp =C _~ > Ck = Cap). 
命题 2.1 
， n+k— 1}! 
dimPx = Chak 17 = Chik- 17 -Ctt (2.4) 


(n — 1)IK! 
证 阴 Pi ER” 上 上 一切 复 系数 的 让 阶 齐 次 多 项 式 


5 Cat” 


al 一 


所 构成 ， 这 里 二 (oa ,Qn) on BGR, et cai oran, 
显然 ， 单 项 式 ra= k) 是 Pi 的 基底 ,其 个 数 可 以 这 样 计算 . 

FLAP RRR. BRR nn 组， 使 得 每 一 组 黑 球 个 
数 分 别 是 aar o ,Gn 个， 为 惩 之 易 区 分 开 来 ， 拿 nn 一 1 个 和 白 
ER o 使 得 各 组 分 开 


et a Oa 7-9 Oan: 


其 中 Oo, Ra; PRR. 于是， 满足 lol = 才 的 个 数 就 相当 于 
Ek+n-1 PARP, BREE PH (mn 一 1) PRR RAR 


HT BRK AP Se, R 
dimP, = C7}. 


命题 2.2 EPO ER 
(P,Q) = P(8) Q(z). (2.5) 


MW Co oP, LAR., HÆ Hermite xf HH HMA. 

证 明 A POM ARM ARS AM, A PO) 是 一 个 
常数 ， 此 外 ， (PA 关于 第 一 个 变量 是 线性 和 的， 关于 第 二 个 次 
BES PATE AS. FAm Fi uA, 

(i) (P,P) > 0, ASS Roe EES FE Pir) = 

(ii) (P,Q) 是 Hermite 对 称 的 ， 即 (P,Q) = (0, P}. 


. RT. 


直接 验算 ， 
( gu Ben 


Or drp” 


ğe ga - 
<r—1 An — afl -= | — 
— r.. — F E = g! = 1 £E 一 +: 
tr 
Get! Jr” lI a 4 
1 "n - 


Pir) = 2 lal=k Cez”, MA 
(P(x), P(2) = 》 {Caf al, 


|a|=k 


ATH ANS (Pix), Ph =OM, 5EY C= 0, Mii P =O, 
同样 地 


(P(x), Q(2)) ={ $ aas”, > bgr) = 2 alaabs 


|x]=# | 有 | 一 |a|= 
= SM alaaba allata = (之 bax, > dat) 
|a|=k B= [al= 
= (Q(x), P{x)). (2.6) 


而 ， 命 题 ?2.2 证 毕 . 
定理 2.3 # P(x) e Pr, =[ 引 , 则 


P(x} = Pile) + Je Pr) + +--+ fel! P(x), (2.7) 
Hh P Æ k-23 BAK A Bah, fF = 0,1,2,--- Yk. 
证 期 OANA SIBERIA, BCR k > 2. 
考 虚 线性 上 映射 : os Pe — Pk- 


y(P)=AP, YP € Ph, 
这 里 A 是 Laplace 算 子 ， 我 们 先 证 明 2 是 到 上 的 映射 . 如 车 
AN SR, OB RE — PAE Q E Pra MA 5 (Pe) EX, BM 


VP E Pr, A 
(AFP, Q) = (Q, AP} =0. 


特别 ， 取 P(e) = je Qe 上 式 意 味 着 
0 = (Q, AP) = Q()AP = AQA) P = P(O)P = (P, P}, 


T 


ÈI P= o0, A5 OAF E. 
我 们 断言 


Pi, = Ap D |x|? Paz, (2.8) 
ix 
|xi?Py-2 = {P(x) € Pj; P(x) = |zl’Q(z), Q(z) € Pj_2}. (2.9) 


由 于 ww: Pk > Peo EE ERO PRA, TBR Ql) > lel Q(z) 
EM Pro E Pr ERBI, M mi An 


Pp = ker(y) 8 [zl Pra. (2.10) 


A YP E Ph, Q € Pha, (P(x), le Qla) = Uce), Pley = 0 的 
充 要 条 件 是 
AQP) = Q(@)AP(z) =0, YQ) € Pr- 


T 
AP(xr) = 0. 


此 说 明 P(x) & kerd, 直 和 分 解 (2.8) 成 立 ， 现 对 Prr 等 进行 同 
样 的 分 解 ，……… 归纳 可 得 


k 
Py = An B lr Ar |z| Ar-4 9 Ele Apo, b= [5l (2.11) 


从 而 ， 对 任意 P E Pre AF M4 
P(x} = Pole) + {xP Pr) +--+ 4+ (al Px), 


其 中 P; EAk- j = 0,1,2,--- [8]. 

推论 2.4 和 任 一 ;元 多 项 式 在 单位 球面 二 ,1 上 的 限制 ， 均 
可 表示 一 些 调 和 多 项 式 在 宇 ,_} 上 的 限制 的 和 . 

命题 2.5 Ay H, 同 构 ， 且 dim, =dimA, = Ch... 一 
Ch k-s 
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证 明 定义 眼 制 映射 
r:P(zj}+P(—), val#0. {2.12) 


|z] 


由 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 的 唯一 性 定理 ， 是 一 对 一 的 
BR ey, AL awe aR St fe 
Fo) 一 Pi a! = 


证 


2 £0, (2.13) 


g| 
从 而 A 与 Hr 同 构 ， 进 而 有 
dimH;, = dimA, = dimP, — dimP,_2 = C*,,_, - Ck? 


o Qk+n-2)in+tk—3)} 
7 (n — 2)}Ik! 


$id 2.2 G) 4n=1A, Yo MHA{-lL1I} WR, A = {1}, 
A, = {x}; 5 k > 2, Ay = {0}, TE 


Ho = {23}, Hi = {2?sgnz). 


(2,14) 


(ii) 4 n= 2f, dimA, 一 dimH = Ch, — CEC? = 2, 如 前 
的 讨论 ， Ag 的 基底 是 {(xi + ira)", (e1 — ize)*}, BAER E 
的 限制 {cos k0, sin k0) 就 是 ?ks 的 基底 . 
fii} 3 n > 3 H, F l 
(ay dimHo = dimAg = do = 1, 非 零 常 数 是 就 是 do 基底 . 
(b) dimH; = dim, = dı = n, m n Æ bp PAR {zs} G = 
1,:-- ,7) EE A, KEIR. | 
(c) 4k>QH, dimgi 二 dk = CF pi C87? 特别 ， 当 
n=3 H, dim, = dx = 2k4 1. 
推论 2.6 UP oH. Phone A HA R A rf a i 
集合 天 满足 
(i) FE C(2,_1) 中 稠密 (在 范 数 意义 下 }. 
(ii) 在 LEa) FAE. 
证 明 BLAS (i). 事实 上 ， 因 连续 函数 在 L Ena) 
中 向 密 ， 因 此 ， 对 任意 给 定 <>0 和 f EL Enh B E 
数 g 使 之 满足 
£ 
If — gilezcz,_1) < 5 


Hii) WM, FE UoH 中 元 素 的 有 限 线性 组 合 使 得 


E 
f 一 看 L= < 1 
| | Le 


从 而 


E 
IZ — Alize < |F- gliz + ilg —Allze < 2 十 vEn—ilg — Rlles =€. 


男 一 方面 ， 人 0 是 下 出 Weierstrass iS fh ef Bee BB. 

Weierstrass 逼近 定理 ESHER 中 紧 子 集 ， 则 多 项 式 在 
S 上 限制 在 C(5) 中 按 一 致 收 僵 范 数 稠密 . 

Weierstrass 通 近 定理 的 证 有 明 Se f ¢C(s), TE f 
展 成 R* LAA Re RN RM, RR Weierstrass {4% W (r,t), 
RHB EUR, WR Dt > Oe 


sup|f *W(2,t)- f(z)| < 5, (2.15) 
res 
其 中 


iz? 
feW(xt)= (arty? f fy) ex -Ey (216) 
AF f ECR”) 从 而 知 f*WI(z,t) # cB we, AUK, 
可 找到 一 个 多 项 式 PE fj*W(z,t) 的 泰勒 级 数 的 部 分 和 ) 使 得 


sup |f + W(2,t) — Plz)| < > (2.17) 
i =e 


FÆ, h (2.15) 和 (2.17) 即 得 Weierstrass jE Yt iE HE. 

定理 2.7 E4(E,-1) = Di Hk. l 

证 明 由 推论 26 知 , 所 有 He 所 张 成 线性 空间 在 L (En) 
中 稠密 ， 下 仅 需 证 明 Vi 天 局 3613 

fem Y € Hp YO = Fj, WA 


F 区 _ 
P(x) = yO) ‘Jz € Ap, Pp = YO le? E Aj. 
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特别 , k=O, BM Pole) =YO(x)= 常数 . 对 Pela), Pi) 
利用 Green 公式 和 Euler 引 理 就 得 
OP, 


aP, 
= PAP, — P; = Ti p Stk 
0 I AP; — PAPy) de f, P 5 Pa do 


= 人 do 人 有 人 Yezda 
Dini j=l Ti k=1 Th En- (2.18) 


AE vy 是 nn 的 法 向 量 . FR, HLH. € Hk 上 引 人 内 积 


(f.9) = 上 Hoao)do, f.9 € Ux, (2.19) 


Mj He 就 是 L (En) 的 闭 子 空间 . 

mia (yf... YAO) È Hk 的 一 组 正 交 基 ， 这 里 a = 
dimH, —dimH,.2 = dy — de-a. BR, Ue Y,- vA} 构 成 
T Pn- HEZE. BEL, APA S AOS MARKERS 
ER, WHRAUER SH, 中 有 限 元 素 的 线性 组 合 时 ， 应 有 


LF ~ Allgecs,_.y = Aa- CFR) Ch A + LAS = WIE + Walle > 0. 


这 是 不 可 能 的 , 因为 USA, YA} 的 有 限 线性 组 合 稠 于 
D? (Eni), HIERE Uo O YO) BL? (Ei) 的 正 交 基 ， 
即 对 Vile) ED iD 存在 表示 式 


Cx 


flz}= $ Ys), ze Ena, (2.20) 


k=0 
其 中 右 端 的 部 分 和 序列 依 0? (Lp 1) 范 数 收 全 于 f(x) HY < 
Hi. 特别 ， 应 注意 到 
YH (2) = KPY) + .+ bp YK) a), (2.21) 


ar > az 
pie = (fY), j=1,2, ae. (2.22) 


H21 Än=2, ak = 2 tf, AA (2.21) MÆ f A Fourier 
级 数 . 此 时 ] 
YF e8) = g kô, (2.23) 
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YAE (2!) = a sin kð, (2.24) 


RART He 的 一 个 完全 正 交 某 . 
例 2.2 oe RRB, BEY? 起 着 很 重要 作 
用 ， 例 如， 可 积 的 周期 函数 fix) 的 Fourier 级 数 的 Abel FH 


u(r,0) = > Cpr le’, O<r<i, (2.25) 


k=- 


可 以 用 Yi" 简单 地 表示 出 来 . 事实 上 , C= Ef" eht flo)de, 
AE Able 平均 u(r, 0) 是 


iini 20 
wine = 2 = f em 6 F(p)dgr'tl eth? 
k= 


-5f 57 pl fpj- do 
T 


此 一 一 Bo 


om 一 上 
_ 二 HO + rie + SY rltleitto-0)]ag 


此 二 一 


-去 三 ea LT2 Sm cos(@ — $lag 


k=] 


-f7 KOE p+ cos(0 — ¢)]de. (2.26) 


男 一 方面 , 单位 球 上 的 Poisson 核 是 Pls, g) = oe fee. 这 


Wy- 1 | 


里 r=|z| <1,|s|=1. Fides Ss HKAB sy, M n= mM, 有 


1 1—r? 1 i-r? 

= Jr jal? — 2z -s+ |s|? Qe 7? — Qrcosy +1) 
(2.27) 

AAO RRsat RMRA, ¢ Ras Be MRA, Wy 


i l-r? 


P(s,2) = P(r,0~ 8) = TT 


(2.28) 
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Rll Poisson {4 3] HH HF BRAN bA Be Yi (e°) = Je coska 简单 表 出 : 


P(s,2) = PO B= 1 
| ' 27 r*—2rcosy+1 
= 1l yor cos(? — p). (2.29) 
n 2 ari 


Eid 2.2 (i) Abel 平均 称 ras 是 数 项 级 数 》 ar 的 
k=1 k=1 
ri Abel Fiy. 


(ii) f(r} 的 Fourier 级 数 的 Abel 平均 u = S Crerlsieit 和 
k=] 
fo, (x, s}flsids 部 是 
{ Au=0 zeH), 


u= f, rE Ën 


的 解 ， 根 据 Dirichlet 问题 解 的 唯一 性 知 (2.29) 成 立 ， 
WT REM, PARAS, FR nr > 3 
的 情形 进行 详细 的 讨论 ， 
JE NM 2.1 对 每 一 个 ay! = vat, 考虑 He 上 线性 江阴 L 加 下 
L(Y) =Y (2), YE He. (2.30) 
WH, EAM HE Hilbert 的 空间 ， 必 存在 唯一 2600t) e HH, 使 得 
L(Y) = Y (2) = (YE) Ze), t e Era, (2.31) 


BRR ZEIT) 是 具有 极点 z' 的 带 调和 函数 . 
入 于 市 调和 函数 ， 有 如 下 简单 的 性 质 : 
引 理 2.8 (R r,t E Enon {Yb s Ya) Æ Ha 的 正 交 基 ， 


ni 
(a) Z(t -二 F m(t )¥mn(t’). 
(b) Z(t") ETEM, B ZP) = 2 (2), 
(c) 若 表示 一 个 旋转 ， 则 ZO (pi) = ZP). 


,04 ， 


(d) 对 一 基 x € Dy, 有 Z% (nt) = akw]. 
(e) 对 一 切 天 E Yas, > [Yin far = ap? 与 He 的 正 交 


m=l 
基 选 取 无 关 ， 
(f) Ho x’ E Eni, (Ze) < arw. 


证 阴 (a) 由 于 {Yi,… Ya) 是 H 的 正 交 基 ， 因 此 我 们 有 
A(t) = VL, yo) Yt) (2.32) 
mi 一 


根据 带 调和 函数 的 定义 ， 有 


(Z® Ya) = f TZE ) de = Yala’), (2.33) 
La-1 
将 (2.33) 代入 (2.32) BN (a). 
(b) HF dimt, 与 Hi RAR ARRREERRARNA 
X, RTH (a) 中 的 正 交 基 均 系 实 值 函 数 ， 从 而 ， Ze) 是 实 
值 的 ， 由 (a) 可 知 Ze) = Ze). 
(c) & a’ = pt’, MAW Y € Hi, 有 


f zt (pY tdt = 人 Fe (YY (Pp e du 


m—l 


=Y(p7'(pe")) = ¥(2") = 上 人 ZEY (tat! (2.34) 


m1 


由 线性 泛 函 表示 唯一 性 可 见 Z(t’) = ZH’). 
(d) 与 (e) 设 ries € En- 总 可 以 找到 一 个 旋转 po 使 得 


! t 
Ea = pTi. 


由 (e) 2 Fl k k {k 
ZS (wy) = Zi (pe) = Z (a). 


因此 ， ZP) 是 一 个 常数 ， 由 (ce) 知 此 常数 0 就 是 


C= Ze!) = YO Yml Nl, (2.35) 
m=1 


. oF ， 


此 处 Yio Fo, EH, WER IR. 注意 到 (Y lezz = 1, 
从 而 


aE Zk 
ük = > | ee =| (Ymir do 
En E E 1 


mal i THT rr 


= cf dg = (Cin. {2.36) 
ni 


于 是 不 得 C= anu," ), 这 样 就 证 明了 (d) 及 (0). 
(D 根据 带 调 和 阔 数 定义 ， 有 


Za = f ZEP (a ZE ) de (2.37) 
En —1 


TER Y = ZP’). 
AA, (Yn Ya) 是 Hi H EZH, 从 而 由 (a) 
By AL ey u’ = Zn 1， 有 


|Z 2 = f IZ 5") do = f 
En i 


— n- 


| Yin (u’) Yin (w) Pde 


24, 
= 二 Ye Pale) a 
En—l 


TH 一 


ik 
= $ Ym (ul)? = arwyl. (2.38) 


m=] 
于 是 ， 利 用 (3.38) 及 Schwartz 不 等 式 知 
IZ: (2")| = | f ZE un ZE wdw 
En—ı 
< ZP WZ Jo = aruz}. 
证 毕 . ， 
我 们 知道 ， 当 nn = 2 时 ， 直 接 证 明 ZS) = r cosk(e - 


2 


P) ASICS 一 5, 此 时 Poisson 核 P(rz, s)= 2. aa = L, 
C 可 用 带 状 调和 半数 


P(r,6 - 6) = = + recosklg — $)} 
k=l 
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Kem. Su>3w, BARRON ZC? 下 面 我 们 将 证 明 这 
-- 事 实 仍 然 成 立 ， 众 所 周知 ， ， R” 中 单位 球 上 Poisson 核 是 
Peng- i gcppeiay (2.39) 


ee | Ey ~ tt} 
定理 2.9 waesra’,r = |s| <1, WA- i E E En, 有 
PH, 2) = 5 FZ) = 3 pd (2.40) 
上 一 位 
x n= 2) (n- n-2 
证 明 注意 到 a, = Grenaa _ SHE! = O(k"-*) (k > oo) 及 


|Z" (x!) | < agwrl,, 从 而 推 知 下 面 级 数 


q(t’, z) = yr Z (co!) (2.41) 


在 每 一 个 闭 域 {x eR", len <i} Pok. Mi 
u(t’) = Sve) Hera, YE) EH; (2.42) 


THE 


则 w(z) = 》 je YGE) 是 ze Re 上 的 调和 函数 .由 Dirichelt 


ot 


问题 众 一 性 ， 可 知 


Sek Ys") =la) = f uit PR jdt, at? € Das 
j=l En- 
(2.43) 
在 |z| <1 KES, É |x| < 1 中 调和 且 在 边界 le’) = 工 上 等 于 
ula’). 
另 一 方面 , 根据 带 调和 函数 的 定义 及 Y; BZ (ek AD 
HIE 28 te 


站 rdr’ rjdt 
f u(t alt, 2)dr’ = 二 / Y(t q(t’, 
-yy lel KL VOZE EA) 
j=1 k=] 一 


= 3 |r Ye) = ula). (2.44) 
j= 
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于 是 ， 对 于 球 调 和 函数 和 的 一 切 有 限 线性 组 合 ， 均 有 


Í [PE x) — qft’, ult’ hdt = 0. (2.45) 


由 球 调和 函数 的 线性 组 合 在 L En) PAB A P,e), of’, x) 
OB IY Fe AE SE eR, MI HE P(t’, ©) = g(t’, 2). 
涝 调和 函数 的 几何 刻画 


定义 2.2 eena EET e 与 原点 连 线 的 超 平面 与 单 
位 球面 Ena HARM, RRA Ena 的 正 交 于 e 的 平行 截 
ÉE. 每 一 个 平行 截 形 攻 是 ?一 1 维 空间 中 半径 为 0<Sr<l 的 球 
面 ， 它 们 的 并 局 是 En 

hp 是 保持 e 不 变 的 旋转 ， 则 有 


zi (a) = ZH) (pa) = ZY (px). (2.46) 
显然 ，p 将 正 交 于 e 的 每 一 个 平行 截 形 映射 到 它 自 身 ( 见 图 2.1)， 


如 


图 2.1 


另 一 方面 ， 对 正 交 于 e 的 平行 截 形 中 的 任意 两 个 点 zi, 2, 
总 存在 正 交 变换 op, 使 得 z2 = pri 且 p 保持 e 不 变 ， 从 而 以 e 
为 极 的 带 形 调和 函数 在 垂直 手 e 平 行 截 形 上 取 一 定 值 ， 即 


Zz) =0 g'e Le (2.47) 


ERR, FAR Y E He 满员 在 使 得 “不 变 的 所 有 旋转 变换 下 
保持 不 变 ， BRAY = C8 (2)? 回答 是 肯定 的 . 为 证 明 此 结 
论 ， 先 证 明 如 下 引 理 


. 9R. 


引 理 2.10 Pe) 是 RR"(n>>1) 上 多 项 式 ， 它 对 一 切 旋 转 
Pp 入 eR” 满足 Pt{pz) 三 P(z}, 则 存在 常数 CC … ;Cm 使 
得 . 


Pla) = > Op(z? trit + rZ)". (2.48) 
k=0 


4 
证 明 我 们 总 可 以 记 P{z) = 》 Rlz), EPP BLK 
工 一口 


多 项 式 . 那么 ， 对 于 任 一 “>0 和 每 一 个 旋转 p, 有 


了 


了 
SeiP(z) = Plex) = Plepr) = $ e Ppa), 


i=-0 i=0 


自然 有 
Pi(pr} = Pis), i= 0,1,2,--- yi 
MS F(z) = zx) M Fir) 是 0 次 齐 次 函数 ， 它 关于 旋转 变 
换 群 是 不 变 的 ( 即 对 一 切 旋 转 p, Flpz) = F(x) ) 这 就 推 得 下 是 
He, BR P(z) = Cy. 于 是 
P(x) = Cilz| 


注意 到 Ale) AEWA, MAC ZON, 一定 是 偶数 (和 否则， 
lz|' 就 不 是 多 项 式 洱 数 ), 于 是 就 有 


P(z) = 5" Calel”, 
kil 
其 中 Gk = Cl, = 01,2… ,m,m BRM i MRK BE. 
定理 2.11 设 e 是 ,1 的 一 点 , WY CX, E En WIE 
于 e 的 平行 截 形 上 是 常数 , 当 且 仅 当 存 在 常数 C 使 得 Y = Cz. 
证 了 明 AGHA RA, PRR BEE. 假设 YY EHk 
22,-1 的 正 交 于 e 的 平行 截 形 上 是 常数 , Wid el = (1,0,--- ,0), 
则 存在 旋转 7 使 得 e = rea. TE, REX We’) =Y(rz') 的 球 调 
和 消 数 在 正 交 于 e 的 平行 截 形 上 是 常数 , 车 能 证 明 W =C, 
由 带 状 调和 函数 的 旋转 性 质 可 得 
YD = Wr ly) = CZ ry) = CZ (rr ty’) = CZ y). 
(2.49) 


Tti 


现 米 证 明 W(x!) = CZ (2). 设 e #0, Pla) = etwa). 
P(0) = 0, US p fe: 不 动 的 旋转 时 , 对 一 切 x e R, E Ppr) = 
Pl, 并 且 所 有 形 如 cfm = 0,1,2,… , 的 多 项 式 也 是 在 p 的 作 
用 下 不 变 的 ， 因 此 ， 若 记 


k 
P(r) = 5 zi P; (wa, x3, T5 Enh (2.50) 
j=1 


= 
EA 号 ,五 ,…-, 玫 在 5 的 作用 下 保持 不 变 ， 这 里 
PIEL Ea En) = (ri ta e eh) 


BESE, Re zi RAR, RIA R 上 的 
一 切 旋 转 . 由 引 理 2.10 可 知 , 5a RT, Pilen, an) = 0, 
“47 EAH P = C (ah +--+ +22)2. & R(X) = (e34+---402)3, 
就 有 


已 (z) = Cont + Crt PR? +++ + Coat R”. (2.51) 


AA We He, Ht P(x) E Ay, Milt AP(2) = 0, 直接 计算 
f-1 


0 = AP(z) = [Casa + Caps Bslay (OTM RY, 
j=0 


其 中 aj = (k — 2i)(k ~ 29 - 1), B = 2( + 了 Dn+2j 一 由 
EST nnr sn) 任意 性 可 推 得 


cm . 
Coit1) = — Ca. 7=D,1,:.-,t—1. 


这 就 是 讲 , 一 切 系 数 Co Co, -…, Ca 都 是 Co 完全 确定 ， 因此， 
任意 两 个 形 如 (2.51) 的 调和 多 项 式 一 定 互 为 常数 售 .” 此 说 明 
征 何 天 阶 齐 次 多 项 式 ， 它 在 Ua 的 正 交 于 e 的 平行 截 形 上 
的 限制 若是 常数 的 话 ， 就 一 定 具有 (2.51) 的 形式 . 另 一 方面 ， 
ZP 共有 这 一 性 质 且 是 调和 的 ， 从 而 


P(e’) = Wie’) = CZ8)(2'). (2.52) 
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推论 2.12 假设 对 一 切 oy € En- 定义 Pyle’) 满足 
(a) HF — D y E Ena, Fy RGR eR, 
(b) 车 户 是 一 个 旋转 变换 ， 且 Foy (pr) = Fyle’), 

则 存在 一 个 常数 C 使 得 


Fy (a!) = CZP (2), vay E Zn. (2.53) 
证 明 在 卫 。: 中 国定 wy, 并 设 p 是 保持 y 不 变 的 旋转 ， 则 
a —- YJ 2 E Eni A 


Fy (2") = Foy (p72') = Fy (pz'), (2.54) 


这 意味 着 ， Py, RAH, HE Ena 的 正 交 于 的 平行 
截 形 上 是 常数 ， 因 此 ， 由 定理 2.12 Mm, FE Cly) 使 得 


Fy (2") = C(y) ZY e). 


下 仅 需 证 明 C{y')=const. 对 Vy, yp E€ Ea 1 总 可 以 找到 一 个 旋 
H o 使 得 oy = uh, 于 是 
Fy (oa!) = C(W)Z (02) = Foy, (02’) 
= Fy {2') = CZE (e) (2.55) 


由 引 理 (2.8) 的 (c) 推 得 
ZY (ze 一 Ziy (92) = Zp (oz 人 


M Cly) = Ciya) 
oh iA 40 2 Se BY) eB BZ Bl 


带 调 和 函数 可 以 用 超 球 儿 项 式 (Bl Gegenbauger 名 项 式 ) 
PAO 来 刻画 ， 而 超 球 多 项 式 可 用 母 函 数 来 定义 ， 如 果 我 们 记 


(1 — 2rt-+ 1?) = > Pata’, (2.56) 


k=O 


» iM - 


RHO<[rl<1l Ul <1A>O. 系数 多 项 式 PO) RMA kpr 
超 球 多 项 式 . 对 超 球 多 项 式 了 ,有 如 下 一 些 景 基本 的 性 质 : 
命题 2.13 Pi(t) 满足 如 下 条 件 
(i) PASL. 
(i) SPA = 2APRHI (E), k > 1. 
(iii) PRO A t WY & Brae Wak. 
(iv) 多 项 式 Pt), k =—0,1,--- IRA T SF C|- 1, 1]. 
(v) Pe(—t) = (-1)* PÈ (t), k 2 0. 
证 了 明 Oi) r=0, H (2.56) 可见 PS) = 1. 
(i) 考察 


2rd >) Poth ajyr® = 2rA(l — 2rt + r2y—a-t 
k= 


= 2 (4 rt 12) = = Longe (t), 


对 了 腿 两 边 同 阶 项 的 系数 可 风 


Patt) = 2AP Gh) k>. 


Gii 由 Ghai 可见 2 PA(t) = 20, 此 意味 着 PE Æt 的 一 
Bre ist, Hn A Pi E r k E, 

(iv) b Gii) 知 1,6 tE AAR RO, PE o PAO 的 有 
“oe 于 是 由 Weierstrass 30 WT 3E RAIA RAL. 

Y) 由 于 


¢ 


P2(—t)r® = (1 + 2rt + r?) > => Pòt =r)" 
k=0 


$8 17] BF 知 
PA(-t)= Cre k> 0. 


定理 2.14 #n>2 和 = *2,k =0,1,2---, WEEK 
Cen: (8 4 XY} — I x? ` y E En—1 有 


Za!) = Cen PHE y) (2.57) 
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证 明 对 yez。 li, 构造 
(zz) = |z PA- y'/lzl), Yz ER", z#0. 


车 证 明 Fy (x’) 满足 推论 212 的 条 件 即 可 得 到 本 定理 结果 . 由 
RRA Pe 的 性 质 (iii) 或 (v), PAG) 一定 是 具有 如 下 形式 


m 
NO dat”, k = 2m: 
hy _ 7=0 
Pte oO, | 
So da pitt, k = m+ l. 
J=0 
于 是 
m ` r 
, do dyla (a y), k= 2m; 
Ty yO 
ele a = 
X dzie P P(e yy, k= am +1. 
j=0 
(2.58) 


AR MAEM, Fy (zx) ABIES k BEF KS HH. 
A p 是 一 个 族 转 , 则 (on, py) = (£y) BM —Ma’,y' E Enas 


Foy (pr) = Pepa’ - py’) = Pea" y’) = Fy (a’}. 


于 是 ， 剩 下 的 是 仅 需 证 明 Fy (cs) 是 调和 的 .事实 上 ， 我 们 知道 
|e -zo e Ft DOK R" - {oo} 上 的 调和 函数 ,特别 地 ， 对 于 = 天 0 
和 固定 区 = 
Pome Em pn 2slal( af) + Cola)" 
E oo s* |x|? PAE y’), y= m2 
3 加 2 (2.59) 
EK i R= R, = {x CR:0< je <4} 上 是 调和 函数 ， 从 而 推 


得 每 一 个 系数 , 
TY 


Fy (£) = [e| PAC iz] 


) (2.60) 
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E r HUA P PRA. 事实 上 ， 对 (2.59) 两 这 在 以 xz AE SER, 
肉 的 球 上 取 平 均值 定理 而 得 到 . 由 于 (2.59) 的 左边 满足 平均 值 
公式 ， 从 而 每 一 个 系数 Fy(c) 满足 平均 值 公 式 ， 由 此 推 得 每 一 
个 系数 Fy (xr) 是 调和 种 函数 . , 

定理 2.15 超 球 多项式 P, T Gh k= 0,1,2,---, KF AK 


Hod 


z dt, frge Pr (t), (261) 


1 
— 2 
o= f FOU- 
组 成 了 FL P dt) EREL. 
证 明 由 命题 2.13 的 (iv), 仅 需 证 明 PL? (t), k= 0,1,2,…, 是 
HELEH, Wik es (1,0, , 0}, 对 Va’ < Di eV ec [O, 7] 
使 得 em = cob. 为 了 计算 Ena 上 积分 , HEERFe 的 一 个 
平行 截 形 Le = {r E Enie r = cost) Ra, RAM ORR, 
即 


o= f Z (x) Z (2 dr" 
ini 


= f CinCenP, = (cos OP (cos Ju 2lsinO) "2d0 
0 l 


1 nol m-i n—4 
= wn-2CinCem f Po? P. 2 0 一 t*) = dt, k Æ 7. 
-1 (2.62) 


这 就 证 明了 定理 2.15. 

注 记 2.3 (i) MAA TS, 球 超 多 项 式 Pt) (k= 二 0,1,2,.…) 
仍 能 在 2 一 1,1] MPS ERR PSE RIE RH. 

(ii) A = 57, PÀG) 对 应 着 大 次 Gegenbanger 多 项 式 , 特别 ， 
当 n 二 3 时 ，P2(t) 正好 是 大 次 Legendre( 勒 让 德 ) 多 项 式 ， 当 
n=2 m}, Pot) 恰好 是 常数 乘 以 加 比 谢 夫 (Chebyshev 包 项 式 ). 

现在 回头 来 考虑 LR) 的 直 交 分 解 . 

定理 2.16 在 下 述 意 闵 下 ， 直 交 分 解 


L2(R") = 5 EPs 


A= 


成 立 ， 这 里 
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(a) 每 个 子 空间 Dj FA. 

(b) Dy, EWEX. 

(cj 每 一 个 fe LAR") HED, 中 泡 素 的 有 限 线性 组 合 的 根 
Mt, [L Fourier 变换 将 Dr PRAT BAB. 

证 明 内 dimH,—dim.A; = ap, W Oj ig Pi, c, Py, 是 Ak 的 
标准 完备 正 交 基 (ARE FAQS TI) AEL MG, Dy 中 的 元 


素 f 都 可 以 写作 SAP (x) H 


gol 


Í. Foa =f f. SSIs (r) r> P(r dcr | dr 


-1 j=l 


-5 f BOP tar, (2.63) 


j=l 


由 此 推 得 (al WE. 

Di 中 相互 正 交 的 性 质 可 从 球 和 函数 的 正 交 性 和 对 极 坐 标 
的 一 次 积分 而 得 到 . 下 面 证 明 完全 性 (c), 即 当 fe LR”) 
有 D, AMIE RN, f=Oaer c R”. Am HRA RH 
EPET IN, 这样 的 丽 数 在 以 原点 为 0 的 球面 上 必定 几乎 处 外 是 
0, 从 而 

fe0 we 了 LR", 

最 后 , 我 们 来 证 明 Dr 在 Fourier ER TRTE. 为 此 ， 

我 们 只 需 考虑 形 如 


Flu) = folo)P(u) = p": folal¥ (e) € LHR") O EPR"), (2.64) 
HHYE Hs, p = jul, u = pa’. fH Pax ES A Be AY ee PE A 
D,, 所 以 只 需 证 明 f E Dy 就 说 明 Dr 在 Fourier 变换 下 保持 不 
aE 

& p= |r r= rr’, 考虑 
A ri = eT Tinu du 
lo)= fers udu 


7 Í © foley 人 deep 
ü Ea- (2.65) 
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若 能 证 明 存 在 一 个 (0,00) L Ky, Ws > Og 

人 erway du = p(s}Y (z, (2.66) 
那么 . 

f(x) =( Í folejelr)o" +? -tgp)Y (2'), (2.67) 


EP f e Dh. 
注意 到 (v) = Zeu) 及 带 调和 函数 定义 ， 有 


f eo PRY a dul 
Bin-1 


-f ere ( | reza) du! 
Bini Dnt 
= Í rof / Ia ew 
nel en (2.68) 


aA Pp (v) 表示 上 式 中 大 括号 中 的 表示 式 ， 那 么 ， 应 用 Fubini 
SE HE K ERIA A R e KEETE Fe LHO E k AAR 疡 22 1) 
ERA HEER EMEI Fo (v) © Ha 
另 一 方面 ， 对 任意 旋转 变换 ao, 有 
Fo (ov') = Tamise u gk) (wr) dy! 
(ov') 人 。 sa (u du 
-f e 2misn o lw ZiR) ach! 
En- 


= f eT Brian! a Zi) (we dw’ = Fy (wy. 
Bui (2.69) 


由 推论 2.12 知 ， 存 在 常数 C= plih WI Yro © Ena 有 ， 
Fy (o) = CZ a). (2.70) 
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Alt, H (266) 式 可 见 


f Frew w Y (uw du -j Y¥ (eo) Fe (vo de" 
En—i En- 


中 一 


=j ¥(vy(s)Z" udo = yls)¥(2’). (2.71) 


3.3 球 调 和 函数 在 Laplace 方 程 中 的 应 用 


由 带 调和 函数 的 母 函 数 刻 画 理 论 ( 见 定 理 2.14), 对 任意 
rY E En- 有 | 


ZK) y) 一 Crn P? (x , y) YE, Y = Dads (3-1) 


PLE (©) BH AB - 超 球 多 项 式 . 为 简单 起 见 , 记 F(z- 


Y) = Can Dy ee y). del FF BR IRATA BRE Dirichlet 问 
E, Neumann 问题 是 本 节 的 主要 议题 ， 

记 me 是 L Ena) BH, 土 的 正 交 投影 ， 根据 带 调 和 函数 
的 理论 ， 我 们 可 得 m DETAR 

命题 3.1 i fizye L Sna), M 


mf  fu\ele-vdy ser G2) 


证 明 直接 分 解 有 有 
Fir) =mf(e)+o(z), gg LHe. 
注意 到 (9, Z)=0,F a, SAMAR EN, RG 
(3.2) AO HR = (f(y), Zw) = (re fly), ZY Ww) = mle). 


考虑 如 下 Dirichlet 问题 
l Au=0, zB, (3.3) 
u(x) = f. rz 1 
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# f. Hi, W ule) = | F(R), 2 EB 就 是 (3.3) 的 唯一 解 . 对 任 
BA S eL (En) 有 如 下 结论 l 
定理 3.2 (a)i Sen) W (3.3) 的 解 可 由 


u{rz) = rerrkFfz 2E€Un1, Oral (3.4) 
k=0 


给 出 . 对 每 一 个 国定 > < l MERRE LHE ) PR. 对 
EBn r Zro <l, RRR yerr — RHR. 
(b) 对 于 B 于 的 Poisson 核 


1 ł-—l|æļ? 
Pen = (3.5) 
有 如 下 展开 形式 
P(rz,y) = Sor Fela -yh smy € n-i; Or<1l, {3.6) 
二 人 0 


且 对 Zaye aly r<irg <l, (3.6) 中 Ft) 2 Be —- BR A Be. 
和 证明 HoA., L (En) = OPH. 从 而 


fe) = Fmf) ze Dn 
kom ' 


E L? (Eni) 中 成 立 ,因此 , 当 7 <1, BS rën Æ (Ena) 


k=0 
MPs, Erli, Ror maf WT f， 此 外 ， 当 
r<r<clit, 


So irtre fl E Sookie, ZN < [Fle > FIZ z 
k=0 在 二 中 此 三 们 
一 Gy 1 i n—a 
< Hf X r(e s Clll $ rik T < 0, 
kD Cutt— I k=O 
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这 里 用 到 a, = OCR" 7), TE A A Be YE JY er 3. ERS 
解 . 因此 , me ee eT POAR. aA m, BT ref © Hy, 
ATTI r nef © Ag. RE E EY AFO PA BOF F — BOB S F I as SEY 


性 质 ， 容 易 推 得 》 rsrkjffz] 是 调和 的 ， 它 恰好 就 是 问题 (3.3) 
k= 

. 的 唯一 解 . 

(b) 4 r<ro <1 if, H File y) 的 表示 可 知 


Yori rele wl = D2 (| < > 
ke 


k=} k=0 


Xk 
rol 


| 


ml 


KHE, HAER rE Eni r<, RH Dior Felz- 2 绝对 一 
T rE Enno ral R FECE A 


上 人 f(y) P(re, yjdy = 上 人 Sor Pelz - a) f(wdy (3.7) 


| n-1 £=—0 


BP ny. 注意 到 


maf (a) = Í flu) Fela -y)dy 


RS r Fe y) 的 一 致 收敛 性 ， 就 能 推 得 


k=0 
ure) = Sorts) = ORE yd 
k=O) k=0 Pn-1 
二 j Ti) D rë Felz y)dy. 
an —l k=] 


由 Dirichlet 问题 唯一 性 就 得 (3.7 从 而 (b) 得 证 . 
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下 面 利用 司 样 的 技巧 , 来 讨论 非 齐 次 Laplace 方程 的 Dirich- 
let jE 
et 问题 (anen 2EB, 


3.8 
u= 0, LE Unt) l ) 


这 里 的 思想 是 导 求 52(B) 的 完备 正 交 基 ， 且 要 求 此 正 交 基 在 边 

界 Ena 上 是 0. 为 便于 讨论 ， HE Y CHE) 有 在 R"\{0} 

的 自然 延 拓 Y(z) = YUE) ,这样 Y(z) 在 R"\{0} 就 有 意义 . 
引 理 3.3 设 F(x) = Ale) = f(r), W 


必 下 lz) = f"(r} + 一 L f'e) (3.9) 
证 中 
ti a * x l xe 
AP = Sal) = + 
j=l j=l 
= f") + 2 ptr) 


5H 3.4 BY (2) eux, it r= jel, BA 
AY = -kin + k — 2)r-?Y (a). (3.10) 


证 明 因为 Pie) = [a Y) = PY e) BAO aR a, 故 


0 = A(r*¥(a}) = Art -Y (x) +250 dre. OY + rk AY 
= cc 一 了 十 ?一 hr Y(ay+r*Ay 
r 


十 28r S zx0;Y 
=k(kt+n—2)r®*-2y +r AY. 
从 而 推 得 (3.10) 成 立 . 
注 记 3.1 因 Ye WW 与 7 无关 ， ME =o 由 方向 导数 的 
定义 可 知 


-Y yr tigy aly,” 
O= -OY rs (3.11) 
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STE HERD Era 2 2% = 0. 
引 理 3.5 设 Yfz) € He, Fle) = flal) = fr), W 
A(FY V(x) = (f(r) + 24 pe) EEEO D Haye). (8.12) 
证 阴 


A{FY) = arn 


} 


= [f"(r) + iy (Y (2) + 24 OS a, OY 


-2 ts 2 HY (x) 
= re + 24 pin) St pete), 
基本 思路 : 考虑 
Au = A, xe B, 3.13 
{ u(x) = 0, ge Pn: (3-13) 


i AP SAR < +++, fe (3.13) AOE ELA, CA BY) Ap OE 0 RHE Vi (a), 
Vole), 生成 LAB) 的 正 变 基 ， 则 A(z) 可 分 解 为 


= S hp Vela) 
k=1 
于 是 ， 形式 计算 可 地 
u(x) = —$> hal =) Ve(2) 
k=l k 


就 是 (3.8} OR. 下 面 我 们 就 米 实 现 这 一 过 程 . 
因为 -A 是 正 算 子 ， 它 的 特征 值 均 是 大 于 0 的 ， te (3.13) 
的 写法 是 合理 的 . 设 (3.13) A 
ua) = f(r) Y(t), r=|x|, Y.(v) € Hk 


-© jill > 


的 解 ， 则 (3.13) 就 转化 成 


ri n-l prj _ kintk—-2} _ 
{ Fr) + BA t A tr)=0, (3.14) 


Fl) = 0. 

AY, Boke fir) 在 2=0 处 光滑 ， 这 是 因为 在 表示 式 

ule) = f(r)¥k(z) =r" fir) r Yela) 
中 ，r*Yi(z) 是 上 万 阶 球 调和 名 项 式 ， 而 r BRR, 
Hh [ei] BY Fe 

(A +A ju = 0 

的 分 布 解 必 是 Cs 解 ， RAM r BRB r = o ahe 
W TAARE (3.14), 它 本 质 是 一 个 Bessel WH. PRE, 
& p= àr, fr) = FG), 则 

Fo) = Fr), Fi = A f(r). 
于 是 (3.14) 就 等 价 于 
| Fp + + = “AF (e} = 0, 


æ 


JO) = 0. 
现 令 glp) =p 7? flo), TE 


z- 。 kin +k 2) 


ao] + 2 [0% go +U- ~“3—"]o"F* gl) = 6, 


WEER, BEA (3.14) FF 


| gto) + bg(p) + E -~ EEFE Iglo) = 0, (3.15) 


gà) = 0. 
上 述 两 个 变 绚 的 复合 变换 相当 于 
f(r}=p gp), p= 


- liz: 


而 (3.15) Bf) RHE AY k + 52 阶 Bessel 方程 ， 因 此， 它 在 p=0 
处 的 性 态 正则 的 解 必 是 类 二 252 阶 Bessel 函数 Ja 222 (p) 的 常 
数 倍 ， 其 中 


— — (—1)7 t a+ 2j 
I= 2 mer IFAD t (3.16). 


是 a 阶 的 第 一 类 Bessel BR, ALL, MABRY SS wy EL 
看 出 


(-1) 
5 +k+3) 


全 一 Ar = 
— = — k 2 
f(r) = Cr Jy n-a (àr) = Cr > ) ar’ (=), (317) 


WIE, oro * f(r) 在 r=0 处 解析 并 且 满 足 边界 条 件 f(1) = 0 (等 
tt F Jep) = 0). 

先 回忆 Bessel HA 2 A SEAR ETE. BE OAL, Ag. 是 Figg 252 (A) 
的 依 上 升 次 序 排 列 的 正 零 点 ， 叉 记 


Ck = VA a2 RHO, (3.18) 


则 


{Ck J n-a elkr) | &=0,1,---. 1=1,2,..,}, (3.19) 
构成 了 下 (0,1) 关于 测度 rdr 的 规范 正 变 基 , 这 时 用 到 
1 2 i 1 f ey fark 
f Ji- yp (Agr rar = 3 ns2 y pl An). + 


Ee 


gh(r) = Chr"# Jepp (Abr, 


MA, {rpg 是 了 2210.1) 关于 测度 cold 的 规范 正 交 基 . 
再 设 yY1 ,Ye 2H, 的 规范 正 交 基 ， 记 


F(s) = g(a) ah ke ZI{0}, LEZ m=1,---, a, 
(3.20) 
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就 有 如 下 结果 : 
定理 3.5 《Femfzji k >O, i> 1, 0< m< ap} Æ LB) 的 
规范 正 变 基 ， 并 且 


AFIP = (ARPE. 
同时 ， 当 ze Dns 时 ， FM) = 0. 


证 明 h (2) 的 构造 , 可 见 , 5 r e Er it, F(a) =0. 
下 面 来 证 明 {FE} 的 规范 性 ， 注 意 到 {Ye} 的 规范 性 可 知 


1 ~ am 
i pim pim dz = f gh(r)ake(r)r® tdr - j VPY (@)do( x) 
B 0 


m—I 


= Sami * Berke © Ott’, (3.21) 


MTEF) SEUNG TE 22 PR. 下 证 明 其 完备 性 , 设 he L*(B) 
与 一 切 及 "(x) TE. Bat 


j i f B gY (a )A(r2)r” eafzjar = 6 (3.22) 
成 立 ， 交 换 积 分 次 序 有 
人 f i gh (rjhlraor ldr Ym (adole) = 0. 
由 于 {YY(2)} 构成 L En) 的 完备 正 交 基 ， 从 而 
f i rR(re)r tdr = 0, z eË. (3.23} 


由 {ol(r)} Æ Lr dr) 中 是 完备 正 交 基 ， 可 见 
hirr) == 0, zena, reR+, 


Rp 
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下 面 来 考 虚 Dirichlet 问题 (3.8). VA(x) € LB} 根据 定理 
3.54, {Fit (2)} 是 LB) 的 规范 正 交 基 . 故 育 分 解 


A(z) = So ai” Fi" (2). 


于 是 ， 取 
u(x) = — > af (Ay) PF E), (3.24) 


就 是 (3.8) 的 解 . 

注 记 3.2 人 由 于 总 与 原点 的 距离 有 正 的 下 界 , AH (3.21) 
中 的 级 数 在 I(B) 是 收 敏 . 进而 , 由 z2 理论， 推出 ue (Bd). 
由 C* Hit, 若 A(z) € C7(B), a > 0, M) ue C#t°(B), BR u(x) 是 
(3.8) 的 经 典 解 . 

(ii) 类 同 于 Dirichiet 问题 ， 球 B E Neumann 问题 


_ (3.25) 


| oo, reh, 
F=, rE En- ron 


仍然 可 用 球 调和 函数 方法 来 求解 .此 时 特征 问题 (3.14) PAR 
条 件 f(1) = 0 变 成 f(1) = 0, 通过 变量 代 换 化 成 标准 的 Bessel 
方程 (3.15) 时 ， 相 应 的 边界 条 件 对 应 着 

52- nJeng (A) AJga a-a (A) = 0. (3.26) 


记 ALAR, Æ (3.26) 按 上 升 次 序 排列 的 正解 ， 同时 ， 令 


= OM) UO? -ARAR + DLT 


Hh y= kt, 那么 ， 侍 少 当 天 > OR, (CLI, Abe), 是 
L7(0,1) 关于 测度 rdr 的 规范 正 交 基 . 车 雍 二 0 我们 又 必须 将 对 
应 于 特征 值 =0 的 特征 函数 Ver 包含 进去 ， 这 样 就 得 到 
L?( B) 的 一 组 规范 正 交 基 


{Fi™ = glllz)Ym(r), & 20,121, 05 m < ag}, 
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其 中 giel) = Cer T Igy nae (Ahr) 是 {gh} 关于 测度 r” tdr 的 
完备 正 交 基 . ŽA Dirichlet 和 问题 讨论 ， 容 易 得 到 (2.25) 的 解 
ulr) 需要 指出 的 是 这 里 要 求 h(x) 满足 下 面 的 必要 条 件 


上 h(zjdx = Q, 


BD A(z) 展开 式 中 对 于 特征 值 和 =0 的 分 量 是 0, 这 一 事实 由 
Green 必 Ik 


[moras = f Suade = f S do(a) =O. 


§3.4 空间 PD 上 的 Fourier 变换 


业已 证 明 , 径 同 图 数 Fourier AF #0 05K 2 42 fo] pa, BET 4 
n=2 时 ， 
FR = 2x 人 jole) Ior Rr)rdr © an 


关系 式 很 容易 推广 到 n > 2 情形 ， 类 辣 于 n= 2 时 的 情 
式 中 仍然 包含 相应 的 Bessel 函数 Jaga (2). MATE, Tn 


az2 议 不 能 用 第 一 节 中 引入 的 


这 一 
形 ， 公 
偶数 时 ， 


1 f? , 
Ait) = 5 f ettsina Ri bk = 0, +1,42, (4,2) 


SEA) EN, 这 就 需要 对 Bessel 图 数 .及 (tt) BEAT HET, BARBRA 
HE BARS RAH. AR, RILE Ble Bessel p BH) 
Poisson # 7s TK 

引 理 4.1 erate ER 则 


入 ths \ Ae 1) 
WA EX 
k zk. 1 
RO= a (1 ds, 


T(P) 
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由 Jo(t) 的 定义 ， 并 作 变 量 代 伏 s = sind 
+ 1 t its 一 于 ° ita -_i 
Jt) = eave, ettsf1l — 8°) 23ds+ [ AÀA (1 — s*) 2 da] 


1 ff? oe an ooo 
一 xf cena. f ett sin? ig] 
心 . 


T ax 
2 


1 2T o. 
一 f et sin 40 ， 
2 让 


从 而 有 JE) = Jolt). Rak, SHE (A) 与 UD 均 满足 相同 
的 递 推 公式 


TENO) = —t "Gear (t), £40; & =0,1,2,-°° (4.4) 


即 得 引 理 4.1. 直接 计算 


S(T) = A — FC} 


wf 4 ZT ising —ikð 1 f7 d asing, —ikð 
二 一 上 ant e e "dé — 元 (ae \e "dé 
g 0 


tE f re . o | 
— 一 {izgl e el + cos Geit sin pike 
Ww JO 
_ isin ge sn Pei?) dG 
tok ar o. ; 
—— By pitaingo—itkt+t16 ge 一 g" ier ft). 
T Jo 


另 一 方面 ， 利用 BE ree) = 7), 直接 计算 ， 就 得 
l its (1 — 82)* 7 sds 
NEEG) Ja 


—1 2 tf a NETER 
a ML its{] 一 =a 
oer PAE! jr (4) 2k +1 IR (=s) 7 ds 


—(t)~* É k+l l a oy 2 
-ZH fy eits (1 — 52) ds 
TESE Ja 


TREO 


= —t * Jilt) 
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这 时 用 到 了 分 部 积分 公式 - 综合 上 面 两 式 得 知 Bessel 函数 的 
Poisson 表示 式 (4.3) WOL. 
注 记 .4.1+ 对 一 切实 数 下 > 一 本 k Br Bessel p žr 


_ (t/2)* its 2) #44 
Welt) = Tae Pi) f {1 — s*} ds, t>( 
AEE A RE PR Be (H a FEA YB a), 这 上 白 然 比 前 面 定义 Bessel 
ARET j. 
EE 42 fE LR) ERRAR, n> 2, id f(z) 
fo(lel} = f(r), M ro) 2B Be, HAM ve ec R” 有 f(z) 


Fije) = Fofr) = Ignr f fols)} sza {(2rra}s Feds. (4.5} 
0 


Nl 


TEAR 因 f(x) = folel) e LR”), te 
广 而 (rr ldr < 00. 
0 


于 是 ,由 推论 1.3 知 fz) 是 径 向 函数 .基准 ,对 一 切 zZ eR, i 
可 记 f(z) = For} = F(zl). Aide = lz], z = ræ’, s = ful, t = sev’, 
这 里 x, u € Dn- 我 们 有 


a= i= f pa frre eta, (4.8) 
i En- 
先 来 计算 Sna 上 面积 分 . EEEF r MPR 
La = {w |u € En-1, £ ou = cost} 

LBS, BEY o M-AR, ETR 8 从 0 到 积分 由 于 
Af 调和 py Bi a emira(r uw] — ,—27irs casé 在 Lo 是 常数 ， A+B 
形 的 测度 是 wa-alsin g) ,由 Bessel ag ate, BETS 

f ewomivsta u") y! =f events co 人 co olsin ay"—2de 

ned ü 


a 


1 
一 uua f e2rirsh (y _ £2) dé 
一 | 


= wpe: (nra) “re 5 Gaa (Qars) 
= 2r (rs) 7“ Jaa (27s), (4.7) 


， Lis . 


这 里 用 到 


acd n-li, 1 1 + 
Wag =2n F/T 3 外 g = (4.8) 


从 而 将 (4.7) 代入 (4.6) 即 得 (4.5). 

定理 4.2 表明 ， Fourier 变换 将 Do BF] Dy. 这 里 的 很 设 条 
fF Jir) e LR") 的 用 途 是 保证 证 明 过 程 中 出 现 积 分 有 定义 ， 
注意 到 nL? AP IL, 故 对 f(z) © LAR”) 相应 的 结果 仍然 成 
Ww. 4k>1W, Fourier 变换 在 DP; ERMA AAS? 下 面 
来 讨论 这 -一 和 题 . 在 此 之 前 , SES A RE ph BY Fourier 变 
换 


定理 4.3 设 flu) = e—*l¥l® P{u), u e R”, P(x) € Ap HE k BY 


齐 次 调和 多 韦 式 ， 则 flo) =i-* fv), v E R”. 
WEAR SIE y CR”, hie AA ye ao R 


f e Tl" Piu + y)du = f peole ar? {/ P{y + rae | dr, 
Ro 4} Ea 1 


(4.9) 
注意 到 Pir) 是 调和 各 函数 ， 故 Pio) 满足 平均 值 定 理 ， 邵 
Ply) = f Ply + rudu. (4.10) 
Wel SEn 


将 (4.10) 代入 (4-9), 直接 计算 ， 就 有 


=o 
i eI) Pfu + ydu = Piy) / pele tay dr 
" 0 


一 Pw) f pole nr? {/ a) dr 
i) En- 


= P{y) J elsl de = P(y). (4.41) 


显然 , SH Ply) = Pla. ,yn) 可 解析 延 拓 到 Cn E, FTE, 
对 任意 的 z= r + iy = (e+ mH, it, + iyn) € Cn A 


上 es Plu + zdu = Pz). | {4.12) 
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特别 ， 当 z= 一 记 时 ， 由 了 的 并 次 性 得 


f el!’ Ply — iv)du = P(—iv) = (—d)* Piw). (4.13) 


进而 ， 直 卷 积 的 性 质 ， 可 见 
a)'P@)= | e-"™ Plu-ivjdu= | eo ™ Plu ~ iv)du 
(Pw) = f (u~iejdu= fe Plu — iv) 


Ra 


= f er 一 ii) Plu)du = f e—™utiv) Pfu)jdu. 
R" ae l (4.14) 


注意 到 (ut iv)? = 》 (u? + iruju — v3), 整理 (4.14) 即 得 
j=l 
fv) =i*f@), VER” 
注 记 4.2 利用 Fourier 3 H H9 HARTE A, A 
glx) = e-zlcz| pry) =a *f(axr), a>O0, z€R", 
的 Fouroer 变换 是 


a(z) = a tófa) = ata" f(a tr) = 0 "2 Rte "es P(e). 


(4.15) 
另 一 方面 ， 考 察 R" 上 形 如 
h(a) 一 errlezl| ， ERM, 
的 径 癌 函数 ， 其 Fourier 变换 是 
A(x) = ae ES (4.16) 


下 面 利用 (4.15),(4.16) 来 研究 Dy 上 Fourier 变换 的 表征 . 
记 Em = L?(0,00; rm-ldr). W = fe" |e € RH) 的 有 限 线性 组 
合 所 构成 的 空间 ， 我 们 有 如 下 结果 : 

命题 4.4 WAT Ent, 这 里 大 > 1. 
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WEAR KARIE, BRK, WE HEE — PAE SS 
bir) € Enyor, 使 得 对 一 切 d(x) eo 全 有 


广 pr)b(r)r tl dr = 0. 
0 


特别 ， 对 一 切 s>0 有 


f e` b(r)r"t? Edr = 0, (4.17) 
ü 


H B(s) = fo ene birret? 1dr (s > 0). HA, 令 e=m 二 1 
其 中 m 是 整数 . 利用 分 部 积分 公式 ， (4.17) 就 是 


0 =f eB {r)dr = 2m f re™™ O (r)dr. (4.18) 
0 0 


BRR w =e-”, (4.18) 等 价 于 


= 2 2 L 1 
0 一 -m | eel 下 (rde-” 一 -m f u tfj — jdu, 
0 ü u 


Vu € [0,1] 有 
s+) = 0. (4.19) 


此 式 意味 着 Yr € (0, 00) 有 
P(r) = en? b(r)r™t2e-1 = 0, 


故 有 br) = 0, 此 与 假设 矛盾 . 


设 P(x) EB AES WRIA A OB) A, 中 元 素 ), 通常 
id 
Pllp = P{2' \de')?. 
Ta Sf (sl) de) 
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H m = n + 2k, 对 d(jz|) € Entok, P(T) € Ak, SBR glx) = 
pile Plz), 容易 看 出 


Hold = foe Pa Pa = [ery et rar PIR, < ~o 
(4.20) 
于 是 ， gle) ec L70R"). H Plancherel 定理 刘 Holle = |lglle. 由 定理 
2.15 40, E Ve) 使 得 


8 一 亚 人 PPfz)， Sac reR”. (4.21) 


FÆ (Vile. = Olle. 这样， 我 们 可 以 定义 Ene 到 自身 
WI SS PBR Ty: 
Fe o(e) = U(x). (4.22) 


另 一 方面 , 由 定理 4.2 QO RO 上 径 向 函数 A(z) = A(lz)), 
r eR, 可 以 定义 Bue 到 自身 的 另 一 个 有 界线 性 算 子 下 
如 下 : 


TY" h(a) = Ty g(x) = Ala 


mea — 
E ra O(|z|)Fasax—2 (28|z|sjs 全 ds, 
{ 23) 


= 20 |x| ~ 


由 Plancheral 定理 知 Ty'7?* 也 是 等 距 算 子 ， 比 较 (4.15),(4.16), 就 
有 如 下 情形 : , 
(i) ER (z) =e" , H (4.15) 可 见 
(2) = e- Pia) = e-t Fl P(e) 


—n—Jk 


其 中 P(r) E Ap. 于 是， 


—n—2k 2 
T olr) = i7 (5) ene pir). (4.24) 
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(ii) 由 ble) Æ 42 1R) eR RK, H (4.16) 天 


. 一 一 一 ， —n—2k 2 | 
pir) 一 e—*ltle = = E € P(r), 


re 一 7t 一 2 上 


于 是 ， 由 (4.24),(4.25) 足见 Ye > 0, M edel? = Tet, H 
fg ial 4.4, Xf FE ee Monn 有 
TET — = Trh. (4.26) 
于 是 , “我 们 很 容易 推 得 : 
定理 4.5 itn > 2, f(z) = 页 (zl)P(z) € LR") NL R"), 
其 中 Pir) E Ay Æ k BERRA A. f(z) = Pol|z|) Piz), 这 
里 


Bp 


(4.25) 


Fofr) = grip a 


(4.27) 
WEAR 因为 
fla) = TE fol|e) Plz) = Folle) P(2), 
而 A(z) = pir 作为 五 。 ak 上 的 径 HAR, A 
Fo(|2)) = TET flep 
= yi” np HEr ~ ul S}J nrae—2 l anrs s“ ds. 
ani® Ty OP 


注 记 4.4 上 而 定理 意味 着 Dr PJE folla Plz) (Plz) € 
Ax) 的 Fourier @ fh, AJ Ih 42 m ee ae hiy) = folly € R”) 的 
Fourier 变换 来 表示 ， 而 Ps Æ HE A A tE KMS A, 
由 此 即 得 Dh 的 Fourier 变换 的 表征 . 

下 面 模 助 于 (4.27) 来 研究 Bessel 函数 性 质 . 由 Bessel p 2 
的 表达 式 (4.3) 


E ye 
rri (3) 


Ial = — | e(l 8?) “dss, 
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容易 看 出 ， 当 了 一 人 时， Im) = O”) Brack, Afr) 
有 什么 样 的 行为 呢 ? 
引 理 4.6 


Jmir} = V 2. cost 一 本 一 D + O(r72), r= o, (4.28) 


特别 有 
Jairi = Or 7 人 十 oo， (4.29) 


证 明 依照 上 面 Bessel BRM (人 的 定义 ， 仅 需要 估计 
1 
了 一 irer] 一 g? m3 ds, 
ft) 


为 此 , 我 们 考虑 复 平面 去 掉 射 线 (C, -1), (lo) 后 的 单 连通 区 
域 . 在 此 区 域 中 ， 选 取 f(z) = (1—-27)"- 2 的 一 个 分 支 ， 使 之 在 
[—1,1] 上 是 实 信 的 且 非 负 的 . EULI AR, A a > 0 的 
EJE Ee IEAA 


ef? (1 E 22) = pt retin} [1 (x 十 yi) y2)"-2 


的 积分 ， 根 据 Cauchy 积分 定理 可 见 


a 1 
0 二 f eir(l+ty) (y? B Ziy)” 2 diy + f e"*{1 _ 2y- ida 
0 


-1 
8) 
+ f eM UL) (y2 4 Ziy) diy + e(a), 
其 中 
1 
ela) — f etTlatai)(] _ (x + ia) y" 2 de 
一 
1 | i 
— f errz refl 十 až 一 人 a 2701)™ 2 dr 3 (a + +00). 
一 ! 
于 是 
—į] = j ey Du? + diy)? 3 dy 
J 


一 f et Gyt Dig? _ iyya dy = h — Ip. 
0 (4.30) 
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二 为 
yr E(k Qs + oye l<y< cc 


TH 
人 er 【25 一 Byer ‘y+ of e -ry yt? dy) 
0 
e7 Yy 1 dy). (4,31) 
1 
(4.31) 中 第 一 项 是 
(OAT (m = F) fom 
页 当 r 一 ce Bt, (431) 中 第 二 项 等 价 于 OTi), 第 三 项 祖 当 


于 Oe"), 类 似 地 有 


fy = (2P en + Ler /ent OG MH) (r o0). (4.32) 


Mit 


(3)™ 
Jm(T) = Td + mr — Iz) 


2 mT x 3 
= 4/7, cos(r — 3 7 git Or 2), PT 一 oo. 


§3.5 ER UA TH eR SE ay Ro BO BY A 


SAAN, KERAODRORTARSRB SEH, E 
ERA Kf 这 里 KK(z) 是 一 个 国定 的 函数 或 组 增 广义 函数 . 
例 5.1 考虑 上 半空 间 上 的 Dirichlet 问题 
Au = D, ETETE „En Y) eR, 51 
{ ur 0) = fiz) € DPR"), 1 <p<o0, «eR, (1) 
: 125 - 


m 
ulr, y) = Fe 2"irly 4 一 (下 > 让 [ZW y>0 (5.2) 


就 是 (5.1) 的 唯一 解 ， 这 持 K(x, y) = Cr y/(\a|? + ||?) , BR 
是 对 ce R” 所 取 的 ， FRI, AB LARET, A 


K x f =e?" ¥'*i F(z). (5.3) 


例 5.2 考虑 如 下 抛物 型 方程 的 Cauchy 问题 


{EN aa 
u{0) = f(z) € D°(R"), 1l<p<o, ~ 
oY 
u = Fo lfet tf = (G w f)at), Gr, = jantje Sr 
5.5) 
就 是 (5.4) OE - A, A MP, BA 
Goa f = etm". fiy). (5.6) 
二 5.3 考虑 自由 Schrodinger 方程 他 Cauchy 问题 
i tt, + Au = 0, (21,#2,°°° sn) E R”, ; 
. (5.7) 
MD) = p(x), pir) € L'R"), 


则 
u = Foe AH) yp (Salet) Sle, t) = (anti) teh 
就 是 (5.7) OMA, ERM RBA E, BA “8 
Se 
显然 ,上述 三 类 方程 对 应 乘 子 满足 
en 2slely g Moa, ea ert e Mp {1 < p< oo), 
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e- 4n ilal t E Mo. 
利用 (5.2),(5.5) 及 (5.8), 对 上 述 三 类 方程 对 应 的 解 满足 
lim 人 一 flle = lim ||K * f — fllp=0, 1S p<ox, 
yO yoo 


lim |lu = flle = lim ||G* f ~ He=0 1< p< oo, 
lim |u ~ fla = lim lS f — flle =0. 


Ril, HAA BME, 4SpA2H, ct Pte Mp KA 
由 Shrédinger 方程 在 一 般 的 LP ip A 2) 空间 中 林 能 生成 强 连 续 


Be. 
注意 到 上 述 三 类 问题 的 核 明 数 CAT co) RES I 
Aan ye. 那么 当 核 画 数 是 径 向 图 数 或 径 加 图 数 习 以 球 调 和 
K SCR aT, “ES We AY Fourier 变换 是 否 仍 具有 相同 的 形式 ? 
先 考察 形 如 Plz)/|z|? ABAD PR Fourier BHR, HH P(x) 
E k PRERA, EHN. BRE, $ 
(®) = 


Ref < ntk, (5.9) 


这 里 Ref 表示 及 的 实 部 . HAR K(x) < LR) ERI = Eg, 


Wi 
nA K(a) 


(2 + ja|?)’ 


Min K(x) ERY L ARN, BRAK) MR. 
FR Ke) 是 缓 增 广义 遂 数 ,下面 的 定理 表明 ， 当 8 在 某 个 范 
围 中 时 ， K(c) 是 组 增 函数 ， 并 可 以 给 出 其 具体 表示 公式 

定理 5.1 k ao BRE OO < Rea ec n HSH, P(e) 显 
R" 上 此 阶 调和 和 多项式， 车 Kler) = P(z)/|2|"**-%, WW Ky) = 
Pilate, 其 中 


e LR, (5.10) 


= yra = rier E D E, 
证 阴 记 
Kale) = { 5 (=), ey Kalz) = K(2) — Ki (2). 
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FH K(z) e€ LYR”) APT RW 0 < Rea < 3, A) Kz) € 
L7(0R"). 根据 广义 函数 的 Fourier 变换 的 定义 知 


K (a) = Ky(2) + Ke(z). 
由 于 OR") LR”) AT LR) RR, 于 是 ， 利 用 定理 
2.15 的 (c) HK, Ko 一 定 具 有 
Kile) = f(x) P(r), Kez) = folie/)P@), (5.11) 
从 而 
K(x) = Flzl)Pfz)， Ue) = fille) + follel). (5.12) 
G K(zpe DR") OLR"), 由 定理 45 可见 


Fiel) = Jir) = ogi tp PEO sO J p tanoa (2xrs)s n+2k ds 
0 


mtk- % n 


oo 
ha 2-a —n- nk 
= Imi Är 2o paoe g rP kta na {(2mr}r 2 dT 
0 


[=] 
= rr PoE? Japsen (Qar)dr. 
fF! z 


然而 , 一 般 来 讲 (Œ) d POR OLR"). 故 不 能 利用 定理 4.5 来 
得 到 /zl 的 具体 袁 示 式 . 若 能 证 明 
f(ér) 一 6 f(r), (5.13) 


则 对 一 切 &>0, 注 意 到 (5.13), BOB) HED 
é 1 
— 7 一 = i=- ; 
F(é) = f f(r) f flseléds = F(E, (5.14) 


进而 有 
f(r) = P(r) = yr Foe. (5.15) 


这 表明 在 0 < Rela) < REF, 对 几乎 所 有 ye R, A Kly) = 
YPly)/ly+%, 下 仅 需 证 (5.13). WARAN y eS, 根据 缓 增 广 
M pa E Fourier BRK EMA 


f K@yoe)ar = f K(ayole)de. (5.16) 
Rn Rn 
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TÆ, Ame c= du, AMS r= óo, M 
ef K(óujôlőu)d sf R (5 v)e(S vad. 
注意 到 K (du) = 6°-"K(u), 从 而 
of K(a)@(6u)du = om RS tojo odo. (5.17) 


ATA, w vv) = ple), WA v(u) = Selu), u € R”, Al 
(3.17) BES th F 


sf K (lyol lv)dy = mf K{ujS(ou)du 
= f K(ujplujdu = f K(ujplu)du 
R’ R” 
= f K(xyo(é-'v)dv. (5.18) 
R” 
因此 ， 对 几乎 处 处 的 ve R", 有 下 (wv) = 6-"K (5-19). 于 是 
(lel) P(e) = 6 °F(6 hol) PO w) = 872 l ol) Pv), 


即 
FE 加 三 各 人 fo) 


从 而 得 (5.13). 
下 面 来 确定 y 的 值 . 取 y =e 7 P(e) e S, 由 定理 4.3 知 
$y) =i-*e(y). 因此 ， (5.16) 意味 着 
my el" PHP lytt- dy 
en 


=y f eis p(y){ Py) /lyl*t hay. 
Rn (5.19) 


Al FRR BR SR, WHE Js, [PQ dy, 可 得 
i* i potk-le—ar? dr = r pht namie nr? dr, (5.20) 
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注意 到 ` jal 
2 | et Ady = p(y), (5.21) 
0 


由 15.20) 与 (5.21) 即 得 
y= iria r /T(t (5.22) 


后 ， 来 将 上 面 的 结果 扩展 到 0 < Rela) <n E. RAS 
道 , 4O<Rea< 2H, Ypes A 


~ Pix 
人 P(x) /lal"*+*-* Bfzjar 一 Ta Í. de (5.23) 


容易 看 出 ， (5.23) 的 两 边 积 分 在 0 < Rea <m 的 带 状 区 域 由 分 
别 确定 了 a 的 一 个 解析 函数 (这 里 用 到 ww e SS), 而 由 {5.22) 4, 
Yea 也 是 a 的 解析 函数 ,因此 (5-23) 对 于 0 < Reacn VR. 
FH. FAL MR Fourier 变换 定义 即 得 定理 的 证 明 . 
AKI, K(z) = Paet, (P(e) 是 下 阶 调和 和 多项式 ) 
对 应 着 一 个 奇异 积分 算 子 的 核 淫 数 ， 它 止 好 对 应 着 定理 5.1 在 
a 二 0 时 的 情形 如何 计算 K(x) = P(x)/|2|"** 的 Fourier 变换 
BR? 我 们 的 思路 是 通过 证 明 当 a 一 0 时， 定理 5.1 中 Ko 满足 


?二 一 


7 


Ka Kiy) =i tn? hg Z AT 


“yh Peni +0 
(5.24) 
来 得 到 K(x). 同时 注意 到 K(x) 在 z= 二 0 时 恰 是 不 可 去 奇 点 ， 所 
Lh, FORA ALU ROR BI K(x). 然而 ， K(e) 可 对 应 于 一 
缓 增 广义 函数 ， 即 wp cS, Ka) 对 应 于 缓 增 广 义 函 数 工 是 


L(y) = lim K (wy (y)dy. (5.25) 
Ea Joce<|y| 


下 面 证 明 上 € 8', 注意 到 


K(y), lyi>1 


| 
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TE fE TG pe BL, 我 们 忆 需 证 明 lims_;o fece Ki e(yidy 极限 存 
在 且 定 浆 了 S LOS See. Beh, WA ROI RR 
AD ef Sy REA EWU PE, ay A 


lanar 


于 是 


ra dr = Ü, (5.26) 


ail 


f. Kwewd= Ko -pO 627) 
eslyl<d 


e<|yl<t 
而 |ety) — ¢(0)| < supur Yea ju, AR. BO y= lly BA 


Ply’) 


got (5.28) 


plete} et sup ro 


lul ER" 


此 说 明 K(yely:— e0) me SB RAY, AEH AH (5.27),{5.28) 
就 有 

Ply') 
si (yl 


<C sup Velu) (5.29) 
we} 


iim f Ke) < sup Vew). 
eX|yl<l |e|ex” 


&-+0 


ESE, ALAR Be gt pv tr 220 EO — ek 49) 推 得 
LERET LAŽ. 

定义 5.1 RR A (5.26) F BPA A R Be EM R 
数 ， 记 作 


L(y) = P.V. f K(yjply)dy, Vee S. (5-30; 
jujekr 
通常 仍 用 KE) 表示 该 广义 函数 工 . 


下 面 的 定理 说 了 明 ， 由 K(x) = Ple) lent 定义 的 主 值 广义 
函数 的 Fourier Æ $ K(x) BRAAS Kie) WAME, SH 
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Pea 5.2 it P(x) ER” LERNER, 若 KK(z) = 
则 
ere 


Ry) = fer rÉ) 


= yxoP(y}/tyl*. (5.31) 


证 明 我 们 仅 需 证 明 ， 对 vp ES, 有 


Ply) Ply) ,,. 
Yk, f plyjdy = pv. f ne Ply idy. 5.32) 
Rn lyi" wy) nn lym t* ( ( 
由 定理 5.1 知 ， 对 WwW<w<mn 有 
ie py)dy = eydy. 5.33 
Vk, 人 wate ew) y= fe yea PY) y (5.33) 


注意 到 Ply)/y* 是 6 次 齐 式 ， 故 取 o 一 0, (5.33) Lie RAAT 
(5.32) 的 左边 . FÆ, MAUR 


. Pty) Py) 
tim, f i y)dy =pv. f pj ydy. (5.34) 


由 于 Pty) 在 球面 上 限制 的 积分 为 0 H K) — 6(0))] 局 部 
可 积 ， 困 此 ， 利 用 控制 收 令 定理 ， 便 有 


Ply), 
lim 人 [y+ a’ ply )dy 
Ply . 
= dm f ave a (oy) — BON) dy + a , K(W) PW) dy 


=-/ KEY) — @()]dy + in K(y)S(w)dy 


= PY. Ji caer ould. 


从 而 定理 得 证 . 
HEL <p < co, 用 ze(3。1) 表示 LErni) 中 满足 条 件 


f Nr dr = 0 (5.35) 
En- 
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的 全 体 Q(z 所 构成 的 闭 子 空间 .车 利 用 KE) = SS RRS 
pre = K(e), XE Q € L (En) P(e) € Ay. BA, 相应 的 奇异 
积分 算 子 的 核 K(x) = FED 的 Fourier 变换 如 何 呢 ? 利用 球 调 
和 郑 数 的 理论 ，Z2(3。i) 可 以 分 解 成 所 有 球 调和 函数 {P(r} 
的 线性 组 合 ， 这 本 质 上 是 定理 5.2 一 步 推广 . 

y YH) = PNfz)1lz 作 是 相应 于 才 阶 调和 多 项 式 PH) 
HY RTF, $ 


Tr 


O(a} = $ Ye, (5.36) 


k=1 


则 作为 定理 5Y 中 奇异 积分 算 子 的 有 限 线性 组 合 KK(z) = W 
M EATE AAS KK(z), 其 Fourier 变换 


K = Ý yn 0¥(2’). (5.37) 
k=1 


现在 的 癌 题 是 对 一 般 的 Ole) e EEn 相应 结果 是 否 成 
立 ? 
定理 5.3 假设 mtz) e (5,1), 划 存 在 唯一 一 列 直 阶 球 
WaR Y (2), 使 得 
Un} = A YE) (5.38) 


k=l 


在 DEn o 范 数 意义 下 成 立 , Er AOR, K(x) = Q(e’)/|z/” 
定义 了 一 个 主 值 广义 函数 ,其 Fourier 变换 是 如 下 0 KH WH 
Z 
|z| 


K(x) = Rolz) = No(—), 2 #0, (5.39) 
这 里 


Me = YD), 到 (ce = yor P(e"). (5.40) 


k=l 
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bmi Ree En) BRB PR, WS 


Soa Fee) 1) -Def [Yr dr aoc. (5.41) 


k=l k=l 1 


反之 ,和 任 一 0 阶 齐 次 函数 Ole’), GEE En EKRA E 
ED 1 可 积 ， 并 且 有 满足 (5.41) 的 球 调和 展开 


Q(z") = Ere’). 
k=1 
WA, Q RETEN KE) = 852 
变换 ， 其 中 Ua’) E LEa). 
证 明 由 LEa) 分 解 定理 及 球 调和 钙 数 的 正 交 性 ,可 知 


Qe) = SYM’), 
k=1 


DIY liega) < (5.42) 
k=1 


由 定理 5.2, 当天 地 00, yeo = OTE), 从 而 (5.41) 成 立 . 下面 证 
BJ É = Qo 可 由 (5.40) KE. Hulk, REXER A 


Kæ) = (2) lel = F YOy”. (5.43) 
k=1 


由 定理 5.2, EA AAA K(x) 的 Fourier 变换 是 0 Bh st UK PK 
Br, TE Mn E HIR h E - 


REg) = 3 YP (2!) = > oY Ox (5.44) 
Ait, R vy c sS, Wie RIS MY ew Fourier BR iE MAG 
f K iejolejdr = pv. f Km (rd) dy. (5.45} 
Rn [en 
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由 (5.42) 及 YAE) = oY Oe), & m > 00 可 得 


一 ey (Eni | f t 
PrE æ) E89 S yita) = Mole), (5.46) 


k=1 k=l 
进而 有 
im f K {rpdz = im f SO Yg oa)da 
mo fon m> fun <i 
=f Q(z |r elridzr. (5.47) 
Rt 


另 一 方面 ， 注 意 到 在 BMF YP > Q(z) 成 立 ， 
于 是 


pv. f Kd = KOENE) -pollaz 


+ K™ (2) B(x) da 
lz|>1 
+f Kjee- Odet {Kms)ple)de 
iz|s1 |at| > 1 
=p. f KO (rj dz, m — oo. (5.48) 
于 是 ， 对 一 切 pes H 
f Mi jelr)de = P.V. f KO (2) G(a)de. (5.49) 
Rt k| mn | 


A Se Kie) 的 Fourier 变换 的 定义 就 得 Ka) = 22) 
(Va #0). 

下 面 来 证 明 最 后 一 部 分 . 注意 到 Ro 有 满足 (5.41) 的 球 
调和 冰 数 分 解 oe YO, WEY Le) 上 收效 于 
Næ) E LErni PYM = hy, 于 是 ， 将 定理 第 一 部 分 
结论 用 到 O(c) 上 ， 即 得 此 定理 第 二 部 分 的 证 明 . 
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注 记 .5.1 EM 53 AREN YU) E Enh BV¥ee S, 
K(z) = Nr -TEA AR, H 


P.V. 人 下 tmifzjpdzr = lim K(e)p{2)dz 
[zl 


-f 下 (zj[efa) — p(tO)dz + K{x)p(a)da 
jx|<1 |jrj>4 (5.50) 


FEJERE 5.3 给 出 fofz) 的 球 调和 函数 一 种 案 东 .进而 还 有 
定理 5.4 i Ur) e En) WA, Kfe) = $e £0) 

se T - PES EA, BH Fourier HK K(x) = 和 ofz) = 

Nol jelir 40) E—-T OAK BR, Hi, Me’ E Ena 有 


Q(z") = -f Ay sgnal’ -y') + tog|2’-y‘|Jdy’, {5.51) 


其 中 sgn 是 (一 co 00) 上 的 符号 函数 ， 
证 明 在 Li(R") 中 构造 Ke) = A 的 通 近 函数 


HM), 0ce<lrl<N, 
(x) (5.52) 
0, HE 
H T 一 rE, y = Pyry € En_1; 则 


Friy 二 一 之 要 29 ay 
Ke (=) Foren’ ly pe“ 


N e` 2rir play") 
= f a} f Poe) dy’. 
a | £ P (5.53) 
因 Q(z E EEn) M fa Ay’ )dy' =0. 于 是 


| iv + ; i 
a cos 27erp(2’ - — cos 2ar | 
KN) =f aw) nos merely) = cos2nre z Pap) as 
n=-1 È 


N ， - af 
E if Oly’) if sin 2rirp(a’ - y lap dy 
En < P (5.54) 
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利用 


N ‘of Zaris y] gi 
. sin 2arrpl x - . 1 
lim sin2rrp(2 y) 3, = lim | ous ds 
2 


es, de Pp ef, areln yt} 


N ac 


-y'), (5.55) 


以 及 
广 cos2rrplr' + y) — cos 2nrp | 
—_— uap 
< p 
amra y LN 


Sare cos 号 COS 3 
= ds + ds 
Qrerlz’-y' le 3 antl 3 


1 
— log ety’ £ — D, N + o0. (5.56) 


这 里 用 到 了 
ZnT 


anre COS 3 . 
ds = lns: cos s| o i. Ins -sinsds 
anria "y ‘le a 


rrjr-y'|£ 5 arjz'-y’ le 


= —In|a’+ y'|-cos(2rre) + In (Qar|a" - y'|e}[cos(2rre) 


Sure 


— cos(2ar|x' yle} 一 fl In s» sin sds 
2 


ara’ gy |e 


1 
+ In ——, € 79. 


jz | 
于 是 ， 
N e- 2rirpla"y"} 


lim E dp = — log |x" - y'| - in sen(2’ -y’), (5.57) 
eo E P 2 


目 积分 项 关于 eN TA CU +g Gy) 一 致 地 控制 ， 而 


f Nyt + log 区 rly < 00, ae. 2’ EEn- 
五 nm 一 1 
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于 是 ， 利 用 Lebesgue 控制 收敛 定 再， 可见 


lim (= f Esme y) + log la" -vlldy. 6.58) 
En 1 


另 一 方面 ， 当 ww E53, REAM 
f KN(r y(n)dr =f Ole z) o{axjdz. (5.59) 
E” £ | 


|| |x 


取 2 二 0, Noo, HAIR EMS AAS K OA Fourier ME MN 
Bp {H (5.51) 成 立 ， 

注 记 5.2 (a) 注意 到 £2 EEn) 因此, 在 定理 5.4 中， 
# O(a) € £7(E,-1), 相应 的 结论 仍然 成 立 . 

(b) 考察 


1 ™ ， 
f log —— dy = f log | cos 6] sin™~* d8 
工 。 1 Ea a 


1 
=| log y1 — #2 - 4/1 — tt" ?dt< 00 
一 1 


直接 推 得 积分 flog pedu" Aa OCH. 
推论 5.5 i O(c) e L Ena) Wa K = Ro 是 连续 的 . 
证 明 由 定理 5.3, R(x) 有 球 调和 展开 


=P YO, M= STV =) mY (8.60) 
k=1 k=1 k=l 
Zam = ye YO, OM =p yE, mh ON" 连续 性 及 No 
的 表示 定理 ， 直 接 佑 计 
(Role) — Of") (2")| 


; iN ， ， 
=| Rie 一 Dec - Lyssa -y') + log |z- yhdy 
Ene 1 


2 1 
<( ia) Pav) Ep + Coa at vy 
En- t E 


m—l1 


al» Ifz 一 Q (y) dyna +0, m> oo, 
Dai 


1 一 
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就 推 得 (QS) 一 致 收 但 于 Dotz). AA OLY 的 连续 性 , 就 知 fo 
是 连续 的 . 
注 记 5.3 LRSM MR K(x) 的 Fourier 变换 
K (e) = Role’) € L”, He K(x) = HO e 13. Bi, CRAB ER 
们 将 证 明 ae el, l<p<o. 

T ft Fi Bessel 函数 来 考虑 一 种 重要 的 求 和 法 , BR Bochner- 
Riesz 求 和 法 . 在 第 一 章 音 ,我们 引入 了 到 平均 概念 , MH OE Co, 
A S(O) = 1, 定义 


Ms e(h) = 人 Blexjh(eldx (5.61) 


EEA AH SH, HR, 5 O(e)ae lk! k p= elt 时 RK 
分 别 得 到 了 Abel 平均 与 Gauss-Weierstrass 平均 ， 若 取 
(一 ley, je <1, 


6 > 0， 5.62 
D, la] > 1, ( 1 


tsa) = oo) = f 


那么 , 就 对 应 着 所 谓 的 Bochner-Riesy 平均 或 称谓 Bochner-Riesz 
求 和 法 . Me = t, 这样 


2 
Mea(h) = Mi alh) = J en ~ afzjdz (5.63) 


E fe LUR") p= ê H A(x) = f(e)”, Wy 


53.0, f) = SEL) = / ferret - Eb pds 
_ f _ HOR (Rie ~ t))da (5.64) 


恰好 是 fon flee?" de 的 Bochner-Riesz 平均 . E y € LHR”), 
$ = suppsc) Pit) € LIR”) Sul ea 26 E OU tb, Fak ee 
理 就 有 


lin S$ E= fi), Yr eR” 
R20 
tim S3(t) E Jp l<p< æ. 
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下 面 证 明 ,， 当 4 > 号 ! 时 ， 有 pe LHR”) 和 We DR). 为 此 ， 
需要 证 明 Bessel 函数 的 一 个 恒等式 . 
引 理 5.6 hu >— i, W4v>-1,t>0 时 ， 


J i} get ' pel HET? 
e+e til ) = meen | J(ts)s (1 — = ) ds. (5.65) 
WERA 注意 到 
ae hea) we a . 
F(a ra -f uH] — u)¥ ldu, (5.66) 
costs} = > (-1); ae (5.67) 
j=0 


RA()(k>-)) HRA, HERBIE, A, 


Ł 1 il 2k 一 1 
MO = (3) ean /0 ae 


ik 


£ 


= 3 rer h cos(ts) . (1 — #°) 


t —1 
Ba PETORO Ci ff Pa 


™ 


bk j i I 一 二 
=) repr Ya 1 Í 7 
FG + prH) 


一 1 
z ds 


t 


— iit 
(3) re rear Loo Tij 十 天 十 了 
= See yates (1? 2 1 
XG ) jf? Tat DIG TETT 
, £/D\e+37 
-2 1° sp Dt (5.68) 
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这 样 ， 由 (5.68), 直接 计算 


AD - Pas 
1 j ee Yi 27 
=J CE - ot} meee 


4/2 pt 23 
-> VT Gf arse -rdr) (2j 一 1}! 


(£/2) ye begtet 1 
($o YEG + eter i E pale +l) 


2 
一 所 十: TITLE 十 1)- Jutvei(é), 


ATI (5.65) 成 立 ， 


定理 5.7 HEM 
(1—|yl?)°, ly <a 
P = 
(y) { 0 yl 1 (5.69) 
这 里 5 >o, W 
(x) = x T(E + 1e 2E Je 6(27|z|) (5.70) 
证 明 由 定理 4.2, 知 
~ 4—2 1 
Pic) = deel f (1 — |s|?}°Ja-2 (Q7s|z})s? ds (5.71) 
0 2 
HE v = ôu = 3", 由 引 理 5.6 可 见 
Ê(x) = 2rje| TË . (27jæl) IT (8 + 1)2°Jn—a 4541 (27l) 


= m TE + 1)fa|~ 3-8 Fe 4 5(2m[a]), 


从 而 定理 5.7 得 证 . 
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注意 到 


Tars(2r|z|} ~ O(|z|?*°), jz] = 0, 


Inys(2n|a|} ~ Olle?) jz 一 so. 


从 而 当 5> "it, p=SeL(R) Ho fh Rima. h 
Fourier $T H p) L Mit E 


wx) = f er Yo(yldy, 特别 oo) = | elyjdy = 1. 
Rt En 


HHE EERE a e, AR a 

推论 5.8 # fe LAR"), 1<p< oo, S$(r)=y 
处 pa (a) = g(x), R> 0,6 > 75+, 则 有 

(a) 53 (x) — fiz)llp + 0, R > co. 

(b) limp. S$(z) = f(a), vre Ly. 这 里 L; 表示 f(z) 的 
Lebesgue 点 集 ， 特 别 对 十 几乎 所 有 的 x € 及 ”都 成立. 


+ f(x), 此 


a 
H 


思考 与 练习 
1(Coifman 定理 ). 设 EA R” 到 自身 的 连续 的 一 -一 变换 ， 
并 使 得 
RAFF) = F( Ro fi. 


Ho 昆 一 个 正 交 变换 ， 
提示 次 先 ， 对 任意 fe LCR”) & (RAFF)O) = (Ro f0). 
取 f(z) = glzye UO" 4 ve RR 固定 ARAM 


R,F fiO) — [ eto (Oe [re ri da 
ph 


F Rafi) =f e miza gfare 2 V dgr of glozje 2 der. 
R” n 


处 而 


[e-2rir (0), Anta” (jg(z) e TEN osx) |dax — 0. (+1) 
pr 
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H FA BE te Fi Rog) = Rof gq, 有 
f e miT Yglorjdr = f e 2"isoly g(r)dz, (45) 
at Rn 
二 是， 对 vg L'(R"), 根据 (+1), (+2) 有 


{e 27ile ata” (2)y) etre) gir)dr — 0, of) = h. 
R” 


FE, PERTEN k, 使 得 
gthtoe@'(rjysa-o(y) +k. (*3) 


Fo E, feet RBH. BAW, 2-0, 则 对 一 二 
y e BR", F 

o (0) y =k. 
从 而 天 =0. AJE, H a70) = 0 EA R= o(0) = 0, 这 就 意味 着 
Mf Yy € R”, A o~' (x) y =z- oiy) 此 等 价 于 


o{z) ofy) =z y- 
LARE o iE O BRAT BIO 的 等 距 映 射 , Mit o E E eR. 
2. E T Æ R” c R” REH, w VF e SIR"), WT 是 正 交 
变换 性 
(AFTE) = A(f(Tz)). 
Gia: ”必要 性 是 显然 的 ,充分 性 则 需要 Coifman 定理 来 证 明 , ) 
3(Enler 引 理 ). 2B QH—bhARA RAR, M 
> ri OT) = kQ{2). 


4. 对 Vey ¢ En-i Zalu) = File- y) HR Fe 是 一 个 可 明显 
it FA k KB MK. 
| 5. 当 n=2 时 , 证明 Zio) = r! cosk(@ — 6), Zle 二 去. 
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6. 当 n=2 时 ,利用 级 数 求 和 方法 直接 证 上 明 


1 l-r? 
27 1+r* — 2rcos(8 — e) 


=} SE _ 
= gq 2dr cos k(G 一 o)l. 


iğ 


, ,EP) 


p{re 


7. 车 O= (Oa, Br PCO) BR EA REAN SM 
式 ， 那 么 ， 对 一 切 旋 转变 找 o, 有 


P(A)R, = Ro P(d) 


P(A) = Cal CLA + OnA™, 


har A Æ Laplace ATF. 
8. PD, 在 Fourier 变换 下 保持 不 变 FD, = Dy. 
9. 利用 球 调和 函数 方法 ， 求 解 下 面 问题 
Au=f, reB, 
{ gt = 0, r E€ Eni- 

10. 4 n= 1 时， 相应 于 定理 3.5 仍然 成 立 ， (提示 : 首先 
证 明 Ja = (4)? cost, J3(t) = (Ẹ) sint. 其 次 ,注意 到 Yole) = 
2-2,Yo(2) = 277 sing 4AA HoH 的 规范 正 交 基 , 来 说 明定 理 
3.5 给 出 P(B) = £7(-1,1) 的 规范 正 交 基 是 


(cos( HEE), = 1,3,5, J U {sin ( E) = 2,4,6,---}. 
作 变 量 代替 上 = 中 1 R £700, 1) 的 基底 {sin jat,7 = 1,2,3,---}-) 


11. HME LP(En-1) p> 1, WHR Qo MRR. 进而 ， 
E Qe Lint LEs) PA, Oo 亦 是 连续 函数 . 
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SOR 算 子 插值 理论 


算 子 插值 大 致 可 分 二 类 : WRG, BH RMER SLY 
算 子 的 播 值 . 本章 将 讨论 这 些 揪 值 理 论 及 其 应 用 . 

设 卫 是 从 某 个 线性 空间 4 到 另 一 个 线性 空间 号 上 的 线性 
算 子 . 记 Ap, 41 Æ A H Banach FEEL Bo, Bi Æ B H Banach 
THA E TEAG=0D 上 的 限制 是 从 A; 到 Bi(i = 1,2) 的 
有 界线 性 算 子 ， 我 们 若 能 获得 无 穷 儿 个 Banach 空间 A E A, 
BE 8,tE 10,1] 使 得 了 限制 在 4 上 是 从 4 到 B 上 的 有 界线 
性 算 子 ,， 这 就 是 通常 强 插值 定理 . 这 里 A Æ AoA 的 插值 空 
E, B 是 Ba, Bi 的 相应 的 插值 空间 . 在 L? 的 情形 就 是 M.Riesz 
插值 定理 . Fin: RAS BEA RMS, THF 是 
Fourier 变换 ， Ag = LIR”), Bo = LD (R*}, Ay = Bl = LR”), 出 
X) Vp € [1,2], T Æ LPR”) > L (R°) (3 十 圳 =1) 上 的 有 界线 性 


F. 
第 二 类 插值 是 指定 仅 是 A; Bi{i 二 0,1) MBAARER 
F, WHEAT: AO Ba tE (0,1) 是 有 界线 性 算 子 . 在 L? 型 
的 空间 中 就 对 应 着 著名 的 Marcinkiewicz W ihi E E A. 
第 三 类 播 值 定理 是 指 除 室 间 随 参 数 变 化 外 , BT T(z) 也 依 
束 于 参数 变化 的 捅 值 理论 ， 最 费 型 的 例子 就 是 Calderdn-Lions 
型 插值 定理 及 EM Stein 型 插值 定理 . 


§4.1 M.Riesz 型 插值 定理 


设 (M, M, o E WEZ, PUD 表示 满足 


1 


17 = ( f, fran)" <o lsp<o UD 


的 全 体 pg- OT Be TE ERE if o E T rta Banach 空间 ， 
EM(M) Bom ATE A FP a BE i, KARRE 


lla = esseuplf(x)}= inf | sup fo (1.3) 


aio, 
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为 行文 之 便 ， 先 引入 一 些 记号 . X} f ELM). 


f(z), [Fæ E A, Pia { 0, Fæ = A, 
0, f(x) > A, fr), [F> 4. 


He f(x) 是 (M, M,a) E WaT Ml Agr, E H 


o f f(z), m < |f(2)| Ss ra 
glz) = { 0. 其 它 


来 表示 flo) HBR. 向 量 空间 ErfMz)+TEIRnOM) 是 集合 
{flf=fothi, foe L(y), fe Le (M)} 


ff) = { 


在 通常 加 法 和 数 飞 意义 下 所 构成 的 线性 空间 . 
S l.i 设 1<po<p<m <o, à> 0, W 
O fe LR), BA fa € LPR"), f° € LR”). 
Gi) LP(R”) C Le (R") + La {R”). 
(ii) 车 J e LR”) n L” (R”), pi F co, WA 


MAE < IAR + iIa 


证 明 由 六, a 的 定义 ， 显然 可 见 
f=pPth, FP aisle tier, (1.3) 
fals A, ALHS ISI (1.4) 
于 是 ， 


| fa” < APITP | FAP < AP Pl FP 


LFP < Nol < AnP. 


从 而 Gi) 得 证 ， 
另 一 方面 ， 由 表达 式 (1.3) 3 W 


nie = f Warde + f Pas f pede + f |J Pdz 
R” E” fe qn 
< f isids+ f isprde, 

RE" Rn 
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BY, Bp (iii). 

WR 1.2 设 1<po cpp, < o0, WT SE LP (R)+L"(R) 
上 线性 算 子 等 价 于 了 是 LR U LR) ERAT, ETE 
EP(R") 及 以 在 LR”) 工 的 限制 是 线性 算 子 ， 

WEAR T fe Le (R)I (R") FAAS, BRT HE LR”) 
UEP CR") KAEN, BÆ LR”), LR 上 的 限制 是 线性 算 
f. 

A AM, AT EAE LMR) UDPTRn) 上 的 算 子 ， 且 
在 LPR"), LPR") 上 均 是 线性 算 子 ， EM LPR") + a(R”) 
上 的 线性 管子 于 如 下 


Tif =Tfo+tTh, fot f= f, fo © LPR"), fi € LR"). 


显然 ， TELPURU LMR") E, Te T. 

Hid 1.1 -EKHE Le UR") ULAR”) 未 必 是 线性 空间 ， 
eA REDE T Æ DPR") U LPR") 上 的 线性 算 子 . 

EX 1.4 i$ X,Y Æ Banach Si], THXAY Hay, 
MHR YJ gE X. 


IFG + oy < CAT Fly + Tf} (1.5) 


称 了 是 拟 线 性 算 子 ， 当 C=1 时 ， 称 工 是 次 线性 算 子 . 

EX 1L2 UTR (MM u) 上 人 全体 可 测 范 数 所 构成 线性 
空间 DB CONN») | Yo) W A a WER ORS 
子 ， 拟 线性 算 子 ), 如 果 存 在 带 数 > 0, 使 得 vf € DN LPM), 
有 


ri =(f Trea s of (fpa? = chfle — 8) 


MAT Fe (pig) 型 的 算 子 , 使 得 位 .站 成 立 的 最 小 忆 是 荆 的 (p,a) 
WH. iAH heg 


注 记 1.2 在 定义 12 中 ,， 工 既 可 以 是 线性 算 子 ， 也 可 以 是 
WREST, KMART. SAB. FERRE (L 中 元 


) 是 vg) 型 算 了 于 的 特殊 情形 ， 


: dy - 


定义 1.3 记 7(T) 表示 R 中 满足 下 述 关 系 的 点 (a) 的 
Sik Li SPT HERA, HETE 型 算 子 . 此 时 ， 称 
rD 为 全 的 “ 瑞 图 *. 

注 记 1.3 我 们 讨论 的 (p,q)- WEF, 1<pg <o, HA 
图 含 在 单位 正方 形 


O = {(z,y) E R”, O<r<1l0<y<1) 


之 中 . 

例 1.1 Fe (pp) BAF. WT) = (4,4) 包含 在 口 的 主 
MMA (ey) ER",0<z<1l0<y<li, 有 Hr=y} E. 

例 1.2 TE (pp) BAF, Wr) = (3,4) 包含 在 第 二 
条 对 角 线 i(e,y)eR",0d2¢<1,0<y<1 Bet+y=1} E. 

例 1.3 工 是 到 型 算 子 MrT) = 4.4) 包含 在 下 三 角形 
isy) ER” 0<r<1,0<y<1, Hr >y} 2H, Ekpss 车 
p>g M T=0 (9,5 —& Hormander Af F). 

注 记 1.4 wS ELIM 由 的 稠密 线性 子 空间 ， 设 了 是 乡 
上 的 线性 算 子 ， 则 由 扩张 定理 知 THES LH Og) 型 算 子 的 
充 要 条 件 是 存在 FY 上 的 唯一 算 子 五 , HBT 是 {p,qg) 型 算 子 
AES ERE TA H=T, eR 1l<p< col <g<oo. 一 般 来 讲 ， 
Ble SF: 

(i) 5 =M 上 的 简单 函数 类 . 

Gi) 5 M =R” tt, SERA AEDE (或 光滑 ) BA 
的 全 体 . 

命题 1.3 设 S 是 注 记 1.4 中 但 或 人 中 之 一 ， 全 是 5 上 
线性 算 子 1< po, pi < 00,1 < go, g < 00, WT Æ S EÉ (po, qo) 
HAT (Tlie) = Mo) 及 Pra) BHF (Ficus) = M) 的 
充分 必要 条 件 是 了 可 以 扩张 成 线性 空间 Leo + Lr! 上 的 算 子 ， 
EE L 上 的 限制 是 (po,go) 型 的 , 而 在 LP 上 的 限制 是 {p1, 91) 
型 的 ， 并 且 其 横 保 持 不 变 . 

证 明 上 直 于 工 在 总 上 是 (po,goy 型 ,胡可 以 扩张 到 工 zm 上 并 
We KE + To, 它 仍 就 是 (po) 型 的 AH, Taek 
P: EHRT TI, EE (ia) BAT. 于 是 , RAWH: 对 
Yf eben, 有 f= Tf. 
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0 # S & (i) Pree Ay BRA, ME Yf © Lm pm, 存在 
lin} CS ER 


fm >f, Jmf (m>), 


从 而 
lim Tfm= lim Tifa = Tf (=0,1). 


所 以 ， 通 过 选取 子 序列 ( 仍 记 为 Tf,) 使 得 
lim Tim = Tif (=0,1). 
i Th f = Tif. 


GSH) RAN RRR. CMH f > 0, NER 
升 的 序列 {fm} CS 使 得 


于 是 
im fm 一 J =0， 对 几乎 处 处 的 ze M 


AL lfm f> < 2f (i 一 0,1), 这 样 就 有 
fn —> f, m= {i= 0,1). 


38 [al F (i) 的 证 明 即 推 得 Tof = Tif. 
定理 1.4(M. Riesz 插值 定理 ) RATER TT E (a) 型 ， 
其 (pqi Ai M, (i=0,1). 如 果 


了 1-t t l i-é 


~ = ， + O<t<1. (1.7) 
Pi Po PI Gt Ga Gi 


N T Æ png) WAETH 


IF lage) < MiMi. 


注 记 1.5 定理 1.4 是 M Riez 于 1926 年 提出 的 ， 所 以 通常 
zy M.Riesz 同性 定理 . MRiesz 凸 性 定理 几何 意义 如 下 : 
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(i) BO Æ R? ALA (0,0),(1,0),(1,1) 和 (0,1) 为 巴 点 的 单位 正 

方形 . ET Epo 型 算 子 和 (ppo 型 算 子 ,我 们 将 工 与 点 
= (5 ihan (iI ) 联系 起 来 ， 当 t 从 0 取 到 1 时 ， 则 点 

Te = lg say) A VA EE ro 及 zl 的 线段 . M. Riese 播 值 定理 意 
味 着 ， 对 于 这 个 线段 上 的 每 一 点 (a 8), TH (5.5) DHF. 

(ii) 定理 1.4 RA M.Riesz 同性 的 理由 是 : 如 果 Olt) 表示 工 
的 (peg) 范 数 的 对 数 ， 那 么 lt) Æ te (0,1) Mem, 男 一 方 
面 ， 能 使 了 成 为 (p,q) 型 算 子 的 点 集 (+,1) 也 是 一 个 上 集合 . 

在 证 明定 理 1.4 之 前 ， 先 来 讲解 它 的 一 些 应 用 ， 从 中 亦 可 
以 体察 M.Riesz 定理 的 重要 性 . 

定理 1.50R" 中 的 Hausdorff-Young 不 等 式 ) 若 f © LP(R™), 
1<p<2, 则 Ff= fe Lr (R), E 


i 
Po 
i 

P 


F 1 1 
Nfl < Whe» 5 + y =1. (1.8) 


WEAR ”由 Fourier 变换 的 L' 理论 及 L? 理论 ， 有 
lFflloo < ff, WF E D'OR"), (1.9) 
|F file = Ns, WF E LR"), (1.10) 
此 说 明示 是 (1,oo) WHT, tht (2,2) 型 算 子 且 
Fila) <1 IFrloa=1 


由 M. Riesz f f EE, F Engo BAT, BF lg £1 X 
= 1 l-t t_|_t 1 _ l-t f_t 
mn 1 taml a o 2T 
于 是 
lF fier < lite (1.11) 
“4S tM OFS LA, PB eH LS. 
定理 1.6( 离 散 的 Hausdorff-Young 不 等 式 ) w fe LCR), 
l<p<s2, H 
fz)~ SO Cre™, 


nS oe 
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ny 


= 1 f” + 1 1 
CY leu? < PD, + 02 
证 明 IRM =T = [0,27, du =F, Ti 
20 . 
F: fi {Crh Ca = | Fie dp, (1.13) 
ù 


这 里 视 了 是 0,2r] AR. Ff 是 空间 (2,v) 上 的 函数 ， 其 
中 乡 表 示 整 数 集 ，v 是 离散 测度 ， 由 Bessel 不 等 式 


S cn < flee ya (1.14) 


TI 二 一 上 a 


此 说 明 天 是 (2,2) 型 算 子 ， 另 一 方面 
2m 
supleas f Ede: (1.15) 


说 明 大 E (1,co) MAF, HAM Riesz $i fH E E F E (p,p') 
型 算 子 且 满 足 (1.12). 

定理 1.7{ 广 义 的 Young 不 等 式 ) BW e LP(R), g € LR"), 
1< po<eo, 且 5 十 上 之 1. 则 ff*geL"(R"), 且 


IF + gll < [|Fllellglle: (1.16) 
这 里 
工 - 工 + 工 _1 (1.17) 
r P g 


证 明 因为 当 ge LR") 固定 时 ， 算 子 Kf = 了 *9 满 足 
WK Fil = IF * alle < lF liala: (1.18) 
KF (2)lloo = lf # gll < Mf lleliglle- (1.19) 
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这 意味 着 五 是 (19 PRS, ANE (r, MAT, HH 
HE hag) < lala IA llig, < lglla, 由 M.Riesz 插值 定理 ,对 任意 
tE [0,1),K 是 (por) 型 算 子 且 


JA Fizie = 1F * gll < HF lip log), (1.20) 
这 里 要 求 ETOR D 
po 1 ¢ g 
rt q œ q q q q P 


AIW pr e p r= r, WT AR Young 不 等 式 (1.1). 
作为 本 节 的 结束 , 我 们 来 给 出 M. Riesz 定理 的 证 明 . 为 此 我 
们 先 引 入 Phragmén-Lindeléf 极 大 值 原理 与 Hadamard’'s 三 线 定 
Mm. ARC Rm BH, Ao = {2;z = iy y € Rh Ai = {2;z= 1+iy, 
y E R}, A = {z;z = atiy, 0 < æ < lye R}, A = {zz= rtiy0 < 
z < 1l,y €R}. 
定理 1.8 (Phragmén-Lindeléf {A HA) Bz) AL 


[f(z}| < M, ze AgUAy. (1.21) 
则 对 一 切 zE 入 ,有 
|F(z)| < M. (1.22) 


此 外 ， 若 存在 20 € A 使 得 |f(z0)| = M, W F(z) = M. 
WEAR 如 果 当 # 一 oo 时， f(z) 二 jr 二 iy) 关 于 0<x<1 
是 一 致 趋 回 于 0 的， 那么 存在 正 数 和 N, 当 | 中 宝 时 ， 有 


[f(z + iy} < M (1.23) 


WM {(ny): 0 <z <1 jy < N} 中 ,应 用 有 界 域 上 的 极 值 原 
理 ， 亦 有 (1.22) 式 成 立 且 最 大 值 只 能 在 边界 上 取 到 . 
fe RI, HR BRR n EM 


fale) = flze™ = f(r)e T ern, (1.24) 
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H | fo(2)| = Fee =". 这样 就 有 


lim f,fe+iy)=0, 3—-HMO<2 <1, (1.25) 
Yoo 


且 当 zeE AoUA 时，|fn(2)| < Men. 由 第 一 步 的 证 明 ， 对 一 切 
ze A 
[fnll < Me™. (1.26) 
令 n — oo, 由 (1.26) BP AE (1.22). 
定理 1.9(Hadamard’s 三 线 定理 ) Wool) 是 带 形 区 域 A= 
{z| 0 £ Rez <1} EWS F EZRA, BEA 上 是 解析 函数 ， 
满足 
lg@{z)| < Mo, Rez = 0, 
[wt{z)| < Mi, Rez = 1. 


WA Yz eA g 
[Bz)] < Mi Re* MPE, {1.27) 
其 中 Rez 表示 z 的 实 部 ，Imz 表示 z 的 虚 部 . 

HERA 无 妨 假 设 Mo, Mi EER. 构造 F(z) = bz)/ Mi. 
Mf, 则 定理 1.9 的 证 明 就 转化 成 由 |Fliy) < 1,|FO+i)| 人 1,y €& 
及 来 证 明 

(Fizji<1, zea. (1.28) 
注意 到 ，F(z) Æ å EMR AF {z | Rez =0 或 Rez=1} 57, 
从 而 由 Phragmén-Lindeléf 极 大 值 原 理 即 得 (1-28). 
下 面 来 证 明 M.Riesz (EH. 为 此 ， 设 
a, 一 二 ， By = ,j=0,1; a=, B= Lte (0,1). 
pi dj Pi it 
这 样 , Xf Yz E C, & alz) = 1-z)ag+ zen, Plz) = (1 — z) + 281, 
自然 有 a(j) = az BG) = 8 G = 0,1), a(t} = a, L) = A. 
BH, 7M Ree S EH Tfl KEM 


IT flo = sup | | (Tf) gdr), (1.29) 
a 
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KH L+L = 工 我 们 只 需要 证 明 每 一 个 形 如 了 = fy (TA .gdv 
的 积分 满足 千 计 式 


y= | 人 (TF) gay) < MÈ MEI fip. (1.30) 


着 lfi = 0, BR 130) Mae. # lp # 0,0..30) Bo PR F BRL 
[Filo Bt HF lel Ath aw fll, = 1 的 情形 ， 即 


| f (TE) gd) < MEME, Wfl = lolle =1 (1-31) 
N 
现 设 f = L= 1 IXE 9 = Dog Xr 是 满足 上 lp = jlgllp = 


的 简单 函数 . SEE p < oog > (RI a > 0, 8 < 1) RETEN 
(1.31). 记 aj = Jaje” , by = jbp, 对 2EC, 定义 


AOEDD la| Pety, (1.32) 
j=l 
gla) = bel =F el yp, (1.33) 
k=] 


则 F(z) = fyT fz: gdr 是 一 个 整 函 数 . K alz), 8(z) 的 定义 推 
知 了 P(t) =I. bT KRE, ILAH 


F(z) = > ajl E be TF Yje (1.34) 


J k=l 


其 中 yp = ette) [ (Txan )vedu. 容易 看 出 ，(1.34) 中 每 一 
被 加 项 在 A 上 有 界 ， 因 而 F(z) 在 带 状 区 域 入 上 有 界 ， 如 果 能 
证 明 对 一 切 ye 耻 ,有 


[PGy € Mo, [FU + iy) £ Mi, (1.35) 
则 由 三 线 定理 就 得 (1.31). 下 面 来 证 明 佑 计 式 (1.35). 由 于 


{ a(iy) = (1 — tyjag + iya; = ag + fyfa — ay), 
1— Bliy) = (1 — Bo) — ty(Bi — Bo), 
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(1.38) 


而 (1.32),(1.33) 意味 着 
FEP ef), F(x) = faens), (1.37) 


| fale) = 
gz (2) = gaT e897), gf(z) = |o9(w)lei 89°). 
mA 
ig(ay—og) ag | RO 
| Fig bP? 一 fers | 
CS agt — Ee 
= et are ft pe i Fle = |f|?, (1.38) 
f 2 —t¥i{A 一 加 } 2. + f 
[Giy lt = jes g i [g|% | #0 一 \a|? ， (1.39) 
这 里 用 到 
g 


l- _1-1/ _ oD) 4 


1—8 1-1/4 goflg0 -1) % 


利用 Holder 不 等 式 和 全 是 (m4) 型 算 子 并 具有 范 数 Mo, H A 


EGA < (PF fille livla, < Moll fiylloo tgivlle; 
= Mol f LflPdye) Po - ( Í gl” dv) % 
M N 


Ba 
= Mollfile° liglig? = Mo- (1.40) 


另 一 方面 , ,注意 到 
| a(l + iy) = ay + iylar 一 oo), (1.41) 
1— {l + ty) = 1- A, iy — fo), 


故 由 (1.37) By 
‘are fl wey É 


[Fori = 


= |f”, 


ete f) a a iria ap} 一 Hat 


|giriv 


; iar ~iviSy-89) | Sp a 5 
[8 = fret g me [flat = gl, (1.43) 


这 里 用 到 
t-f 1-1l/a a 


1-8 1-1/4 qo 
易 推 得 


EO + iy) < (Tfiriylla girivlle, < Mi- (1.44) 
故 (1.35) 成 立 . 利用 三 线 定 理 ， 对 YF eS, A 
TF les < MT Milf loe (1.45) 


对 于 一 般 fe DAL (M), HFT È (po,qo) 和 (pua) BB 
子 ， 则 一 定 存在 {fn} CS, 使 得 fn- Sp “=P OB 


Tn SS Tf, moo. (1.46) 


故 利 用 Patou 定理 和 (1.45) 就 有 


IZ fla < m Tfal < lim {M ME hfl} 
= MEM i IIflip. (1.47) 


最 后 ， 我 们 还 需 去 挤 a>0,8<1 的 限制 . Ba=08 =], 
则 (pe, go), (21,9.) PBA WE (co, 1), 则 怡 是 端点 情形 ， 无 
需 证 明 . HWo> 0, G=1, EMA, 对 一 切 z ec, g =g, 
则 上 述 证 明 同 样 成 立 . 而 在 a 二 0,8<1 时， 只 需要 f= 了 , 仍 
可 运用 上 面 的 步 概 来 证 明 F.Riesz 插值 定理 . 


$4.2 弱 型 算 子 与 对 角 型 Marcinkiewicz 型 插值 定理 
对 于 型 图 口 = {fey Of ec 1 Os ys 1} PRA 


P=(Li)<pqsw) REF T Æ (po) BH, KT RP 


的 . 一 般 来 讲 ， 若 了 ERE LBA PBB PBB, Ub 
时 ， 就 称 工 是 ! 型 的 , 例 : 具有 可 积 核 的 卷 积 型 算 子 工 是 1 型 
的 ， 此 时 {是 型 图 口 之 中 的 主 对 角 线 . 
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请 值 定理 断言 : AFT 是 ! 型 (! 表示 不 会 端点 的 线段 ) 的 
充 和 分 条 件 是 个 是 1 的 两 端 轧 及 中 AREH, EZH H 
不 监 要 .例如 :Hardy-Littlewood RA AF 

1 
Ae) = se easy fide ea 
这 里 Qu, r) Ær Ab, WES PRAM Re in BA. OE 
是 (ppl <p < co 型， 然而 并 非 (1,1) BAT. 再 如 : 对 于 经 
Sa fy ~Calderén-Zygmund 算 子 (1 Hilbert 变换 ， Riesz 变换 等 ) 都 
是 (2,1) 型 算 子 (1 < p< co), 然而 , 它们 并 不 是 (1,1) ah (00, 00} 
型 算 子 . , 

WFLA. BAT AAR AMA TT. 但 是 , 在 较 
BEAT. CJE mAN, m Marcinkiewicz 型 插值 定理 就 
Bs s4“4THBS PRP BST. WT ELMS T., RP l= PoP. 

一 般 来 讲 ， 定 义 弱 型 算 子 的 方法 有 两 种 ,其 一 是 用 弱 型 空 
fa) £2 代替 LRE = Lih 使 得 了 是 I? L 上 的 有 界线 
HST, Mae TER (p,9) BAT. 例如 Hilbert 变换 ， 
Riesz 型 变换 是 弱 【co,oo) RS (1,1) BAS, 但 不 是 (x, 00), 
(1,1) 型 算 子 . 再 如 ,对 Hardy-Littlewood Bf A, E ES (1,1) 型 
算 子 , 但 非 ,1) 型 算 子 . 这 些 事实 将 在 以 后 章节 中 于 以 讨论 . 
其 二 是 缩小 了 的 定义 域 LF, A a ER) RE LR) 
(L (R=) — (R), T 虽然 不 是 (p,9) 型 算 子 ， 然 而 工 可 以 是 
LA (R) 到 F(R") 的 有 界线 性 算 子 . 例如 : 可 用 Zgymund 型 空 
间 LPlog’ L, Hardy 空间 HP RAR L?, 从 而 得 到 弱 插 值 性 定 
理 ， 特 别 ， 对 于 C-Z 算 子 T, 它 是 ( 吾 !, LER TY, Eiti aE 
了 (1l<p< oo). 

最 后 ， 也 可 以 结合 上 面 酚 种 方法 ， 茎 瘦小 算 子 全 的 定义 
m, ANP T HR, KESEBAT, Mi: 车 算 子 工 
是 (2,2) 型 算 于 , 同时 它 也 是 (上!, BMO BAT, AT 是 (pp) 
型 算 子 . 此 处 (A, BMO 型 算 子 本 质 上 是 替代 了 (1,o6) HAT 
的 作用 .证明 Marcinkiewecz 插值 定理 之 前 ， 先 涛 一 些 必要 的 淮 
备 工作 . 

定义 2.1 R(X p 是 测度 空间 ， 上 4 蚌 正 测度 ， f(x) 是 定 
XE X EHu ANAA, tal EA 

By = Balf) = {zi IF) > a) 
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ce RUA, BR HAY 
Fila) = Ea) 


fe fle) 的 分 布 函数 . BR, Jela) BEM AER? EKEN AR. 
"2.1 X =R, dp = dg, f(r) =z, Mf 


f(a) = æ. 
fj] 2.2 4 Ac X, B (A) =a < oo, f(x) = C- xa(z), 
C > 0, 则 
a, a <C, 
fata) = | 0, a> 


例 2.3 设 {Arh k = 1,2,…,m 是 一 组 互 不 相交 集合 ， 
(Ap) = ak < o0, Hey > cg >>: Bem 20. 构造 


f(z) = Dice xa, (2). 
k=1 


则 


fe (a) 一 1X [csc (2) + (ay + G2)X[es,cz) (x) 十 … 
十 (al +ag+---+ Gn) Xio em] (2.2) 


证 明 4 a> a Mh, EF = {x {| ifo > af = 6 A 
f(a) =0; 4a < acai, Ea = {e | |f(z)| >a} =A, AW 
f(a) =a; Fes aa< e WH Ea = {x | |f(e)[| > a} = A U Ao, M 
而 

f(a) = a1] +a, 
MERAH, eA ay (2 Dak 

定理 2.1 fi) 六 (ay 是 非 升 的 、 右 连续 函数 . 

(it) € I < |g), W f(a) < gular). 

(Gii) 4 {天 (9)} 是 s DMR, H 


O< file) < fale) S- S f(z}: t f(z), m> oo. 


则 
(fm)ela) t faa), m > oo. 
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Gv) IFE) < igle)] + al) M 
fila) < a(S thl }- 


证 朋 (i) Wha eB, WE, C Ea, W filo) < felah 这 说 明 
f(a) 是 非 逢 函数. XE font lo, W Ea = Eos, 而 {Eun} Æ 
单调 上 升 的 集合 ， 故 有 


lim Ai 已。 -uÜ Ean) = H(Ea), 


io Oo 


此 意味 着 limno falan) = fela). 

(ii) 由 |f) < lgj, BW {x :| > a} c {z : igle) > a}, 
从 而 Ala) < gla). 

(iti) 注意 到 Ff) = |] Balfm) A {Fol fm)} EB m M 


升 的 集合 列 ， 所 以 
lim (fm), (a) = fala). 


(iv) BMA EH 2, 有 E > a, WA ol > F RF 
Aa) > $. 从 而 有 Elf) C Ee (g) U Eo (h). 由 此 推 得 


TOETSE 


oY 
+ h(a} 
定理 2.2 (i) (Chebyshev 不 等 式 ) 对 每 个 有 0 <p, A 
fala) < ae | lfl?du, Va > 0. (2.3) 
Ea 


(ii) 若 f(z) € LP(X), 1 < p < 00, MA Va > 0, 六 to AR, 
AA 
sup a” f(a) < || FILE. (2.4) 
a> 
(iii) 洪 fle) € L(A), 1 <p < co, Wi 
a f(a) — 0 (a 一 co 或 a — 0). (2.5) 
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(iv) 车 fo? a?" f.(a)dar < 00, 则 (2.5) 同样 成 立 
证 明 对 ze Ea, |f(z)| > a, M 


f Pa f OPd > a Í d= oP fala) 


从 而 就 推 得 (3), (ai). 
Hik, hG), X Ye > 0, § Ala <œ, E 


HEal= fla) 0, a 一 OO, 
于 是 ， 利 用 积分 绝对 连续 性 ， 推 知 


f Fix) dua +0, a — +00. 
五 = 


从 而 ， 由 (2.3) 可 得 
aP f,(a) +0, a oo. 
另 一 方面 ， 没 8> 0, a< p, Sil 
lim a? f.(a) = lim o?[f.(0) — f.(8)] = lim onlp( Bo) — p(Eg)) 
< lim orp{z;oa < |f) < 8} < f, et 
由 8 的 任意 性 可 知 ， 当 a -0 时 ， oFf.(a) +0. 从 而 就 推 得 


(iii). 
(iv) 注意 到 


p- f "Pf (dn > fla) aP — 277) (2.6) 
a f2 


且 当 a 一 0 或 & ww 时， 右 端 均 赵 于 0, 从 而 证 明了 (iv). 

如 果 对 一 切 a > 0, file) PRAM (Bin f e LPR"), 
i<p<oo), M dalo) ÆR 中 一 个 正 测度 ， 这样 就 可 导出 天 与 
(iF lle 之 间 的 一 种 极 有 用 的 表示 关系 . 
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定理 2.3 (3) HE flr) Æ (X, Lape, H i<p<o, 
pij 


f F(z) Pap = p f aP! f, (o)da. (2.7) 
A d] 


(ii) 4 f(z) EA RAS, H Ala) < 00, (Vo € R*), 则 
f f(a) Pdp = — f ordf,(a). (2.8) 
x 0 
(iii) E— RH, HERTEN D: R > Rt, E 
f (| f(a) dp = — f B'(a) f.(a)da. (2.9) 
xX ü 


证 明 首先 证 明 (ii). 当 f(z) 有 限 并 且 f(a) 有 限时 ， 积 分 
Jo diala) 存在. EDR O<e <2e<---come<-:: HA X= 
{x; (9 —le < |f(e)| < ge}, MA X) = AG - 1)e) — Ge). 
由 此 推 知 


人 Fe)Pda = lim X (je) u(X;) 
= — lim $ (JEP [fe (Ge) — fa (G — 1)e)] 
一 一 (i oardf, (oa). 
i 


其 次 ， 若 两 积分 fy lfs) du, ph a? 1 f.(alda 均 是 +00, 
则 等 式 成 立 . 车 fgl) de < 00, 利用 Chebyshev 不 等 式 可 得 


fx} < 00, Va > 0. (2.10) 
ph af! f,(a}da < 00, H fela) 非 增 性 知 (2.10) 仍然 成 立 . 
进而 推 知 f(x) RIL ERO. 否则， 容易 推出 上 面 的 
两 个 积分 均 是 无 穷 , 注意 到 
ridu = — ji Pdf .(a), 
fu Pas f aPdf.(a) 
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利用 和 分 部 积分 公式 以 及 oP f(a) 3 0, a > 0 RR a 4 o 可 得 
- f le) = f fajardo ~ oF f.(0) |g 
LE] 0 
= a}. al de. 
pf f(a) a 


(iii) 留 作 习题 . 
Hid 2.1 (a) 定理 23 的 介 亦 可 直接 按 下 面 方法 来 证 明 : 


上 | 

f itedu=vf f a” t dady 

x a +O 

P 人 人 of Xlor (a)dady 
AFD 
[en 

P f art f Xo lf ta {a)dyda 
G Xx 


p f art f dada 
a {zEX,|F(2)|>o} 


_ j pol 
=p f cf felajde. 


li 


j 


(b) 由 定理 2.2 中 (iv) 的 证 明 及 定理 2.3 可见， 若 flip = 
M < oo, Ill 
sup af.(a)® < M < oo. (2.11) 


RZ, KORY. WA f(z) = 2 ?, xE (0,1), p21. 根据 分 布 
KAHEL, TA 


f.(a) = m{z | a7? > a,x € (0,1)} 
=m{r |z <a”, z E€ (0,1)} <a”, 


Mi of.(a)? <1. Ri, fle) g L(O,1). 
Heme, ABSA -Lr SL 的 概念 . 
EM 22 对 1<p<%w, 营 


flee = [f] = supaf.(a)? < ox, (2.12) 
a> 
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OUR 7 W AL Marcinkiewecz AE, MA Marcinkiewcez 条 性 的 
函数 构 咸 的 空间 称 是 Marcinkiewcz 空间 OR RK LE E L? 空间 )， 
记 为 LL. a, 4 p= 时， 约定 下 = Ll. 

注 记 2.2 由 (2.11) 9, [F] = lhe < Wille, 从 而 


TPG EP (2.13) 
AAW, [l= lhe 不 是 范 数 ， 但 是 
[f + ap < 2{Flp + 2[gip- (2.14) 


事实 上 
[f + glp = sup olf + gjela)? < sup alf.(5) + 9.(3) 


<2 sup SIG yr +2 me TF au < 2[flp + [glp- 
af2>o 2 af 2> 


从 而 推 得 到 是 具有 氢 范 数 的 拟 范 向 量 空 间 . 
232.3 WT BI LX) # {Yr} E BY a W om g É g 
个 线性 GRE AF, lep<o,l<q<0, F 


(TD = viy: IFW) > a} < (Apalit, va>o, (215) 


则 称 工 是 具有 Ap DP (p,4) BAST. REZ, Bc Li, 且 
NT File: < Apall flip, (2.16) 


We T 2B A, HS (p,9) BRT. 

由 前 面 的 定义 与 约定 ， 当 9 二 00 H, SH iy.g) 型 与 (pg) 型 
是 一 至 的. 设 (Xh (Yo v) EM RES lel, TE (Xp) EBT W 
BA SE BT TA AR SS R TE Ss A) A) CV) E a ee ee LR 
算 子 . $ 1<p <p <0o,te€ (0,1), id 


1 1—t £ 


Pi Po PA 
对 角 线 性 型 的 Marcinkiewicz 定理 可 表示 为 
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定理 2.4 (Marcinkiewicz 插值 定理 ) WT 235 (pi,pi) 型 的 


IT Fee = sup aT f)ar < Mollf lipo: (2.17) 


flee. = sup a(T f). (aP: < Millfllp,. (2.18) 
IT filo < Millfllp, f(r) € EPR”), (2.19) 


这 里 p= 二 pt, M < kM} Mt, 而 


k = 2( P —? 
FP- Po PP 


— 
aie 
a 


(2.20) 


在 证 明 对 和 角 线 型 Marcinkiewicz 定理 之 前 ， 先 证 明 一 个 引 


引 理 2.5 设 fe LCR"), 则 对 Ye>0 有 


fa E LPR") PR"), f E LPO(R™)NLP(R") — (2.21) 


ifle = (p — po) f oP Pol] £21120 day, (2.22) 


WE =p: -Df ol 以 (2.23) 


证 明 (2.21) 是 命题 1.1 结论 的 一 部 分 . 下 面 来 证 (2.22), É 
接 计算 就 得 


f mgd = of Mando 
0 {zi]f| >a} 


h sire 广 ap-mor-ldadh 


一 po) “IFIP. 
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定理 2.4 的 证 明 tf Vo > 0, f c LPR”), 作 截 断 分 解 : 
f(z) = f7 (z) + fals). 
和 突 易 看 出 ， 对 入 >D 有 


| ITF Ss [LF + T fale), 


(T f}«(A) < (TF%).(4) 十 (Tfaa (è) (2.24) 


(i) pi < oo 情形 .注意 到 fe e LP(R"), fa € LPR"), 应 
H TART 2B A R35) B25 得 


(i a? (Tf). (a)da < f oP} (TI) a(S) 十 (T fa) (2| de 


$ i arm (Hehee) + (= lella} | da 


< (2Mo}?° f or Pote de + (2M) f aP P t fali da 
ü ü 


_ comers , CMD” 
P— Po Pi—P 


ae (2.25) 


从 而 ， 由 定理 23 知 工 是 (pp) W, EP po <p<m. POR 
证 明 (2.19) 中 常数 M, 应 满足 (2.20). 由 (2.25) 直接 看 出 
Bf28f0P pl2M y” 
P— Po Pi 一 五 
P Pp Pp pi 
< € — po + ~~) max{ (2 Mi} (244, ) } 
=cmax{(2A4y)?°, (2.441 上 (2.26} 


”进而 ,用 az RAST, 由 了 是 次 线性 算 子 ， 由 (2.25) 可 见 
aP UT FE < cmax{(2aMo)??, (2a Mi )™ HFIS- (2.27) 
取 a 使 得 (2aMoym™w = CaM i, 由 此 推 得 
2a = (MEP MPP!) FF, 
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从 而 


IT FB < 2Pe(Qa)Po-P MI" FIE = 2Pc(MP" M7”) mr MENA 


直接 计算 有 
(MP My?!) ps =F MP = Pot aimee) yg t= ron 
= (Mj MDY, (2.29) 
这 里 用 到 
p= P Po Pi -p P.B P (2.30) 
Pi-Po P P Pi — Po 


MTA k= 20>, 将 (2.29) 代入 (2.28) 即 得 (2.19). 
fii) pi = oo 的 情形 。 先 考虑 M1 = 1 的 情形 . 因为 弱 (co, co) 


IT fallo £ 2, (T fa}«(A} = 9, A > a. (2.31) 
由 此 式 及 引 理 2.5 BY 
rg = fa Doda = 2p f oer) 
0 8] 
< 2p f aP- I(T f°). (oa) da 
g 


oz _ _ a 9p 
< pM? Í oar- fepe da = PM Ii pe, 
ü p — Po (2.32) 


即 


Po 
IT Fllp < 2 P—)M? lls Po <P <0. (2.33) 


+ Mi 41, 4E M T RELH T, 从 (2.32) 容易 看 出 


IMTIR < - =e (Mo 


uw) fle» 
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从 而 


P 1,,2,,1-2 
=i) Mo” Ma” Ifl- (2.34) 


IT Filp < 2( 


定理 2.6(Hardy-Littlewood-Paley 定理 ) (i) Fl<p<2, W 
FERK Mp, 使 得 对 VS E LP(R?), 有 


( Í i KOE ~ < Mf (2.35) 


(ii) 当 2<g < 00, 存在 M, 使 得 


f(a) lar “< Mo Fel 2 dae g (2.36) 
fe 人 


证 明 (i) 考虑 
(Xu) = (R",da), (Y,v) = (R™, lel rds). 
令 Tf(z) = fale", 其 中 了 及 了 f 是 分 别 定义 在 (X, u) 和 (Yr) 
pa a. 对 于 f(x) < LX), 由 Plancherel 定理 可 见 
f Twf FO ePad fIDPap. (2.37) 
Y R” A 


a T Æ (2,2) 型 算 子 (Mo = 1). ; 
另 一 方面 ， 因 lf)| s ifl Bree [Fe] - lel < ihle. 从 
m, 对 Ya>0 及 


Ea(Tf) = fe: THO > a} = fa: fE lal” > oa). 
容易 看 出 
E.(Tf) € {2 : |e] > FAL” =b} = B, 


H 


(Ea) < f w= f al de = f f rlr ndr 
B |x| En—ı Th 
pon 


bT HFa 
1 


— oo -一 
= —Wy—-1— [p= wni S wn- 
Tè ft 


(2.38) 
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这 说 明王 是 弱 1) 型 算 子 ， 应 用 Marcinkiewicz 定理 就 得 
Tfizyrdn)s < M Pause, 2.39 
firs) jt < Maf ist p) (2.39) 
此 基 (2.35). 
{说 由 2<g<o, 从 而 1<9 <2 AM, X Yf E LT (R"), 


Ht Hausdorff-Young PR RA Ê c L?(R"). 另 一 方面 由 Riesz 表 
REW, FE gE LR”) llglle = 1, 使 得 


IF le = | 人 fgdz|. (2.40) 


因此 ， 由 Gi) 结果 可 见 


f foas| =| f fade 
R” R” 


< (/ Iantraa) (人 ata)" Jat de) " 


Ł 
<My ( Í siPlzno ae ) alter (2.41) 


fla = 


这 里 用 到 9 -2= — 255. 从 而 由 G) 可 得 (让. 


定理 2.7 Hilbert 变换 H 是 (p,p) HAET, 1<p< oo, 这 
E 


Hf = lim Hef = lim P.V. LO) ay (2.42) 
20 +O 一 
E Ja—y|>e T y ‘ 


证 明 容易 看 出 


. 十 ec 
F(z) = = f L ty = P(z,y)* f(x) + iQ (x,y) * f(z), (2.48) 
而 


y 
Plz) = a Ei 


Qs, y) = = a 
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利用 i 
H f(e) = lim Q(z, y) * f = f(z), (2.45) 
Å, (a) = —isgnne "iiy, (2.46) 
这 里 用 到 当 (0, y) 在 上 半 平 面 沿 非 切 向 趋向 于 (6,0) HY, F(z) = 

F(s + iy) WORF E+ iE. 容易 证 明 ( 详 见 第 六 章 ) 
H f(x) = ~isgnz. f(z). (2.47) 

故 

WE fiie < filz (2.48) 


WE A de (2,2) 型 算 子 . 
FRET BOD 算 子 . 无 妨 设 f(z)e LR) 非 负 (否则 
可 分 别 考虑 Ha) 的 正 部 与 负 部 ) X (2y) ERI = Rx Rt, 有 


F(z) = F(a + iy) = ufs, y) + ole, y) 
“boo 
= f F(t)[P(e -E y) + iQ(a — E, yd. 
-o (2.49) 


z s> 0R, wils, y) = zlog +:F(:) Æ R} HAWAS, H 
JAA Be 8 SEA ECP Ee) 知 wlay) 在 每 一 个 本 
征 半 空间 {r+ iyl y y > 0} 上 有 界 ， 同 时 ， 利 用 调和 函数 的 
KF y MWERA, REO<n<y RA 


w(x, y) = wlog|1 + sF (a + iy)| 


-=f me YE tog jn 4 sF(E+ in) |. 
-æ {e&— §)? + (y— n)? (2.50 


A nq 0, HEE w(x, y) 的 非 切 向 极限 的 存在 性 结果 及 Fatou 定 
理 ， 可 得 (2.50) 中 积分 大 于 或 等 于 


tan 一 
| re V+ sf(O) + (sf(OPae. 
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FÈ, EARRAK A y 并 利用 对 数 画 数 的 性 质 可 见 


十 oo 
=f i YL sf(s))? + (sf (E)) d£ 
Sylog(1 + s| F(z + iy)|) < ys|F{x + iy)|. (2.51) 


另 一 方面 ， 从 (2.49) RB, y> o 时 ， 
+00 
öm ryF(z + iy) = Mh = f f(é)de. (2.52) 


于 是 ， 在 (2.51) PS y > 00, 并 利用 (2.52) 可 得 
+o 一 
J log y (1 + sf(s))? + (s7(€))24E < sll fll (2.53) 


令 E, = 长; IFO > 7}, 则 (2.53) 蕴含 着 
log(sr)m(B2) < f log |a 7 (é)laé 
Er 


十 oo = 
< f log /(1 + sf(s))2 + (sFED2dE < sl fil- 
moc (2.54) 


取 s =e/7, 从 而 


lh, (255) 


m( Es) < 
从 而 说 明 互 是 弱 (1,1) 型 算 子 . 
利用 Marcinkiewcz H(A EEA (pp) BRT (l<p< 
2) FAL 
Efil < Apllfile- (5.56) 


同时 ， 由 (2.42) 百 是 卷 积 型 算 子 的 极限 ， 自 然 亦 是 平移 不 变 
算 子 ， 故 VL< p< oo, MA (2.56) 成 立 . 
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$4.3 Marcinkiewicz 插值 定理 及 其 应 用 


在 第 二 节 ， 我 们 给 出 对 角 线 型 的 Marcinkiewicz 定理 的 证 
明 ， 本 节 来 讨论 一 般 Marcinkiewicz 插值 定理 ,与 此 同时 ， 我们 
还 将 给 出 算 子 工 是 弱 ig) 算 子 的 一 些 充 分 条 件 ， 以 便 用 于 
Marcinkiewicz 插值 定理 . 作为 Marcinkiewicz Ff CBN AEA 
果 ， 我 们 将 给 出 一 些 著 名 的 不 等 式 . 
定理 3.1(Marcinkiewicz MEH) UT BS 上 一 个 次 线 
HAS, $ l<p Sq <o, i=0,1 E oq, M 
tliz, to Lott, octcl. (3.1) 
Pt Po Pl Gi do 71 
HT BARBRA MM A (prg) BAT. 1 =0,1, 即 


(Tf) (a) < le a, i=0,1, (3.2) 


GT @. a) = pa) BRT, H 
FF lg < Millfllp, VF E (3.3) 


Gi) AMi < KM} ‘M1, 其 中 K= K (po, Gos P1) q1, t) 在 legat 
l-e LAR, E5t~oÑt>l h, KÄFER. 
在 证 明定 理 3.1 之 前 ， 先 证 明 一 个 预备 引 理 . 
引 理 3.2 Sl<p<g,l<ma<aim<P <p, 24s 
a. gn 假设 


Go P-Po G1 P-P 1 
fo P- P n PTA L, 3.4 
po q-q Mm -qQ V (3.4) 
Str + 
1 1 1 I 上 I 1 1 
i. 3.5 
Po DG nm? o asa n’ ( ) 
A id 


I>, Ra )lliv = maxia — a0) f © AEL Yao dN], 
(a —9) f aa thlg. (3.6) 
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那么 
CF, Pr < IFI (3.7) 


HE RA z F= Prg = a (3. 5) 成 立 且 等 于 ws E) tE (0,1). Ap Be 


FS 


ba 
i yato- 1 | pr” Iga] 


lt (fr apran) eal” 
-| 各 ( 上 FQ, adu) a|” . (3.8) 


其 中 F(z) = | P, r= £, dv = Am rd 对 (3.8) 应 用 
Minkowski 不 等 式 ， 并 注意 到 及 天 的 定义 ， 得 


1 


æ er 1 : 
If Cy [ge <f ( f PO) er) dy 
Ü A 0 
~ s 
<f U/ if” pease taa ) dy 
A 0 ' 


Fo 
T0 


Ii? 
“LAL oa di 


= 上 Fla — go) [f(a] P93 dp 
=- Í F(a) Pd. (3.9) 


同 理 有 
p epg 人 è f fede (8.10) 


Pms BE 3.2 得 证 . 
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定理 3.1 的 证 骨 RAITAA po Z pi, go <q < œ HE 
来 证 明 . 对 于 po =p, go < qp <20 MAB, HEH eB. 对 
vf Ee LP(X), 考虑 分 解 


f(e) =f? (2) + fale), (3.11) 
这 里 = Be) PE. HL 模 的 等 价 定义 知 
TF =q f a1 {T f). (ajda 
<a f ati KTP) + (Tal) dc 
< gf(2Mojm f at) $8 jeda 
+ el2M)" fo are II fol do. 
QO 


取 8 = Ala) =a", WA 5] 3.2 可 得 


2 Mo Fo 2M, 191 Pr 
irri < MO" (人 ean:) + a) (f Pan) | 
(3.12) 


这 里 
V — Po . g go — Pa . q qi ; (3.13) 
do FP Po qı P- Pi 


4 ||flls = 1 时， (3.12) RRS 


Tfh <C, C?=—* 2M + —P_(2M,)™. (3.14) 
q do di 一 过 


因 球 ， 对 一 般 的 f(z) © X), 在 (2.12) PR IAD - SAB, E 
见 
PFI) < CF lp. (3.15) 
这 就 证 明了 (i). 
(ii) # M = Mo=1, W 8.15 可 写成 形式 
IT Fla < KMS MIN fllp (3.16) 
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210 + 27 g 
g — do di — g 
R, AT KARAS, OT = aT, dm = edr, FR 


JF. (3.17) 


v{r: (Ty Fi > a} = cov{ax: IT f] > a/c} 


Sc2(Myl|fllpe1/a)™ = [cf ey Millfilp./al*, i= 0,1. 
(3.18) 


可 以 选取 cicw Mo = cio Mı =1. 从 而 五 255 (pag) 型 (AB 
B® aidiz=0,1) 算 子 AE 


IT. FEL, < Kllfllo: (3.19) 


HY.) 表示 积分 是 关于 办 取 的 ， 从 而 aed iT flle < Klip 
BD 
ITFllq < Kete fl (3.20) 


一 1 一 村 1.746 
利用 = 二 如 to, Mo = ej Cn 9 易 见 
1 一 i-t t 


FTE, A (2.20) 就 得 (ii) 的 证 明 . 

注 记 3.1 在 Marcinkiewicz RH 3.1 中 ， qo xq 是 必 
要 条 件 . 若 不 然 ， 插 值 定理 未 必 成 立 . 例如 : HERBIE 
数 f(x) e 11(0,1), 构造 算 子 Th =t f flat, BR. TH g 
17(0,1), J = fo fdt < Ifa. 另 一 方面 ， 


ExT) = {x | z € (0,1), Tf (2) > a} = {z € (0,1), 2° 2 J > a}, 
(3.21) 
由 此 推 得 
@Q47sOm, Bf) =8. 
(ii) 4 0 < J < a, Ea C (0, (477), Alf [Bal < (Ilfll/a)?. 
(iii) # J > a, W [Ea] =1 < ([Flli/e)?. 
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Sal, 1 2 0,2) 型 算 子 . 与 此 同时 ， 对 Yp: 1, 有 
fils {fl C < p) 此 意味 着 


|E] < (ey 


从 而 ， 了 也 是 弱 (p,2) BAS. 若 Marcinkiewicz 定理 成 立 ， 则 必 
AT & (pr,2) 型 . Wi ERE pi = 2, MT & (2,2) 型 算 子 ， 
此 与 Tf gL HFS. 

下 面 介绍 两 个 确保 工 是 弱 型 算 子 的 充分 条 件 ， 并 给 出 一 些 
重要 应 用 . 

定理 3.3 设 工 是 一 个 算 了 于， 对 每 一 个 a>0, 工 可 以 分 解 
ALT=T+h, He Ty, 是 oo) MAPK AS, Th 
(pp) 型 (其 常数 col?) HF, WT ES (p,q) 型 算 子 . 

证 阴 (i) 先 考虑 上 ff; =1 的 情形 .由 


(Ta S (Tif)(G) + ALG) (3.22) 
ET Æ (po) MHF, AHEM ID fle < FRR 
(AG) =0. (3.23) 
利用 Chebyshev 不 等 式 并 注意 到 了 是 (p,p) BRT, HA, 


DAY S BAAD SGP f fas PPa. (3.24) 


于 是 ， 


sup et(T7)， (a)]® < (2e)®. (3.25) 
Gi) 对 一 般 的 flr) e L?(X) , BASILE 代替 (2.24) 中 f(x), 
可 得 


i 


sup ol(T ra- }elayis < (2e)s. 


f 
lif tl 
整理 得 到 


sup AFTANA < (2c) ?fllp, 
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BD supgso PIT 有 ),(B)]5 < (2c) 4 flle 故 定理 3.3 得 证 . 
下 面 给 出 Marcinkiewics 插值 定理 及 定理 3.3 的 一 个 重要 应 


定义 31 @0<8<n, id 
igf(z) = Cg Í. Fale -yl "dy = CaKa(a)* f(z), (3.26) 


其 中 Kala) = lal?" Cg = 73 2T(8/2) [T - E) WEF Io 是 
3 阶 的 Riesz 位 势 . 

推论 3.4 算 子 is 是 弱 (pe) BHT, 其 中 4 一 = &， 
O<f@<n, l<p<g< ow, 

证 明 £A > 0, K(x) = Kele) xala), 其 中 xa(z) 是 球 B、(0) 
上 的 特征 函数 ， 记 


K"{x) = Ka(x)-—K'(x), Tf = K'(z)» f, T° Ff = K” {æ)* f. (3.27) 


则 K' e LR”), Kl, < ch8. RT BRARE Dd? 的 ipp 
DAF. ; 

另 一 方面 ，K"€ LP (R"), |K" lp Se At = caX ?因而 ， 
T"! 是 具 常 数 czX R (poo) 型 算 子 . 

对 > 0, 选取 入 使 得 coX ?二 全 ,直接 计算 可 得 


cya? = C1 (2e2) a- pi ai £ Cari» , (3.28) 


当 且 仅 当 PO =1- 3, 即 1/g= 1/p- p/n 时 ，1s 满足 定理 3.3 
RP. Mil Is 是 弱 (p,9) 型 算 子 . 

定理 3.5(Hardy-Littlewood-Sobolev WA €E MH) 设 
B 


-1=£, (3.29) 
q 


lapag, 
T} 


1 
P 
则 Ig (p,q) BEF. 
证 明 推论 34 意味 着 [9 BB (gs) 型 算 子 ， 这 里 
po =F, (3.30) 
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HF, Ja WES (teap BAS, RE 


i 1 8 
ple p n (3.32) 


因而 ， 利 用 Marcinkiewicz H JA (E EI, Jo ŒE (p,q) 型 算 子 ， 
证 毕 . 

wT EH CX, u) ETR be Be RB (CV) E AET A ag BK 
线性 算 子 , a T SESS (p,q) MAN (1 <p <q <20) 一般 来 计 ， 当 
feb, REA TPE L(Y). 退 一 步 ，Tf 是 否 属于 LL? E 
答 也 是 否定 的 . Rif, BO<r<cgHh, Te L-e- Kolmogorff 
HAT TEP (p,q) 型 算 子 与 [Ty 局 部 可 积 等 价 的 一 个 充 要 


条 件 . 
定理 3.6 (Kolmogorff 定理 } DATEAARRRK MER (pg) 


HETT, ELX) Wereg T 是 局 部 可 积 的 ， 
+ AG Kolmogorf 452% x 


(fs rw) <u (-t.) WK) RSs 639 


RHA 是 z 测 度 有 限 的 任意 集合 . 
fi) 友之， 着 丰 在 7,0 < 7 < gq 以 及 正常 数 Mi, 使 得 对 
VK CY, 有 


(h tf ray)’ < Mp(K)* flp, (3.33) 


UTER pg) BAF, HRK M <M. 
证 明 (i)e 


(TAK (a) =v({y € K :|T fly) > a}) = VE, (TS) 0K), | 


网 
(THE (a) < v(K), 


TAX) < (Tla) < ag Miley 
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于 是 


hee aT f)* lada = rf rf 
yy 


Tr 


SAKN" + Oa) NTS. (3.34) 
& v KN" = (MI fhe) N" 1, BI 
N = MIfIp(v(K)) 3. (3.35) 


将 (3.35) 代入 (3.34), 两 边 开 > 次 方 ， 即 得 (i) 的 证 明 . 
(i) 令 K -E(TSf), 则 有 


a(n) = f Td < MEYENII, 
从 而 , 
v(K) < (Atle , Varo (3.36) 
Bl T 32 55 (p,¢) BET, GEM. 
在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 列举 一 些 LP(R"*) 中 一 些 基本 不 等 
式 ， 这 里 不 等 式 均 可 由 前 三 节 的 方法 予以 证 明 : 
Hélder 不 等 式 设 1<pgqirsecpr1+d-l=>-1 My 
Hal < WF lipligll-- 
Hausdorff-Young FSX it 1<p<2, p` +g = 1, M 
fle < Ilp- 
Young 不 等 式 Hl<pgr<o,pt+gi=1+r7!, 则 
lf * alle < WF llellglle- 
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PX Young 不 等 式 1 1<par <w, p +g =1+r}, 
LF * gle < Crell F llela llas. 
% Hausdorff-Young 不 等 式 Hl<p<2,p'+q! =l, 
WF lla < Coll ftlp,w- 
P Young TR 1 <r, pg <00, p7! +g! =14+rt, 则 
If * gll < Col f ilp lallo w: 


则 


则 


§4.4 Lorentz 空间 及 广义 Marcinkiewicz 插值 定理 


RANA, S (rp) BAT BL He gR L 
中 的 函数 f= To 的 次 线性 算 子 ， 即 


[一 17ellzs = supla(Tg).(a)?] <ellglle, (4-1) 


MAT (rp) 型 算 子 时 ， 则 有 
| fils = Eee £ eliglle- (4.2) 


那么 , 是 理 找 到 一 种 扩张 空间 , EREA L, MAS L* 型 的 空 
len? aM LRN RR, MVP CL, 有 


Wl = (pf err EY < o. (4.3) 
MX Y1 < g< oœ (q= 90 时， 和 作 适当 的 修改 即 可 ), 引入 满足 
Milne = (Ef ers) < aa 
的 函数 类 Lpg) 当 g =o Rf, Lipo) = L H g= ph, 


Lipp) = E. 进而 ， 5g < g Ht, Lip,g)— Lipa) aR. W 
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照 弱 型 算 子 的 推广 方法 ， 算 子 工 的 值 域 取 Lip, 00), TEM 
BOE L(r,t) Cc Lir L a, Bp 


IT Flp < CI Ia- (4.5) 


ERME (4.5) A T RH (np) BI. AEA A tn t9 R tg 
型 算 子 ， 得 到 中 则 情形 的 强 型 算 子 ， 则 这 就 很 自然 地 得 到 了 更 
广泛 的 Marcinkiewicz 型 插值 定理 . 本 节 将 围绕 这 一 目的 来 进行 
一 系列 的 讨论 . 

为 了 方便 本 节 讨 论 ， 先 引入 等 可 测 函 数 的 概念 ， 也 称 消 数 
的 非 升 重 排 . 

TEM 4.1 两 个 函数 fix) oy) (可 以 定义 在 不 同 的 测度 空 
fal) 具有 租 同 的 分 布 琐 数 f(a) = gla), MER f(x), gi) 是 等 可 
it] pa BX. 

定义 4.2 设 flz) 是 测度 空间 (M, M, a) 上 的 可 测 函 数 ， 
fla) 是 其 的 分 布 国 数 . 定义 Rt R+ 如下: 


fr(t) = infla; fla) <th t20 (4.6) 


则 称 f(t) 是 f(z) BARA BRE BRL AE FA ER. 
R. FU HE f(t) < oo, Vi > 0. FEAH f*(t) 的 一 些 基 本 性 
质 . 

定理 4.1 f*(t) 满足 如 下 条 件 : 

(i) fF*(t) Æ IEA H A id E E h. 

(ii) AUE SE 

(iii) "(J (a)) <a < f*[f.(a) — e], 0 < E < fla) < æ. 

(iv) 4 f"(t) E t= f(a) 处 连续 ， 则 {hla =a. 

(v) (Ja (ti + ta) < FF Ch) 9 (ea). 

(vi) f(a) 与 FO RME, B hla) = f(a). 

(vii) 4 f © L°(M), W | fllp = fF* ly, 

证 明 Oi) 根据 AR, Ee flx) 4 eR hla) 
的 反 函 数 ， 由 ta) AREF ESE PR, Mi ft) 也 是 
RB SEF A ES eR. 

(ii) E 六 to) 的 右 连 续 性 及 f*(t) FYE RM (4.6) 即 得 . 

(iii) 显 热 ee {n: Amn) < fla)}. MA 


F"|F-(a)] = infin: f(D S Alah S a. 
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B— Hm, Efn: fen) < fala) -el 从 而 
a < inf{y : fen) < f(a) — £} = F [f-(a) -— el. 


lv) EF) Et- flo) 连续 ， 则 取 = o, 则 由 Gii) 即 推 
得 f*(f.(a)) = a. 

(v) h f*{t1) = inf{a : fea) < ti}, f*(t2) = inffa : f(a) < 
ta} 以 及 


( fg)" (ty + ta) = inffa : (fg)«(a) Sti +t2), 


i) FE Sh a EE HE o> fi), f(a) Str 
同 理 ， 荐 8 之 9*(t2), W {8) < tz. RA 


Eapt{f9) C Eal f) U Fata), 


从 而 
(fq) (aB) < fala) + g8). 


因此 ,对 一 切 满足 a > f(t), 8 Sg" (te) B a, p, 有 (fg) laf) < 
fy + te, FH he HE 
(fg) (ti + t2) < oF. 


(vi) HE MAM PG >oagi< fala) EGF, WEB {t: r > 
a} = (0, f(a). 于 是 


UF )e(a) = He: ft) > ab] = Fela), Ya > 0. 
(vii) 由 (vi) 知 
Pow Om Po} = a 一 圭 本 a a 
Wyle = p Í f.la)da =p f Ppt), (a)d 
= f O Pda = |F 


引 理 4.2 设 {fn} E ATM ARN, EX ce M, 
有 lfm tal < lfmgi(t)|,7 = 1,2,1.. an E 了 是 一 个 可 测 钞 数 ， 
满足 Ifí) = limm— æ [fn (el TEM, Tj 
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G tH—Sa>t YnmAmMok, mhla) 单调 上 升 趋 
ja] feat. 

(ii) 对 每 一 个 上 > 0 AO 单调 上 升 趋向 E. 

iE RA Gi) BRA 


EY) = {rE M: fnlz) >a} C Ey = {£ : |f(a)| > a}, 
Aus Bo = En. 那么 由 于 测度 六 是 单调 和 下 连续 的 ,我 们 


必定 有 
(ja = HEÇ?) < A Es) = f(a), 


jim (fad(o) = f(a). 


这 就 证 明 (i). 
(ii) 由 非 升 重 排 的 定义 直接 看 出 


F(t) S fa ET m= 
& T= immo f(t), 由 于 A) E BER AL (ii) 就 得 
(Sm) E) < mA S 
于 是 ， 利 用 (fm):{ 的 单调 性 即 得 
fo) = lim (f(D S t 


这 就 推 得 POSL 另 一 方面 ， 由 不 等 式 ROS Pt). 自然 有 
Es P FEl P(t). GER. 
引 理 43 设 f(z) ee MR, p21 那么 


supaf.(a)? = A < oo (4.7) 
rr >f] 

RY) Fe op ee BE Eek 
supt? f"(t) = A < cc. (4.8) 
td 


证 明 BAO i eA ee, Ale AHA 5) 42 
SR UE H — ARC TT He. 
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设 fie) = > -1 exe, (2). 其 中 E; Z M, pl Ey) >Ü, E EN 
En = {0}, k £j ÆR a > c > ca > en = 0 (EN E ES 
排序 ). © dj = pE) teo + lE Si Sm, Hw do = 9. 在 此 
情形 下 ， 来 计算 Jta) 与 f(a). 

weit He f(a). “4a >a, Ea = fe: [fe] > od = 0, W 
E., fla) =0: o Elna), Ea = fe: |f(@) > oe} = E, 从 
itu f.(a} = dy; z ae lez, C2} thy Ea = E U fa, 此 时 fi (a) = do, 
urs J aA T ab 


fala) = | 有 SR (4.9) 
0, cy Sa. 
同时 .注意 到 PC) =inf{a: f(a) < i} Ay AL 
+ — Ci» dj1<t<d;, 
f w={ 0, b> de. (4.10) 
因此 ， 对 p> 0, 我 们 有 

sup afta)? = sup d? cj = supt? f(E) (4,11) 

w> lx jam i>o 


当 fp BATT MR, FETE IER {fm(?)} 单调 
EF ee | 天 ,于 是 ， 由 引 理 42 可 得 


(fm jel) Z fla), Fat) 7 S'E (4.12) 
由 (4.11) 有 , , 
sup (fm), (a) 7 = supt” f” (8). (4.13) 
HY m —+ oo 可 得 | 
sup a fs (ex) = sup te ft (t). (4.14) 
oe OD t0 


$424.1 由 引 理 4.3 可 见 fe LL < p< oo) 等 价 于 


supt? f*(t). (4.15) 
tJ 
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SEER, TES (p,9) 算 子 等 价 于 
supt? (Tf) (t) < Apallfll YF EL. (4.16) 
根据 定理 4.1 的 (vii), 
pps Tippen = foe Ł pat 
fas f oPa= | FE aar 


由 此 启发 我 们 引入 Etp,9 型 空间 的 定义 : 
EX 43 设 1<p<o01<9<o0Lp,9) 表示 满足 


,fg [7u pan N 
a= (Ef rs) < (4.18) 
iy M BTM BT 2 Be. 

H 1 <p sæ, q= o0 k}, 


Fla = Il, = supt” f*(E) < o (4.19) 


怡 是 了 的 L, BR LY = Dėp, o0). 
注 记 4.2 WVPELlsepsoo, 那么 


(OP EY? = ( [T POP -ur 


(4.20) 
Alt, L(p.p) = L?(M) E l-i 是 范 数 . 对 一 般 的 po 而 言 ， 
由 于 Minkowski KARRA, jle EWS. AT, € 


1<Pp<scecl<e<ooc 的 情形 下 ， 我 们 可 找到 与 上 镍 .上 必 。 等 价 的 
范 数 || loo tE Lipa) € li lpg 下 是 Banach 空间 ， 

注 记 43 Æ] 中 配置 常数 2 主要 理由 是 : 当 了 = 
Elch E Æ Mp AMA RI, a 


|E] a <1, 


4.21 
0, œ> l, ( ) 


fila) = d 
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1, + < | 五 |， 


Finite | fla) eep={ S 


(4.22) 


从 而 


= (a(E))r. (4.23) 

此 等 式 说 明 对 国定 的 p, L(p,9) 是 “LP 型 的 空间 ”. 
定理 4.4 (i) Bo Sg 1<p< oo N] L(p,g) => Lipa), 
iii Hiba < Iflg YEE LPa). (4.24) 


GDR EEE M 上 的 简单 函数 类 上 的 保 序 范 数 ( 即 
对 ae zx, 由 |g(z)| < fel, 能 推出 gl < F, 

(a) 对 YE C M, |xall < {a0}, RA, WO MBS S, 
A WF EAE. 

(b) Xf VE € M, {u(E)}* < [vel], 那么 ,对 一 动 简单 函数 了 
有 Ifl, < Ifll- 


证 明 9 = co 的 情形 : 注意 到 eo TEM, 
1 ope — E qı * si 5 
S070 f u du} 

fy du. a 
<{2 f wr) Ya < Mia 
P | u ” (4.25) 
(4.25) A RX t> 0 取 上 确 界 即 得 
Flees = super f(t) < Fiia- (4.26) 
t>d 
qz < oo 的 情形 : 对 fle) © Lipa), RETA AA 


数列 {fmi} Bl EF T h 于 是 对 每 一 个 t>o, 
frit) Z FE. ef (4.24) 式 对 简单 明 数 类 成 立 ， 即 


fd < Welga (4.27) 
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取 m — oo BRAG (4.24). 
F 1 1% fet fay A as ef EBA (4.24). 无 妨 设 f(x) 同 引 理 4.3 
HE HA TA S| AB i. AG f(t) EY (4.10) 的 形式 ， 从 而 


FEH, a = E: ed? = dË >} (4.28) 


2 二 1 


故此 情形 下 ， (4.24) 等 价 于 证 明 


i a 
TIL TF Ira v1 
Iz az #1 al 
‘3 cP (dy -žo < ‘3 cf (d7 -这 | 


j=1 


1 


q 
X aj(bj — by-1) [de (b? — df _ | (4.29) 


j=i 


这 里 aj = 9， b= df ,ĝ = 2,4, >m > -> üm > 0,0 = bg < 
by <i by < - by OL OSL. 

现 用 归纳 法 来 证 明 (4.29). A m = 1, 此 即 aib < {afb}, 
(4.29) 显然 成 立 . 

现 设 (4.29) 对 m= 六 成立 ,， MOS e<an, > 


N 
pla) = {>> a8 (09-68 Ha (DA bk) = (4% +a B), (4.30) 
iw) = $ aj(b; - 6;-1) + eln — bn) = Al + @By. (4.31) 
j=l 
我 们 H eras z O< N41 < an TF, wands} = lays}. 
ROA AA p0) > 0) plan) 之 ifaw)( 此 不 等 式 中 ， 最 后 
一 项 用 bw HE 1% an 即 是 (4.29)). 另 一 方面 PLT) = B(Ag + 
Bye, 从 而 pie) 单调 下 降 ， 即 pl) BMP, Mil plz) 在 
,ex] 上 控制 着 连接 [0, an] E RI RTE eg Be, AA mi Ee 


gto} > Heh, Giz ay. {4.32} 
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LH hi ae ue WA (2). 


“P i 3K WE HB (i). se UE RA (aj, 由 于 省 :下 是 保 序 的 ， 我 们 
仅 需 对 非 负 简 单 函 数 来 证 明 即 可 ， 记 了 = Djula) 这 里 
Bye En Py PG 7 7S HA 4, Cy > Cg Pot > Cr > cm+l = Ü, “4 


k= 1,2,°+: mi HF, E 
feix) = De Fat ba = Ck M kthe Fp = Ufa. 
直接 计算 ， 容 易 看 出 


de, QS @< te — Crt: 


(f(a) = { ， 


Ct > Ck 一 Ch+1- 


一 ktis t< dka 
dy EE. 


GE) = { k 


MA, BRA 
f= fi), t>0, 
k=l 


# H 


HE 之- Il fall = 2 Palle < Dela 


1 f* at 
-3 RD a Py HOF 


下 面 来 证 明 (b) 利用 (4.11), 容易 看 出 


LF lbp, œw =~ sup d? Cj- 
lajam 


MB EK EMRE FH k MRF, WA 


(4.33) 


(4.34) 


(4.35) 


(4.38) 


(4.37) 


+ (87 > 


& ¢q=enxe,, WO<g<f, A 
Mf loco = dE ex = er {Hl E} = cally ll = Holl < FF. 


注 记 4.4 Lip.) SERE Q = {(21, 22) € R’, O< 21, wo < 1} 
点 全 ,二 联系 起 来 可 对 Lpa) 空间 关系 进行 更 好 地 说 明 . 从 定 
理 4.4 容易 看 出 : 

GMan = 二 固定 ，zs = 了 从 1 变 到 0 时 ， 相 应 的 函数 子 
空间 随 之 变 大 ， 即 


Lip, t) C Líp, p} T Lip, œ). 


(ii) 当 (21,02) Æ O RIT HAREM, 就 有 L(p,p) = L?. 
(iti) FAA? Lp, oo) = LY, SATO SS (rp) 型 算 子 工 等 价 于 


IT Flao £ ALF (4.38) 
dem, AP LT = bry) 3 Lirih RA fle < R TE, 9 
(rp) WAF T RAE D(T}N Lr,1) 就 是 对 于 PH STS 
Ltr,1) P HAR, BE 


Tf < EF J) € DIF) NL, 1), (4.39) 
REDD 表示 算 子 工 的 定义 域 . GR, Bop) 型 算 子 意 昧 着 
(4.39). FOE AR, AS E on (4.39) 所 确定 的 限制 莘 型 算 子 比 
BEA TI, 18 Marcinkiewicz 型 插值 定理 仍然 成 了 并. 

定义 4.4 称 次 加 算 子 工 是 限制 弱 (ip) WAT, WETH 
定义 域 DT) BEER AA cH ee A. A KRME OS Es 
的 所 有 有 限 线 性 组 合 ， 且 当 fee DT) IL), 有 


UT FN og < KENE. (4.40) 

定理 45 设 全 是 线性 算 子 ， 它 把 有 限 测度 集合 已 C M 上 

的 特征 两 数 xg 的 有 限 线性 组 合 映 入 一 个 具有 保 序 模 || -| 的 向 
BAB BEL, # 

Txell < ellxsl = fe E}, (4.41) 
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其 中 ec 不 依赖 于 五, 则 存在 常数 A 使 得 对 任意 fe D(T) 有 
ITAL < A fi. (4.42) 


证 明 若 f(z) > ORF T eR DIT), REM f{x) 是 简 
单 男 数 的 情形 证 明 (4.42). ig 


Fla) = 5 fla), (4.43) 
此 处 f, EE 44 h Se HE. 于 是 ， 


ITFI = | STAI < < x IT Fell < 二 str ea Selle 


k=1 点 一 了 
(4.44) 
这 里 用 到 (4.35) 式 ， MPR RR SHA tif, WRB 
SRA, fe 的 正 部 和 人 负 部 ， 综 上 所 述 ， 可 得 


IZA < AFi A=4c. (4.45) 


注 记 4.5 @STHIN, APH 45 OHM Ee 44 
( 的 第 一 部 分 ， BR, HATAKRERT (次 可 加 ， 正 齐 性 算 
子 ) 时 ， 定 理 4.4 仍然 成 立 ， 

(b) 如 果 工 是 纶 (r,p) 型 算 子 , WT ERS (rp) 型 算 子 . 
另 一 上 方面， 定理 4.5 意味 着 Marcinkiewicz 播 信 型 定理 中 端点 处 
的 限制 占 型 不 等 式 , 可 以 放宽 到 此 不 等 式 对 有 限 测 度 集 上 的 特 
HE A Bee BD AT. 

下 面 来 给 出 著名 的 Hardy 型 不 等 式 ， 可 以 讲 Lip, g) 型 空间 
ae Marcinkiewicz 插入 和 定理 是 Hardy 不 等 式 的 一 个 直接 
FEE 
o R 4.6(Hardy 不 等 式 ) We >1,r > 0, A glu) Æ (0,00) 
ERIA. MY 


(fF [f aoas] may s <f S Jugla” iau) , 
i (4.46) 
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(fF areal eat)" < (f7 oea)". 


(4.47) 
证 明 容易 在 出 (4.46) A (4.47) 式 . 事实 上 ， 取 mu) = 
uglu t) Ht BAER, B 


fo if nwdel| 和 = fy alu)du]?t—? de) 
一 (f gjdo) re 8 


应 用 (4.46) R, HERR v= i 就 得 


(/ ff (a pid) S ye f (wu (uu ‘du 

ae 0 7 fo 

= (B Peg Zura 
0 


T U u 


= (Df ot) Nae. 
r j, i (4.49) 


于 是 ,由 (4.48),(4.49) BU HE (4.47). 下面 仪 需 证明 (4.46). 令 
du = us tdu, 考察 


(f sora) 7 (f stuju’ Fda) < OD f [eh Td 
< (Eyota f ocou Sau, (4.50) 


利用 Holder 不 等 式 ， 我 们 有 


fF ( f adu) ra 
<$ i a | f COC dt 


=e [taurus S rr iat) du 
aye f lottu de (4.51) 


- 190 - 


he 2b FA BU ER op 46 BRK, MA m UE a Hardy 不 等 式 . 


定理 4.7 G2 T AER SS (7;,Pj) BRAM j = 0,1 
Horo < ri, po # Pr: Wits fi — Pp mR B= Bu, $h 4G xf YVE 


DDN Lir, g, A 
IZA < BIE 


HRHi<q¢<oo H 


1 1-8 @ 1 11-8e @ 
一 一 十 — 


po Po FL r ro TL 
证 明 对 任意 fe Lirgj 个 DP(T), 定义 


fia) = f(a), ISG) > Fe), 
| 0, Es e) 
f(z) = f(z) ~ f(z), 


_ _ Lipo -i/p _ lp- l/r 
io liro—lir  Uf/r-.fr, 
fsh 4O<6 < 7, 
fy a 
rie PO men 
PO, 4Ocs <i, 
f*(s), Ys. 


(ft) (s) = | 


AUREL TMA MO, BULB ye NA 


ITF) = HE + FGDs ITF GO| + PAIL. 


对 任意 的 Ys> 0, 上 式 意味 着 


{y € N WPF) > (THY) + (TA) is) 
Cc {ye N: (TSW) > (TEY) 
U{yeN: [PAGO] > (PA) tis). 


(4.52) 


(4.59) 
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利用 (4.59) 及 定理 4.1, 可 得 
(TH LF) (8) + (PAY) 


<(TP TIF Y (8)] + (PF) (TF) (s); < 2s. 
(4.60) 


ae, RCTS WER, Wh s > 0, A 
(TH) (28) < (TF) (5) + (THY Cs). (4.61) 
情形 1. rm < so,g<co f£ (461) PER t= s, 利用 变量 代 换 
B Minkowski 不 等 式 ， 有 


ra = (22 { f arog) 

=(5)*2 uA RETA (28)] py 

coil eero + aaro) 
(2)i2 fa (f Furi at)" 

+hy (ER | . (4.62) 


RPT ALB T ERS (ro, po) 和 (ri,p1) BAT, H 


ETEY < kolf oas E (TIV E) < kahela Yt >O 
(4.63) | 


lA 


进而 ,利用 变量 代 换 及 Hardy 不 等 式 (4.46) 就 得 
(fe) 
(Epp e] a) 


， 1] u a q d 7 
(CE 人 res 区 one 
| 
lyl¢ 


=— ) Nt (4.64) 


dng 


r — To 
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另 一 方面 ， 利 用 (4.47) 式 ， 类似 地 有 


( f a 3 
<f af fit) svi ds 


L ST Peest tas)” 


Pl iT 


(F paroa g) 


+ (/ 广 prisje tas 
cht S eror Ey 


SAh Poet Me) 
Fle + a 7 UV 


4. 64), (4. 35) 可 见 
WTF. < BUF: 


Š 
a) of ( 
irig 
情形 2. Ti oO, g = &, 


(4.57), (4.58) 及 (4.61) 来 估计 PCTS). 
意 到 f*(s)s* < fit. 可 得 


rko 


7 一 70 


Y" 
ETA seut f ft(s)sta lds + catr 
Ü 


TI 
teati f fris)si ‘ds < BIF i 
ETY 


1 T 


T du 


9 (u= t") 
q wn am)" 


(4.65) 


(4.66) 


k 
1 (4.67) 


) 


类 向 于 情形 1 ATER, DRAA 


在 此 特殊 情形 下 ， 注 


qt 

Ta f F(C )s lds 
i 

(4.68) 
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这 里 常数 elyezyea 分 别 是 ca = 27 ko, cy 二 cs = 27k, 而 


el fs 
B= 44" __ 5 ep, — — “3 __} 16 
bap ten aun} (4.69) 


故 对 4.68) 关于 1>0 取 上 确 界 ， 容 易 看 出 
IEA S PIFI o- (4.70) 


HJE 3 n =oo,g=o0o. 注意 利用 Fillo < F E), 完全 
沿用 情形 1 iE BS. 

注 记 4.6 定理 4.7 #26265 Marcinkiewiez #5 {H iE HEE” 
E. BIL, Sper, qp, (4.52) RRA 


IT filo = ITA < BIF < BIA = Billie, (4.71) 


帆 此 推 得 
推论 4.8 Bre LR"), 1l<p<2, H fel yp) ee 
常数 B= Bp, 使 
Wiis < BIF (4.72) 


Ales = foo SF lle < Ila. 


EFU = WF lle = Wf llae < Fa 


根据 定理 4.7 即 得 (4.723. 

Et it Lip o 型 空间 是 一 个 线性 空间 ， 然而 它 所 配 带 的 
El RR-PUR, RHPA ERR. TERK? KR 
个 与 Il - | > 等 价 的 元 数 || ° pgs 使 得 L(p,q) Æ |l- lag 下 就 是 一 
个 Banach 空间 . 我 们 通常 也 称 此 空间 为 Lorentz 空间 . 

我 们 来 寻找 与 机 是 : 屿 , SOM | lg 下 面 我 们 仅 考 
霸 无 原子 的 测度 空间 ， 即 At 不 含 原 子 【 这 时 原子 是 指 其 可 出 
子 集 的 测度 都 是 0 的 正 测度 集 }. 
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引 理 4.9 k ECM, F, = {zc M: flit} > o> OI, 
fala) = ME M 


pel Ee) 

(i) [ities f fr (ede. (4.73) 
f(a) 

(i) f Vion Fat (4.74) 


(iii) 车 u(Mf) > 上 > 0, 则 存在 一 个 集合 B eM, 使 得 (EB) = 
tH 


h fide = [ ft{ujdu. (4.75) 


HEAR 显然 , Adil AT) S Fe). w XE ee EW 
FERR Ad fr = tun, WE 


WE) HIE) 
f Fda f F (edt. (4.76) 
i] 0) 


B-A WE, JERE (fihla) < nib), 这 样 对 Vt > ME) 有 
FD = 0. 因此 


firus f ians f roas f fitdt. (4.77) 


于 是 ， 由 (4.76).(4.77) 可 得 (G). 
6 S * O<t 
g(t) = { Fh Ot< f(a), (4.78) 


0, f(e) < È. 


WE, gtt=fexr, MAA Som ee (4 Ae) 足 简 单 
eet, BRAT H 41 Bi eae ee ee, AES E E 
数 的 并 未 方式 容易 推出 . 对 一 般 的 情形 ， AP M E A ME ai Ep 
可 ). 于 是 


me feirt 
f flan = 上 nian= f glu pda = F Ddu. (4-79) 
Fa M 0 0 
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Gii) AO<t < aM), $ G = {ze M: |F > PER 
HBH= {reM:|f)| > fo}, Ww 


WG) St < pH). (4.80) 


注意 (4.802) 的 第 一 全 不 等 式 是 定理 41 的 直接 结果 , 而 第 二 个 不 
等 式 可 通过 简单 函数 及 引 理 4.2 来 建立 . 由 于 (MY,AM,p) RAS 
子 的 ， 因 而 就 可 以 在 M 中 找到 一 个 集合 Ean HA GCE CH, 
A wf) =t. RO A= fxg, 于 是 


F iuh O< uct, 


4.81 
0, u > £, 


f=] 


故 
上 人 fld = 上 [rldp = ia h*(u)du = f ra (4.82) 


这 就 证 明 引 理 4.9. 
注 记 4.7 由 引 理 4.9 人 与 Gi) 知 


sup 上 fldu = Í J“ (udu. (4.83) 


ECM plEV<t 
4a f JLAR Sb abo 0, H >o, M (4.82) 式 右 端 是 正 的 . FAR 
射 t 

fot f f“ (y)du (4.84) 
ü 


就 是 定义 在 每 一 个 LPM) 人 1 和 PSoo) 上 的 范 数 ， 这 一 点 由 
(4.83) 容易 看 出 . 然而 范 数 之 值 的 有 限 性 则 由 Holder 不 等 式 


lan = f xelfidu <liflplixelle < t” ifle 
E M 
推 得 ， 这 里 steal. 现 令 
六 = 全 二 > f F"(u)du. (4.35) 
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定义 


-a 
Ilio = (2 f esmori) (4.86) 
P Jo t 
XHi<p<wol<¢<w. mM g=% H, 
WF llpco = supt” f** (t). (4.87) 


由 f*(t) IERIE, S 
| (4.88) 
a EA, |e yp,a Fi — PTR, KK Lip, g) ££ Il- |p,q 下 是 一 
个 线性 赋 范 空间 . 4 p=1,¢= 0 时 ， 
fl = sup tf" (£) = sup f ftdt 
i>] t a 
= [ peat = fl (4.89) 
Ril, Mp=lLisq<of, 4 


thas ff rear <o 


易 见 f= 0. 这 说 由， X p=1, || lhe 不 能 定义 7 空间 一 
个 满意 的 扩 
Tepe oo Bh, lipo 5 1- e 等 价 ， 更 确切 地 有 


定理 4.10 # FEL(,4),1<p< o, M 
flit < (Flea < if lo (4.90) 


证 明 (430) 的 第 一 个 不 等 式 已 证 ， 下 仅 需 证 第 二 个 不 等 
式 . 当 1<p<o0l<q<%, 由 Hardy 不 等 式 (4.45) 1 uu 


IF lla = Ga if rua), papa) 


Pd f” uput du) 
< juf" (whut -etdu) 


ES € [wero ~ TELLIN 
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4l<p<w,q=0, 有 


t 
fo 


i 1 t i I 上 
全 六 的 = 全 人 PP lujdu =t77! | u Pur f"(widu 
0 


< fot? f uP du = TAF io “4.90 


对 上 式 取 上 确 界 可 得 
, P * ， 

定理 4.11 设 1<PSeol<sg<scc 则 二 (pg 在 1 .vv 下 
是 一 个 Banach 空间 . 

证 明 KEE Lpa SEER AT, MN peo 时， 我们 仅 对 
q= oo HM T Loo, 00) 空间 , WA Lio, 00} = LB, Mit Loo, 00) 
完备 . MRAM 1 < p< co RM. BH ff} 是 Lpg) 中 
Cauchy FRI, FERALAS L(p,1) > Lip.) — Lip, œ) = LE RSI 
理 4.3 可 得 


supaufee M:[fal2]—fm(a)l>e}4+0 (494) 
o> 
特别 ， {fm} ME ee EA, tile, di Riess €R, FPE 
子 序列 {Jm} MAR f{z) 使 得 


fing > fle) re M. (4.95) 


FE, Vd > 0, FE jo = 70f8), Sin > jo WT, € 


l fn ~ fi lpg <Ò, (4.96) 
现 令 Gk = Fnr ~ isd = f 一 Fis FH Fatou 定理 
f {gldp < fim inf f [gx idi, (4.97) 
E -oo E 


这 里 五 C AM 可 测 . 和 于是， 由 (4.82) 式 及 Patou 定理 OCH Il lis， 


表示 出 来 ) 得 
Wf — allege = lialle <å, (4.98) 
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从 而 就 证 明定 理 4.11. 
注 记 4.8 (i) 4p=1l<q<oof, Lpg) PRERE. 
(ii) M1l<psoo,l<¢g<oo Bf, Lo 有 范 数 ilos 
Gi) p=1,9=1 F}, Lipa), AER Ita =: lha. 


64.5 抽象 捅 值 方法 及 Stein 型 插值 定理 


前 儿 节 主要 研究 了 I? 型 空间 (eS Lf 空间 ， Lorentz = 
间 Ligh PHS RPAH, Bin, WAH RAT 
M. Riesz 型 的 强 型 插值 定理 : 通过 引入 分 布 函 数 及 空间， 证 
明了 经典 的 Marcinkiewicz fia eH. 进而 , 通过 引入 可 测 函 
数 的 非 升 重 整 及 Hardy 7.8 xt, fF Lorentz 空间 Lp, 中 建立 
J FX Marcinkiewicz 型 插值 定理 , 与 此 同时 , 利用 这 些 插值 定 
理 得 了 许多 经 典 的 不 等 式 . 

作为 本 章 的 结束 ， 本 节 我 们 着 重 介 绍 一 盘 的 捅 值 方法 ， 即 
STE RSE. 它 对 将 来 更 好 地 了 解 一 般 中 数 空间 
很 有 帮助 . 另 一 方面 , 作为 应 用 我 们 将 给 出 解析 算 子 艇 的 Stein 
型 插值 定理 . 

线性 算 子 的 插值 理论 日 趋 完 整 ， 内 容 丰 富 ， Ci athe 
推广 到 一 般 Banach 型 空间 上 . 其 基本 框架 与 内 容 可 者 述 

设 V 是 拓扑 向 量 空间 ，4A?, AT 是 两 个 分 别 以 || 和 外 
为 范 数 的 Banach 空间 ， A°, Al 可 以 连续 嵌入 到 .在 44 门 4 
引入 范 数 jallaona: = max{ilal|©, aY}, Æ A+A! = {a = aot 
ar do € A°,a, € At} 中 引入 范 数 [lalapat = inf{ [lool], lary : 
üg € AP EES] € A}, a = ag + ay}, qi A°n A! GA°+ Al AR AY Banach 
空间 . 4 与 4' 间 的 中 间 空 间 是 指 满 足 


AIMAlicCcACA + A! 


的 性 一 Banach 空间 A 
$l) 5.1 H AP = LP, Als L?!, 1 < po, Pı S o0,¥t € [0,1], W 
LP te — 个 Lm 与 Lm 之 间 的 中 间 空间 ， 这 里 去 = itg i, 

定义 5.1 OT ALA 到 自身 的 线性 变换 ， 满足 

OT E — I AG =0,1 EARE A 到 自身 的 有 界线 
性 算 子 ， 而 A’, Al 的 中 间 空 间 4 在 每 个 这 种 线性 变换 下 都 是 

不 变 的 (T(A) CC A); 

( 订 开 在 站 上 的 眼 制 也 是 4 到 4 的 有 界线 性 算 子 . 
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MPR A 十 A? AL 的 线性 插值 空间 . 

例 5.2 在 例 1 t, HAR t & [0,1], 利用 M.Riesz 插值 定 
理 ， Le 是 Lm 与 Lm 的 线性 插值 空间 . 

线性 算 子 插值 与 线性 插值 空间 基 两 个 密 不 可 分 的 概念 ,在 
线性 算 子 播 曹 的 抽象 理论 中 ， 基 本 问题 可 表述 如 下 : 

(i) BA Banach 空间 A’, A’, fy AGES (EAS AD 
间 的 线性 搬 值 空间 ? 

(ii) 丰 何在 给 定 的 Banach 空间 A° F0 A’ Z Jel fA te k ES tA 
空间 ? 

(Gi) BTR A+ AF B+ B11 上 的 任 一 线性 变换 ， 它 在 
Ai(j=0,1) 上 的 限制 是 AP 到 B37(7 = 0,1) LAR AREAS. 
HABA SA 的 线 姓 插值 空间 ,那么 是 否 存 在 B? 和 和 Bi 的 
线性 捅 值 空间 B 使 得 荆 在 A 上 的 限制 是 A 到 B 的 有 界线 性 算 

? 


WwRABRA SA URHR EA AH BH RR E E 
fill, BB 是 另外 两 个 Banach 空间 B? 与 Bi 以 同样 的 方式 得 
到 的 线性 插值 空间 . BA, 是否 每 一 个 从 A+A > Bos Bi 的 
线性 变换 (CE A 上 的 限制 是 A 到 BI ESE ART) 也 把 A 
E SE Wh FI) B? 

Gagliardo 回答 了 第 (i) PR, 与 此 同时 ，Gagliardo, Lions, 
Calderón 创立 的 复 插 值 方 式 给 Gi) 一 个 肯定 的 回答 . REAR 
过 于 一 般 ， 这 里 不 予 详细 陈述 . WRK. (i), Gv) BRB 
要 的 、 Lions, Peetre 和 Calderón 等 给 出 两 个 插值 构造 入 定理 ， 
全 面 回答 了 Gi) 与 (iv) 中 的 问题 . 

Calderón 的 复 插 值 方法 . 我 们 首先 陈述 Calderón 给 出 的 
复 捅 值 方式 ， 进而 来 证 明 抽 象 的 Calderén-Lions 插值 定理 ， 作 
AWA, Bis REY Stein 型 插值 定理 ， 

€X 5.2 设 吾 是 一 个 Banach 空间 ， 卫 是 复 平 面 上 一 个 
ei, ADA BIA T: zb) 称 是 解析 ,如果 对 EB”， 
maw z bep 2D LN RR i ewe. 

EX 5.3 F(X, X) 来 表示 定义 在 带 形 区 域 A= {z € 
0 < Rer <1} 上 而 取 值 在 Xo+ X 的 函数 所 组 成 且 了 满 


C 
KE 

(a) fH AAR A= {2E C,0 < Rez < 1} EAH. 

(b) 在 A LES, A Ilfilxoox, BF. 

(c} 对 于 一 00 < t< too, flit) © Xo, te flit) 是 【一 oo 十 olj 
到 Xo AER, A 和 fF( 计 省 x。 有 界 . 
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(YF -ec <t < +o, f0 +i EX, Etel tit) BR 
到 X HEZAKE P+ l AH. 
车 引入 范 数 
FT| = Were = max{sup FCM x. sup FC + itll t 
(5.1) 
fll} 天 (Xo, X1) 是 一 个 Banach 2 fa]. Xt vt ¢ [6,1], E 


N, = {f; f © FAS t) = 0} (5.2) 


MX, =F(Xe + X1)/M 自然 亦 可 以 认为 X, 是 由 一 切 fer 
B f(t) Xo 十 XX 的 函数 所 组 成 的 线性 空间 . 车 视 XX 是 通常 的 
商 空 间 ， 其 范 数 


lallx, = infi lf hrx feEFAo Xh flt) = a}, 


Wi) X, 就 是 一 个 Banach 空间 [这 里 假设 X00 X 关 {G}). 

BR, X EX SX, 的 中 间 空 间 ， 可 以 证 明 XX 是 Xo 与 
xX, 的 线性 插值 空间 ， 同 时 ， 对 于 (ivr), 我 们 有 

定理 5.1(Calderón M) YO, yi 是 两 小 Banach SiR), T 
是 从 Xot X, RA Y+ 上 的 线性 映 盘 ， 它 在 后 上 的 限制 是 
X BRE YG = 0,1), FA 


(Telr, < Mylzllx,, VaeX;, j=0,1. (5.3) 


MA, TY X: REY, 且 满 足 
Felix. < Mi Millel|x,, Wa € Xa (5.4) 


BE A AB LE Te a BAB, KA Calderén-Lions 插值 
定理 ,为 此 ， 先 引入 一 些 基 本 概念 ， 

定 尺 5.4 EX AR MBS, X EMR 0, 
称 是 一 致 范 数 ,如 困 


eni 一 0, <=> zal 0, n+ 00. (5.5) 
WRO S |p 0? 一 至， 定义 
leha = mla + atl 2 = y + 2} (5.6) 


- 201 : 


命题 52 | -| 名 与 | - 9 Bee Be X 的 两 个 一 至 
范 数 ， 则 

(a) | + 十 一 个 范 数 . 

(b) 记 Xo, X, X 分 别 是 辐 量 空间 关 E AE A 
[fla 下 的 完备 化 空间 , ABA X 的 恒 等 上 映射 可 以 扩张 成 Xo > X4 
以 及 Xi X 上 的 连续 单 射 . 

“证明 (a) 仅 需 证 明 el, —O,e CX, pr =0. KEM, F 
在 {un}, {Zn} 满足 z= Yn + Zn, H 


Wr —> 0, tm —>0, neo. (5.7) 


然而 ， 


因此 ， 由 (5.7) 以 及 -上 9 与 范 数 | 是 一 致 的 , He =O. 从 
mi HE l 是 范 数 . 

(bo) 因 -| < [+ |, (Xo c X+) 因此 ， 恒 同 算 子 i 可 以 
唯一 地 扩张 成 从 Xo BX, 的 连续 上 映射. 现 来 证 ; BAN. 设 
x E Xoil) = 0, WA E £n € X HE 


J0 j.i 
za D r, 2, = ifn) 0, 2 oo. (5.8) 


而 (5.8) 的 第 二 个 极限 式 意味 着 存在 {yw}, {zn} E X 满足 ta = 
Ya + 2n 和 
El a 
Yn 20, Za 0, moo. (5.9) 
因此 ， {0} l 
Zn = In — Un y t, Th oo. (5.10) 


LAIO 4g HO 是 一 致 的 ,从 而 en So. FE, H (5.10) 
fe pik it 是 单 射 

注 记 5.1 命题 32 WEER. Bl le 是 范 数 ， 电 扩张 
映射 Xp eX, Ri X OX, WES, WY a e 是 
一 致 的 . 
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根据 Calderon ARM, MSS X 在 上 述 三 类 拓扑 下 诱导 
的 空间 分 别 为 Xo, Xa, Xp. 记 FLX) = F(X XN) 是 由 定义 5.3 
所 确定 的 空间 {其 元 素 是 由 A RX, 上 的 抽 蒙 函数 组 成 ), 则 有 
”如 下 结论 : 
命题 5.3 (a) F(X) 是 Banach 空间 . 
(b) 对 vie (0,1), FEE N: = {f © F(X), JE) = 0} Æ lil- Il 


意义 下 是 闭 子 空间 . 
证 明川- 川 的 非 负 性 ， 次 可 加 和 性， 正章 性 是 显然 的 ， 利 用 
三 线 定理 及 秸 计 -|| 世上 -3,j3=0,1, 有 
suplf (zs < sup fiH- < WF (5.11) 
ZEA Rez=0,1 


PL, AI = 0 BRB f =o, ee Ill- li FX 的 范 数 . 现在 
GER F(X) 完备 . id {fn} 是 F(X) 中 Cauchy 7), ABA (5.11) 就 
BRS a FA k— RAAF fie) Ai eM 5.3 (a), (b), 
(c), (d). 与 此 同时 F(X) 的 完备 性 意味 着 Ni 是 闭 子 空间 . 

注 记 5.2 G) X= FX, Vf) ox, EM 


ALAS? = intl! Filey. f € F(X), f(t) = 2). 


Wik, XC X,Ghe—w#ee E 是 一 个 常 值 函数 ], 即 天 与 元 
的 某 个 子 集 相同 . B - 

Gi) Xt 2X, 的 子 集 ， 并 且 XOX. RM eX, 即 
F= Fre X, WX REX, 的 一 个 子 集 相 同 ， 进 而 由 
(5.11) 可 得 

HF, = Hl < inf {HSI F € FOO, F(t) =2} = MAN 
5.12) 

此 说 明 K, XL GX ABM LF = UF lec). 

(ii) 记 X, = {s| rce XN 是 在 范 数 


a = int {iF zo  f£€ FCO), FQ) = 2)} (5.13) 
意义 下 的 完备 化 空间 ， 综 上 所 述 有 


Cy X,, (5.14) 


并 且 单 位 映射 是 连续 单 射 ， 
“t=O, X= Xo. WHE, WVee XX, 用 -中 HR 
原来 的 Xo 中 的 模 ， 如 果 fe F(X) A f(0) = 二 x, 显然 


zl < sapih Fey), IF + ty HIN- 
yeER 


因此 

[xi]! < inf {FH : F(0) = a}. (5.15) 
相反 地 ， 设 e > 0, 考虑 f(z) = ee, BR IFC = lla]. 
E c 充分 大 可 使 supyeaflF(L+ iyi} 充分 小 ， 因 此 


{zl = ii 了 (0) = 2}. 


TR, ARO 也 正好 是 原来 Xo SH PHB |) +O. AB, 
当 ‘= 时 也 可 证 明 . 
mite, SAX, 是 Xo AX 的 线性 播 值 空间 ， 相 

应 的 站 a Æ o 中 与 1 的 插值 模 ， 进 而， 可 以 证 明 
X, =X; = F(X)/N,, 4# M [RS]. 

ow 5.4 (Calderén-Lions 补 什 定理) EX MY ar RA 
EAE I NU IY A IP WY) RS. BTC) 
是 定义 在 A ERE CXL Y,) LRH Re PEER 
子 且 具有 如 下 性 质 

(1) THD: X > Y, Vt E (0,1). 

(2) 对 Vy € R,T (iy) € C(Xo, Yo), H 


My = sup Tylec r) < ee. (5.16) 
yE 


(3) 对 Yy € R, PO + iy) € F(X, Y1) H 


Mı = sup (2G + ey)llecx, yyy < (5.17) 
y 


Ba, H Y e (0,1), 8 THX, CY, H 
ITO ry < Mg MI. (5.18) 
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证 明 ik U(z) = MiM Tih 易 见 UV(z) 与 T(z) 具有 相同 
HER, PRA AOA U(z) 在 Rez = 0 BR Rez =1 LH LAE 1. 
A, ARR ATE, JRE io = ML = 1. RSE FLX), 那么 
TO 是 定义 在 A LRA Y, 上 的 连续 有 界 耳 数 ， 并 且 在 和 A 上 
解析 . 因此， 由 假设 (2) 与 (3) 得 


ITS < FW, (5.19) 


ITA + yf +e? < HF + wil? (5.20) 
利用 三 线 定理 ， 映 射 了 :下 (X) > FY) Jf) = T(z)f(z) 满足 


.Tree 一 Ph) £ 1- (5.21) 
Hit, Bid 
NF ={f € F(X); ft) =0}, NY = {g€ F(Y); g(t) = O}, 
(5.22) 


显 见 JINA, = NY. 因此 ， 可 将 BAM OY, SORE 
we Saf 
Jhi XA 4 Y (5.23) 

AF J, eS re LEA AIA = TE Bu, A = T(t) + X: 
就 被 说 为 在 X FRX, 上 的 提升 . 最 后 , WT: X> YX = 
Ki BA Y: = Yr, mm TOX] cK. 

SH55 <M, M> 是 go- FARK AMSM. #1 < 
Po < pi S œ, WX = LMM, dp) OL (M, dy), | | = If - Up, 
WW = Weller. 那么 X: = (M, dy), kM t e [0,1], 2 = tE, 
we, Ste ip =oo 时， X, BAR X CDE |- lo FH CH 
化 空间 . 一 般 来 讲 ， 有 X c LPM, M). 

证 骨 (1) 先 证 明 对 任意 的 简单 函数 w, 记 


elt? = {lye ve € (0,1). 
CHE hellp = 1, 否则 可 用 e/|ellp, 来 代替 wp. 定义 


F(z) = pl) (zre +- ) exp(iarg o(-)), (5.24) 
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易 见 ， 对 每 一 个 z EA, BA feex 
Flav) Eha (M,du) = 上 pa) poliu Hiiva dji(x) 
=f elo au(e) =1. (5.25) 
M 
Wẹ pi = 00, IFO + iyl = 1, BA, 5p <œ, A 
MECL + EHE caran) = 人 [p(y rer ie D] da) 
7 J kols) dez) = 1. (5.26) 
Af 


Pave, || FI] = 1, 进而 
WON? = ee <1. (5.27) 


另 一 方面 ， 由 于 Se) =, AT loll <1. 这 就 说 明 对 简单 随 数 
Ve, pl < lello- 
FAKER TEEN. wf EFX), pM ENKE 
HA. 记 
giz) = | Ce tU- ) exp(iarg y(-)), (5.28) 


此 处 gi! 二 1 一 pir!. 由 于 了 是 定义 在 A 上 且 取 值 在 XX, 上 的 有 
FH BA, BA H(z) = fy f(z)g(z)dp 7A LA RR. A 
HERES, HE) = fy pf(t)dp 满足 


HH < sup{| A (ty) RCL + iy) 
< sup tll fiw ero laln) zas, Fl + isilen flg( + iylen } 


< (sup{llf iy) | Ero F + iy)l rr: H 
x sup({||g(éy) Il x20, |g + ty) |e }) 
= WIFI ai = Helles LILI, (5.29) 


x Bf AD ||| ||| ee LPO 与 LP! TRAE A, fg BS II] E H 
be 与 Lo 所 派生 的 . 进而 ， (5.29) 意味 者 


| f pF (dnl < lola NST (5.30) 
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从 面 


Fee < MAN. (5.31) 
MB feu +N, 这 里 当 是 简单 消 数 ， 由 (5.31) TAI 
JO = ink OF > lz: (5.32) 
KIE, et FERC EAR y, 有 
Hellen = lel. (5.33) 


RPA X = Laon A fay Se pk BA OX, BE LP+, 则 推 知 Xi = LP. 

定理 5.6(Stein MEH) K(M OM NY) Bo SRM 
度 ，1 < po P 的. an <œ. 假设 TC) BELE A ERE 
CILP M du) + LA (M, dy); L®(N, dv) + LP (ON, dr) 上 的 一 致 有 
界 连续 函数 、 在 A 上 是 解析 的 算 子 ,并 且 满 足 

(i) Tisy EPO LP > Loo OLD, z EA; 

Gi) 对 所 有 yE R, Tiy) € C(L°(M, dy), BD (N,dv)) A 


My = SIP NP (ey) |l eero, Lw) < oxy (5.34) 
ye 


(iti) 对 所 有 y €R PU + ty) © LL (M, n), L” (N, dv)), A 


Mi = sup (7a 十 egy) erer „LT ) < Do， (5.35) 
yoR 


则 对 任意 te (0,1), T(t): LM, du) > LYN, dr) A hit 
Pl ee rr, nas) < Mi MÌ, (5.36) 
pr =tp + (1i gq = tg +(l -thg {5.37) 
证 明 南 命 题 5.5, 取 Er = X,, LO 二 Yi. 利用 Calderón-Lions 
型 插值 定理 即 得 Stein 型 插值 定理 . 
注 记 与 ,3 _ 在 Calderén-Lions 插值 定理 与 Stein BIAS 
ee, SAX, HX, WERE PRE RATER. 
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(it) ASS ea AEE H RT APE, BD E T Gg 
BR ob, JT) Alude) ERNEA. 定理 5.6 同样 成 
7. 

[ii) FART) =T 时， 那么 Riesz 插值 定理 是 Stein 插值 定 
理 的 一 个 直接 推论 . 


下 面 介 绍 Stein 型 插值 定理 的 一 个 推广 , 
定义 $5.5 设 A= {z6€C,0 < Rez <1}, H zea, T, 是 一 个 


HERT, HELLRE LDM) 中 的 简单 活 数 空间 ， RERE N 
上 的 可 测 函 数 ,， 使 得 当 f E M) 中 的 简单 隐 数 ，g 是 LHN) 
中 的 简单 阔 数 时 ， (Tg FEN KÆTTER A. MOR 


> Í (T, fygdv (5.38) 
N 
在 A 内 部 解析 ,在 A 上 连续 并 存在 常数 a<7, 使 得 
已 一 log | f (T; figdy (5.39) 
N 


EA bE — BOR A, MUA RE aK {TL} 是 容许 的 . 
定理 5.7(Stein 型 插值 定理 ) 设 {T.}(c ea) 是 容许 的 线性 
AT, X — LM, du) 中 的 简单 请 数 了 满 是 


I Fes F ligo < MoI Flipo iy lle, < Mi (nlf, (5.40) 


其 中 Li pj, gj =, Mi = 0,1) 不 依赖 于 f, 且 对 某 个 b< 
满足 


sup el log M;(y) < o, j=0,1. (5.41) 
yek 
WAOst<1, 存在 常数 Mi, 使 得 对 一 切 简 单 范 数 六 
IFF ha < Ml fly, (5.42) 
成 立 ， 这 里 ppt = tp (1 tpi ,gr = tar + (1 thag. 


为 证 明 上 述 定理 ， 先 引入 一 个 推广 三 线 定理 . 

引 理 5.8 设 F 是 A 上 连续 在 A AEN., Hj a<r 满足 
sup eviloglF(s + iy)| < oo. (5.43) 
O<e<1 
peR 
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则 


sinnz {°° log | F (zy)| log |F (1 + iy)! 
log |P) < 2 fis 一 cos TL + | d 
(5.44) 
注 记 5.4 (i) AAR BRR Poisson 积分 表示 公式 容易 
建立 此 广义 三 钱 定 理 ， 证 明 参 见 Stein-Weiss 书 或 Tribel #. 
Gi) 直接 计算 


1 ft ina 
=f ar dy = z, {5.45} 
2 Jæ coshay+cos7z 


+oo ， 
3 ia cosh ay ees TE dy=1-r. (5.46) 
特别 ， 假 设 Fly < mo, [FU + iy)| < m 及 IF| 在 和 中 一 至 
有 界 (代替 (5.43), 则 从 (5.44),(5.45) 及 {5.46) 即 得 LF (ae + iy)} < 
mo "mi, iE E122 HAY Hadamard 三 线 定理 . 
定理 5.7 的 证 明 S fe LM) Mee LN) Ee we 
HR E 
FIle ela {alles 


EA p=p,¢g=q,¢1+9 =l # 


f=} axe, 9 = >, XE; (5.47) 


了 一 1 k=Í 
类 似 于 Riesz jf fE mi, HE oR 


Pla) = f (fd = $. las bal Papal), (848) 


j k=1 


Eib, qala) = Oto) f Tixe dy. AF {7 ERISTA, 
于 是 F{z) 满足 引 理 5.8 的 条 件 及 


l | fiy? = IFIP = [friyl?’, 


Ti Iq" qı (5.49) 
| Giw| o = |g! = [g1—iy| 1 


. 909 . 


Is Bid Sie H Riesz 证 理 证 明 的 记号 .利用 Holder 不 等 式 就 得 
\F(éy)| < Moly), JEG + iy) < Mily). (5.50) 


因此， 利用 (5.44) 可 得 


|f Engi 


sin at T { log Moly) 
2 ~ Cosh my — cos nt 


= |F(£)] < exp | 


log Afi (y) 


cosh ry + cos miT] = Mi (5.51) 


注意 到 | 有 | 一 SUP |g) = Íy Tif ` gdr, 就 得 估计 (5.42}. 

注 记 5.5 HAGE fel Ae ew Bea a HE, ER 57 意味 着 对 于 解析 
The T; 而 言 ， 如 于 Tiy 是 上 其 常数 Mo 的 (po; qo) 型 算 子 ， Li tiy 
HARM, 的 (pg) WRT, 则 于 是 其 常数 1 的 (or. a) 型 
算 子 . 

实 插值 方 法 {Peetre 著名 的 大 泛 画 方法 ) 

BEV Æ itiha, Xo, Xa She AE | - So AT [Eda 
9 700A) Banach FA. Xp OV, X) OV, EX +4 X, 上 引入 
Peetre fff A, 72 A. 


K(t,2)=K(te,Xo,X1)= inf {lzoll + till} (5.52) 
rot Xen Ex, 


定 兴 5.6 Bee (0,i),1<q< co, BA 


(Xo, X jeg = {s:r E Xo + Xi, liz; (Xo + Xie all 


= dt. 1 
= Fi 上 下 所 本) < ooh. (5.53) 
0 
“g= oo 时 ， 
(Xo Xt hea = {zx rE Xy + Xj, He; (Xp +X ell 
= sup t~°K(t,2)} < co}. (3.54) 
Dt oo 


Hid 5.6 (i) (Xo+ Xijeg fl £q < 20,0 <8 <1) 就 是 实 播 
值 空间 ， 可 以 证 明 (Xo+ Xile 总 是 Banach 空间 . 
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Gi} 4 Xn A 是 复 空 间 时 ， 人 仍然 可 用 实 值 方法 得 到 复 搬 值 
空间 (Xo, X1)e 

定理 5.8 设 TÆ VA VERET, T XG =0,1) 
的 限制 是 X; FX, PREM M 有 界线 性 算 子 . MAT EH 
EA (Xo + Xijog (1 Eg w0< d< 1D) 的 限制 是 一 个 从 
(Xot Xile 到 自身 有 界线 虱 算 子 ， 并 且 


Fa, (Xo + Xi jeql] < Melz : (Xo + Xidoqlh (5.55) 


这 里 Ms < Mi~®M?. 

WAR 容易 看 出 (Kot Xj PRES, WE, TE 
(Xo+X1ieg 上 的 限制 是 线性 算 子 , TE, We = zo 二 x1, zo € Xo, 
zi € Xi, 有 Tz = Tro + Tn, 直接 计算 


K{t, Tr) <inf(||Prolle + tlre lh) 
<Woinfllzolo + (Mi Mg" zi) 
-MK (Mi Mg! £). (5.56) 


PILAR TP wa SP, FP AA AA op E HT M, 


i 
了 


和 dt 
(Tæ, (Xo, X1)a,¢l = f °K, Tl) 
Ü 
a ð 4 dN G 
= IMK (tM My", 2)? 
0 


=-(/ (78 MIT? K MPK (r, x)|! gy) 
ü 
= Mo” Mille; (Xo, Xi )oqll: (5.57) 


因此 ， Fre €(Xo,X eg FAME (5.55). 
注 记 5.7 (i) 在 证 明定 理 5.8 中 ， 实 际 用 到 Mo > 0, 通 过 极 
限 过 程 ， 对 Tl = Mo = 和 时 仍然 成 立 ， 
Gi) 着 人 了 YE 了 芒 和 YY 那 各 对 0 三 日 过 1 
l<g< nm, 
(Xo, Xile — (Yo, Yee: (5.58} 
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例 5.2 24 Xo = L', X= E, V ERE AREH. 容 
易 证 明 K;(t) = K(f) = fo f*(u)du. > 


Filer Eea = (/ (t-8.K(t, pvt) 3 
-人 [ poat)" 


(E, L” J-La = L(p, q). (5.59) 


思考 与 练习 


1. 设 工 是 (mo BAT. 也 是 (pi;91) BRT. poses pi, 
Mist Ef eC DN LP(M), 存在 {fm} C S(T BR), 使 得 
lfm ~ fle F 0 A 


T fim ST f, m -> oo, 
这 里 也 表示 (MLM, m) 上 全 体 可 测 函 数 所 构成 线性 空间 . 
2. 证 明 L?,(1 < p< eol 是 拟 赋 范 空间 ， 
3. 证 明定 理 2.3 的 (iii). 
4.2 T 2 (p,q) BAT, WT AB (p,q) 型 算 子 ， 反 之 未 
W. 
piz) 是 R* 上 非 负 可 测 阔 数 ， 且 有 |{x € R”; p(z) > 
HILS t> 0. 令 du=yX(a)de, RIES 
(i) wn{r ER"; pla) <t} < 2et, t > 0. 
(i) 存在 常数 Ay > 0. pS EA 


(/. Ape ayie) <Apllfil,, vf(r)} € LP(R"). 


g E€ LY(M, du), RATA 


falhi < /flollglia, 


212 . 


Sep ltt ai {提示 : fe A LARRA F(z) = fy, fet dy). 


7 (Haut fie). Wl sm <p So, log < qo < 
oo, OM, yu), (Nive) fb o - 6 RR ZTA, 设 丁 是 LPo(M, dy) 到 
LP(N dv) 及 LP (M, dy), WL" N dr) 的 有 界线 性 算 子 ， 则 对 
te (0,1),T 可 以 扩张 成 LEM, du) 到 LEN dr) GARBER 
TA 
WEE hae S Chf loew 


这 里 1 = mt = = 1+ 4, Ci EEB pi, qg t RAFT 
EnaA. 

3 (Sobolev HAR Sst). HOA <n, & f € LPR"), A € 
Ere"), E+ $44 =9,1< pr < oo M 


TJA 
JI AAR dady < Cyr nll Files (alee 


R- R” 
9. > 
4 { log t> 1, 
log’ t = 
0, O<?< 1, 
称 满 足 
j IFIP log? | flde < ec (x) 
Rn 


的 全 体 是 Zyemund BWA, iH LPlogt L(X),1 <p< co. 显然 
x KEREN, LHK) C LP logt L(K) C L(K). 证 明 : 

Zygmund 定理 WT EB (pop) BRS Ga) ERT, 
l<peg< 0, 则 对 每 一 个 fe Lio" L, TI € D(H 
v(K) < co), A 


f ITF) Pde < (E) +f ea + log* FEN) 


10. 设 有 一 簇 算 子 {Tyhaxcoa, 且 每 一 个 T 都 是 弱 pp) 型 
Rr, l<p< oo, BP 


p 
fe ER": [BA > a) < (hr) | 
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其 中 (f) oF dd)’ <w, 0<0 <1, WE 
1 
T(x) = Í Ty f(a)dr. 


iE AR T RR (p,p) 型 算 子 (提示 : 用 Kolmogroff % fF). 


11. 设 f(z) 是 测度 空间 (MM) ER, OR 
HIER BS, y> 0 是 常数 ， 者 


j= | f(z)， 当 |f(z)| > 产 () 时 ， 
0, Kf < Fee) 


m f= f fe, 则 


tys Fih MO<3a <0, 
graft MEY < g, 


apy fray), O0<8<07, 
fi (3) 7 | f*(s), uae <s. 


12. 设 f(x) 是 测度 空间 (MM, e) 上 可 测 函 数 ， 则 
1 D 
*+ = * 一 + a i 
(F™ (8) = F"E) + afat (ajda 


13. 证 明 


(提示 : 利用 初等 不 等 式 (9*4 < gt Ser 
14 (Calderón 引 理 ). H1l<p<co,log<r< oo, vial 


a 


Fle < Glen Se" lFlk@a)- 


{提示 : AR 35.) 
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未 


15. & f e LR") 证 明 
f f (r)dr = tf*(t) +f falajda. 
0 f*(t) 


(提示 : AA l 的 分 布 函 数 表示 公式 . ) 
16- 证 明 引 理 5.8, 并 验证 


Ji sin Tx J 
2/_,, coshy+cosaz yee 
17. B A? =f), At = L”, fe Ll +L”. 证明 
t 
KES = f Fjar 
0 


18. 证 明 注 记 5.1 中 的 结论 . 
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第 五 章 极 大 函数 理论 与 BMO 空间 


设 f) Æ R EWERAN, Qr r) ÆA z = {£1, En} E 
月 ”为 中 心 ， | 由 积分 中 值 定 理 可 见 
lim SOE S Joen fyady = f(e), (0.2) 
这 里 m(O(2,r}} A O(a, r) EAR. i olr) Æ R EREA 
Fi Q(0,1) 上 的 特征 函数 , 令 ple) =r pE) Ww Lf = f * p, 
直接 验算 


二 站 一 于 + pp = flyjdy > fls), r—30. (0.2) 


1 
m{Q@{z,r)) Jate.r) 


因 {o} TE Sue, ea ?正则 北原 则 ， 故 对 任意 S ERY), 
有 
lim |[Lr f — Flip = 9. (0.3) 


问题 当 f(e) € LP(R"),1 < p< 00, H f(e) € DioR”), BA 


lim L, f(x) 一 lim OG ry aa 可 人 fiyd f(x). {0.4} 


为 研究 (0.4) Sh AR PRE, SAD TB AR A A 


1 
= sup 一 -一 一 一 一 d 0.5 
“I ans m(O(,7)) Aier} fa) y ( ) 
所 和 确定 的 极 大 算 子 的 有 界 性 问题 . 注意 到 函数 Af A EAER 
据 fly) 的 局 部 大 小 来 确定 的 , 蕊 不 涉及 到 正人 负 值 抵消 的 问 古 . 
RE, ES f(z} 的 Hardy-Littlewood # A A BWA 
1 


Alo) = sup ai 人 lay (0.6) 


416 - 


显然 ， 并 不 排除 AS (2) 在 某 一 点 取 oo 的 情形 . 

Hardy-Littlewood RAK RHBCAREAA OH NH 
占有 极其 午 要 的 地 位 ， 而 有 旦 在 其 它 数 学 分 交 中 有 许多 重要 应 
Al. 例如 : 种 用 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 合计 可 以 建站 可 积 
函数 的 Lebesgue 微分 基本 定理 (0.4); 利用 H-L 棋 大 函数 所 满足 
58 Shit RPL ORB ai, HAS eel BT 
建立 Calderén-Zygmund 分 解 定理 . 再 如 ， 可 以 用 极 大 函数 理论 
来 刻画 BMO SS. REM E A OPM, HAA 
析 的 核心 内 容 之 一 , RIVES ie Bite oe ES Be fir A 
定理 ， Hardy-Littlewood $ X pi 2K Calderén-Zygmund 4} # JE 
H, RAR FR BMO 空间 及 其 应 用 . 


85.1 Bf an ce HER IRR oD AE 


本 节 着 重 讨论 Vitali A Re BR Whitney 型 的 覆盖 是 
理 ， 它 是 本 节 以 后 内 容 的 基础 . 与 此 同时 ， 还 给 出 了 它们 的 一 
些 简 单 应 用 . 例如 : 开 集 上 的 单位 分 解 定理 ， 

定理 1.1{Vital 覆盖 定理 ) 设 吾 是 有 "上 的 一 个 可 调集 ， 
{B,} fi — fei 


|) Ba DE, sup m(B,) < ec (1.1) 
ce a ~ 


的 球 . 则 可 以 从 {Ba} 中 选取 可 数 个 互 不 相交 的 球 {Be}, 使 得 


Ym(Bi) > em(B), (1.2) 


k=l 


这 里 < BIRR n Ke, WE e= 5 Bl. 
证 明 记 bha = Bo 的 直径 , OR, 0.1) PR supm(B,) <c 


就 等 价 于 b= supb, < oo. te HS REP KR eR {B}: 
首先 , 在 {Bo} 中 选取 较 大 的 球 B 使 它 满足 


b= sup, ). (1.3) 
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显然 这 样 的 球 是 存在 的 ， 但 可 能 不 上 唯一. 其 次 ， 在 与 Bi 不 相 
变 的 球 {Bo} 中 选取 尽 可 能 大 的 球 Bo, 使 得 


~ 1 
bo 之 3 sup $a. (1.4) 


如 此 下 去 ， 就 会 发 生 两 种 可 能 性 : 

(i) 上 述 选 取 过 程 可 无 限 地 进行 下 去 ， 这样 就 获得 了 可 数 个 
FRR {Bx}; 

Gi) 上 述 选 取 过 程 到 某 一 步 终 止 ， 得 到 有 限 个 球 BiB, 


易 见 ,无论 嘱 一 种 情形 ， {Bs} 均 是 互 不 相交 的 ， 如 果 
Daem Br) = 十 oo) 则 定理 显然 成 立 ， 若 


ByN 


$` m(Bx) < oa， (4.5) 
k 


则 对 每 一 个 Bi, 可 构造 Bi 它 是 与 By 同心 ,直径 是 bbr 的 球 . 
Bw, m(Bz) = 5°m(B,). RAMS 


| J Bi > E. (1.6) 
k 。 


事实 上 ， 仅 希 证 明 对 Ya, 有 


Ba C (J BE. (1.7) 
k 


自然 ， 当 a RETA, U7 式 显然 成 立 . 车 Ba ABA 


lim dg = 0. (1.8) 
因此 ， 蕊 可 以 抄 到 koa, 使 得 
bhai < Sba: (1.9) 
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由 此 推出 Bo — 45 Bi, Bo,---, By, 中 的 基 一 个 球 相 交 . BH, 
根据 {Bp RR, WA Sik BS) FB. 现 
Wis7 ck. 满足 BOB, £0. ERB b; > io 利用 简单 的 几 
何事 实 即 得 Bu c By. 

注 记 1.1 BRE 1.1 中 的 球 艇 {Ba} 换 成 一 能 满足 条 件 
(1.1) BOAT {Qa}, 完全 相同 的 结果 仍然 成 立 . 


定理 1.2(Whitney 型 覆盖 定理 ) 设 下 是 有 "中 的 一 个 非 空 
AR, WO= E. 是 下 的 补 集 ， 则 存在 一 列 其 边界 平行 于 化 棕 
轴 的 方 笨 {Qj, 满足 

R= r= U On 


==] 
(i) QNR 0 ， J#R; 
(iii) 存在 两 个 常数 ci, co MOR cy = tea = 4) ER 


erdiam(Qz) < d(Qx, F) < codiam(Q,). (1.10) 


Hid 1.2 (a) OF 表示 方 体 Q; WAR, BP Gi) 的 
{Q;} 是 互 不 相 变 的 方 体 . 

(b) diam(Q) ENRE Q HUER, dE, F) RREAEHF 
WER. 这 样 ， (ii) 就 意味 省 覆盖 {1Qx} 中 每 一 个 @; 的 度量 与 
Q A F 的 距离 几乎 成 比例 ( 见 图 1.1}. 


1.1 


证 明 用 Atfo 表示 R” WSR, AR A E 
顶点 坐标 均 系 整数 . W Mr 二 2-*AMo, FE, Map 中 的 每 一 
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个 方 体 是 由 Ma 中 的 菜 一 个 方 体 等 分 2” 之 后 得 到 的 方 体 . B 


R, Mk 中 每 一 个 方 体 的 边 长 是 2 ,直径 是 2 wm， 


现 令 


Qg = {x E R": 2 *e< dz,F)< 2-**16}, 


{1,11) 


这 里 c 是 一 个 待定 常数 . 显然 =U fs- R, MAE Nn 


M— ThA ABE : 
Fo={QeE Mp, ON, FOREX, 
Awe 


n= |] Q. 


QC Fo 
我 们 断言 ， 对 于 合适 的 < 有 
diam(Q) < d(Q, F) < ddiam(Q). YQ € Fo. 
ERE, RQOCM, 则 有 
diam(@Q) = 2-*/n. 
因为 Oe Fo, 故 存 在 TE QN WE 
d(Q,F) < d(x, F) < c2-*, 
d(Q,F) > d(x, F) — diam(Q) > c27* ~ ymn. 
于 是 ， 取 c= 2 页 由 (1.16) 及 (1.17) 可 得 
275 n < d(Q, F) < Ayna. 


ERSE (1-15) AAG (1.14). 


(1.12) 


(1.13) 


(1.44) 


(1.15) 


(1.16) 


(1.17) 


(1.18) 


显然 , RG) 之 外 ， 满足 定理 的 其 它 结果 ,下面 的 目的 
就 是 在 m 中 去 掉 一 些 无 用 的 元 素 ， A, RPA iP 
Hs: GOA Qo BHM, 与 My, PRAHA, ae 
Qi 和 Q: 相 变 ， 则 其 中 的 一 分 一 定 被 另 一 个 所 包含 . HSH, CC 
如 果 k > ko, W Q COL 这 一 事实 完全 是 大 为 所 有 的 方 体 己 


均 是 由 二 进 制 分 解 所 确定 的 . 
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RTE -ARQEF HR, SEF 中 包含 HRK 
ik. 4 QE Fo, QC OQ’, WH (1.14) 可 见 


diam(Q’) < dQ’, F) < d(Q, F) < 4diam(Q), (1.19) 
IRAE AS O MMA A. Ast, RHEL PS, Ki 
极 大 方 体 是 唯一 的 现 令 三 = 而 中 所 有 的 极 太 方 体 的 集会 ， 
则 天 就 完全 满足 定理 1.2 的 全 部 结果 . 

注 记 14.3 MTP PH LRA K Q 若 它 们 有 公共 边界 ， 
就 称 Q 与 Qo 是 相 接 的 ， FAR FARE ROHR, BE RL AT Whitney W 
理 中 覆盖 性 质 进 行进 -一 步 的 肇 潼 ， 作 为 应 用 ， 可 获得 开 集 上 的 
单位 分 解 . | 

T 13 KROQE€eF RATHER AH, WA 


diam(Q2) < diam(Q1) < 4diam(Qz). (1.20) 


证 明 注意 到 dQ, F) < Adiam(Q,), 由 三 角 不 等 式 可 见 
d(Q2, F) < d(Q,, F) + diam(Q,) = 5diam(Q,). (1.21) 
又 diam(Q2} < d(Qo, F), 从 而 有 
diam{Q2) < 5diam(Q1). (1.22) 
另 一 方面 ， 存 在 整数 上 ,使 得 
diam(Q2) = 2*diam(@Q1). (1.23) 
TE, R<2RERE | 
diam(Q2) < 4diam(Q;). (1.24) 
HH, EQ 与 Q: 的 地 和 位 完全 对 称 ， 可 见 
diam(Q1) < ddiam(Q2), (1.25) 


SURE, ott (1-24), (1.25) BP (1.20). 
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命题 1.4 EIR KE n BON, 使 得 对 任意 QEF, 
在 大 中 至 多 用 PAKS OQ 相 接 . 

证 明 实际 上 ， 只 要 取 NN = 12" RTT. AA- ERT 
某 个 My, 而 在 M. PREA I PAK (SO 自身) SORE. 
由 命题 1.3 知 ， 大 中 与 @ 相 接 的 方 体 的 直径 > 3diam(@). 其 
次 ，AM 中 每 一 个 方 体 至 多 包含 下 中 4? 个 半径 > 4#diam(%) 的 
方 笨 ， 否 则 ， 此 方 体 的 度量 就 大 于 或 等 于 


arn) (gag) aiam(Q) > mQ). 


eee, 因此 关中 至 多 有 NN =12" 个 方 体 与 OME. 
现 记 Q 是 天 中 的 任 一 方 体 ， cp BPO, WKE i AR 
diam(Q;) = vnik, MFO<e <4, 


Qr = (l+e)Qk. 


显然 ，Qx C QO. 然而 {Qi} GKRSRAARHEM, 但 是 ， 
n 中 每 一 点 被 Qi 覆盖 的 重 数 是 有 限 的 ， 即 

命题 15 9 中 每 一 点 至 多 属于 NN 个 Qi, N= 12" 是 由 命 
题 1.4 EALES 

证 阴 若 Q@ 和 Q EF, IMH Q HER, QE 才能 
与 @ 相交 . 事实 上 ， 考 虑 三 中 与 QO. 相 接 的 方 体 的 并 


U= [J Qa Qo EF, QNQ° = {0} (1.26) 
O22, #0 


自然 , 与 Q 相 接 的 方 体 的 直径 都 > idam) HR, UD Qj. 
ER SQUA, MHAHKAOS Q Hm. AM. Wve ce 
BrB—+*+7 8% Qe ,由 命题 1.4, EBA N TAK OQ 
HR. Mit, BRANT QL AAs A. 

利用 上 面 的 讨论 ， 容 易 给 出 9 上 的 单位 分 解 ， 记 Oo 是 以 
原点 为 中 心 的 单位 方 钵 ， 取 y(r) E COUR”) 满足 


1, xe Qo, 


， 1.27 
0, ze (1+ €)Qo = Q (1.27) 


va) ={ 


+ P22 ， 


令 


ila) =v (==) (1.28) 
ik 
其 中 zx E Qr CF IPD, ye 是 Q 的 边 长 ,自然 有 vs € CY (R") 
满足 l, z£E€Q 
u(t) = { 0 or (1.29) 
B a 
\(—)*ve(a)| < Aa(diam(Q;))~ (1.30) 


ar 


现 定义 yr) = yele) ta), rE R, 其 中 更 (z) = Eyri) E 
然 ， 
(=1 ze (1.31) 
k 


FAW Vc EN, FELELMRAPASAART VL 在 此 点 不 等 于 
0. 综 上 可 归纳 为 : 


定理 16 HO ÆR POR, WEAR {wx(z)} C 
COUR”), 满足 
> walr)=1l, rEg, (1.32) 
k 


且 对 weQ 上 式 求 和 是 一 个 有 限 和 式 . 
55.2 HLA BRR CZ 分 解 


定义 21 设 f(z) E R" LHR MR, # 
1 


^f (z) = SUP OlT) ater |f y)dy (2.1) 


是 了 的 Hardy-Littlewood RAMRM, HP O,r) BU sz 为 中 
b, r> ALEHA IE, m(Qe,r) 表示 Q(zx,7) 的 测度 . 
注 记 2.1 (a) 在 定义 2.1 中 ， 若 将 Qiz, r) RM B(z,r), 


A. f(z) = sup |f (y)dy (2.2) 


1 
r= m(B(z, r)) B(z,r} 
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fh BR A Hardy-Littlewood H A AA. AA 


1 
$0) =R BE Jaen VOY 


2" Tn 
= ahaa w,,-1m(Q{2, 27)) fan \f(w)Idy 
< — A f(z), (2.3) 
- 1 
Af(2) = sup m(Q(a.r) I. lf (lay 
su aml d Ynt 1 F(x). 
s nD nm({Blz,r)) hee Fy )idy S n MFG) (2.4) 
于 是 a oy 
wom Ay fle) s Afe) s —— Ay Fie), (2.5} 


2° 7 m 
这 里 wn_1 表示 区 "中 单位 球面 的 度量 . 
(b) H-L ERASE ST TRAE ST. 事实 上 , 直接 验 


(G) ACF +9) S ACA) + AC). Whig © Lod R"). 
(ii) Alaf) < laJ Af Va € C, f € LiccfR”). 注意 到 对 YF E Lice. 
ÉA Oo AEAEE- ERT. ER, 4 fe lL” 时， 有 
| A Flle < LF llos (2.6) 
BDA BHA HA 1 HK) [ce,30) MAS. Rit, ARH) 型 算 
E, 
$l 2.1 k n= 1, f(z) 一 XIo,I (Zz), 则 


(2|z| +2), 2 <0, 
Af(#) = ¢ 1, O0<2< 1, (2,7) 
(2x)~*, x >. 


虽然 f(x) E DCR"), 然而 Aagi R”). 此 说 明太 不 是 (1,1) 型 
By. 然而 ， 入 是 器 {1,1) 型 算 子 ， 这 也 是 H-L 援 大 算 子 的 核 
心 估 计 ， 由 此 可 推 得 Lebesgue 定理 . 
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定理 2.1 i f(c) eR LAMAR, A 

(a) 如果 了 E LR’), 1 < p < oo, 则 对 ae 2 eR, 有 
Af fz) < oo. i 

(b) A Æ (1,1) PAS, BVP e ER") ea > 0, 有 


mifa|2eER*; Aftx}>a}< </ if (ada, (2.8) 


这 里 A 足 仅 依赖 于 n 的 常数 . 
(e) Hi<p<oo, WAR (p,p) MH. 即 对 VF e LR) 
qi Af © £7 UR"), H 
|| A flee = Apli flip, (2.9) 


其 中 A, 是 仅 依 赖 于 n Sp HR. 
WERA GE Vf e LR") e> 0, 记 


E=E,(Afjy={ze: 2 €R°BA fle) > a}, (2.10) 


由 H-L AKARE, H vee E, TEJE rpk, AK 
是 riz) > OR Qu 使 得 


1 
mQ) 人 Hy > a. a) 
从 而 有 


mQ.) < or J, Fady < oh < 00, (212) 


HrK EP, {Q.) HART E HAm. 利用 Vitali W it 5] 
理 ， 存 在 互 不 相交 的 空 多 可 列 个 方 体 Oe} 使 得 


Sm(Qx) > cm(E), (2.13) 
k 
ix H cH 57". 于 是 
(js = m(Ea) Se! Fy Qa) < (ca) D> f We 
k k Ck 


= fca)! dy € {eœ} day. 
(eo)? lay < Ceo {We ou 
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从 而 (2.8) 成 立 ， 这 里 4 = 5". 此 说 明 A 2258 (1,1) 型 算 子 ， 

注意 到 (2.6) MAS 是 (oo,ec) 型 算 子 ， 利 用 Marcinkiewecz 型 
5 J (Hoe BE Af 是 (p,p) BAT, AT (c) 成 立 . 利用 (2.8) 可 
RM, 4“ fe LOR")aAf <oc,ae. TE IR”. 而 当 1<Pp<eoeo 时 ， 
Af € DPR"). Mit, X aer e BR", Af < oo. 

ic 2.2 利用 Littlewood-Paley-Stein Mit, Stein 证 有 明了 
ss) APH 4, 本 质 上 是 仅 依 赖 于 p, 而 与 维 数 无 关 ， 见 文献 
SS]. 

推论 2.2(Lebesgue 微分 定理 ) i fe EP(R"),1< p< co 或 
更 一 般 地 ， feLp{R"), M 


lim OEI z)) 上 olar y)dy = f(z) 对 ae. zeR”, (2.15) 
这 里 Q(a,r) 可 用 B(z,7) RRE. 


证 了 明 我 们 在 f(x) e Lnoc(R”) 条 件 下 证 明 (2.15). 易 见 (2.15) 
是 一 个 局 部 河 题 ， 故 无 妨 设 fe LR) Mid 


Lte) = GET Jaen OH (2.16) 
显然 ， 对 一 切 r> 0, 有 
LSA) zeR". (2.17) 
2 — 
oj = mL. f(s) ~ lim L. f(z), (2.18) 
则 
Qf (a) < 2sup |Le f(2)| < 2A f(a). (2-19) 


“ge ERS A EM E E a, 
lim L,g(#) = 9(2), z €R”, (2.20) 
从 而 Qg = 0, HERH 7 > Ow Sf MR fag th ER 


- 226 - 


而 g AE ER ma. MERR 
(Qo) < (Qh),(o) < (AAAS) < Nal < 5n. (2.22) 


Alo > 0 的 任意 性 ， 可 见 Qf = 0 因此 ， limo lrfe) 存 
在 ， 下 来 说 明 它 等 于 f(z). 事实 上 ， 当 rr 一 0 时 ， 有 


] 
| 一 了 = 人 OE hen OM fiz) dx 
1 ` 
7 m(Q(x,7)) 


1 
r— y) — firi drdy. 
< saa haoo Ja y) ~ f(a) |dedy 


从 而 推 知 存在 子 列 {I7 了} JL PAR AEM RF f(x), EER 
x, MA 


iim L fiz) = 


dz 


f fle = y)dy — fle) 
Q(O,r} 


dy == fír), « € R”. 

lim OCT rJ) Joer flyjdy = f(z), x€ 

现在 来 证 明 调和 分 析 中 非常 重要 的 Calderón-Zygmund 分 解 
EH. 
定理 2.3 设 f(z) 是 RR" 上 非 负 可 积 函 数 ，a 是 任意 正常 
数 ， 则 存在 及" 的 一 个 分 解 ， 满足 

G) R” = FUN, FNQ = {9}; 

(ii} f(r) < a, HILE 4k At x E F; 

(ii) 2 = Ur Qe, Qk 是 互 不 相交 的 方 体 ， 进 而 ， 对 于 每 一 
方 体 Bx 还 满足 


a< 0 7 ; fla)dz < 2a. (2.23) 


证 明 首先 ， HER RTM TLD 并 使 
方 体 的 直径 充分 大 ， 满足 
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设 O 是 满足 (2.24) 的 任意 一 个 方 体 ,将 2 ER a 7 A Td 
方 体 {8@"}. 则 对 这 些 方 体 Q" 有 如 下 两 种 情形 


1 
(1) miQ”) L, flajdz < mw (2.25) 


(2) aid") fh. f(xjdz > a. (2.26) 


对 于 情形 (2), 我 们 不 再 对 @” 进行 等 分 ， 此 时 它 满足 


1 1 no 
a< on J, Flat pg J, 1O32 . 


对 于 情形 (1), RES SO 并 进行 同样 的 程序 ，…… RA 
法 来 处 理 ， 就 将 所 有 满足 情形 (2) AA {Q} 排列 起 来 ， 记 
9? =U, 2r, BWA xt IL IF kb AR 2 © F = 0°, 利用 微分 的 Lebesgue 
定理 知 : 


, L 
f(x) = i =a} Í, fiyjdy <a (2.27) 
m + 


从 而 Gi) 成立. 其 余 两 条 目 然 满足 . 

xf 23 oe AE i OT Hew f(z) Ra > 0, E WH ERO LPS. 
OF, OF: } 通常 称 为 从 属于 (f(x),a) 的 Calderén-Zygmund 分 
fF GOR C-z 分 解 ) 有 时 ， 在 不 引起 混和 配 的 前 担 下 ， 常 常 将 a 
5. 

推论 2.4 设 f(z) BR” LARA RRR, a > 0 g 
{FQ} = [F.Q Qn] Æ RR” MRT (F(x), 0) 的 Calderón- 
Zygmund 分 解 ， 则 存在 仅 依 束 于 % HR AB 使 得 


mo = P m(Qx) < HII (2.28) 


ZOJ 人 firjde < Ba. (2.29) 
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证 明 本 质 上 , MA-1,B=2° RAT, (2.29) 是 (2.23) 
的 直接 结果 ， 进 而， 由 (2.23) 亦 有 


= m 1 _+ Tdz + 
m(Q) =D men < ah f= ff sede < Dil 


ic 2.3 (a) 用 极 大 函数 的 基本 定理 ( 见 定理 2.1) 来 代 
C-Z Sp 7E HB, By a HET 2-4 的 另 一 个 证 明 ， 尽 管 证 明 不 
CZ 定理 证 明 那 样 直接 ， 然 而 它 能 将 R” 分 解 的 两 部 分 
与 全 很 清楚 地 表示 出 来 . SEL, W P= {r: Af < a}, 


= 
R 
F 
Q = Eg = {x: Af (z) >a}, R H H-L 极 大 定理 就 得 


M(N) < SH, A= 5". (2.30) 


H FER, FA] Whitney 分 解 定 理 ， 有 
=LUjanx (2.31) 
k 
且 满 足 | 
qdiam(Qx) < dF Qr) < 4diam(Q;). (2.32) 
H FA, FE ps EF, 使 得 
d(F, Qr) = d(Pr, Qr). (2.33) 
于 是 ， 由 下 的 表示 法 
o> Af(pE) > <a | Tr}adr > _ {zdr, {2.34) 
Je T imk) Jo, 


REQ 是 以 pr 为 心 ， 边 长 是 二 diamQ WA. 由 此 即 得 扒 
te 2.4. 
注 记 2.4 在 极 大 西数 定义 2.1 中 ， 若 记 Qs 是 包含 = 的 ， 
边 平行 于 坐标 轴 的 方 体 ， 并 且 
1 
F(z} = sup 一 一 一 dy, 
NFE) = sup 795 J, las 
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RE ERA AHO RH, BAA 与 等 价 ， 

FXE, O@.r) HHO. 中 的 一 种 ， 且 根据 简单 几 
HERA Q: C Ql, 4i) RBI HQ, Mik. K mQ) = 
"mQ, H), 直接 验算 


satay hy < ET fo hy <P AT. 
FH, 人 f(x) <A‘ f(a) <4" A f(a). 
注 记 2.5 #Hi<p<oo, MY 
FELPS ate Nf er 
AA AZ A Sot, 仅 需 说 明 
J E L’ <> af € LPR”) 


即 可 .一 方面 ， 当 1<p<o 时 ，A 人 是 (pp) WEF, Minh 
fe lL” BPE af EL. 
另 一 方面 ， 由 Lebesgue 可 微 性 定理 ， 有 


1 = lim [Lrf (æ) SAF), A aez e R”. 


从 而 由 Afir) E LOR") 可 得 f(z) E LR”). 

下 面 来 给 出 Hardy-Littlewood 极 大 定理 在 调和 函数 中 的 一 
些 应 用 ， 

设 f e I?(R"), 1 <p < co, 考虑 RY 上 Poisson 积分 


ulr y) = Prfir), rER", yeR, (2.35) 
aa P P Y 2.36 
2) = (29) = On pa E (2.36) 
是 Poisson HARM. 利用 H-L EXEM, SAF 
定理 2.5 # fe LF(R"),1 < p< ov, Ril 
sup |u(2,y)| $ An A F(a), (2.37) 
ij > 
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其 中 A, 是 仅 依 赖 于 空间 维 数 1 的 第 数 . 
证 明 id y sry’, y Con. = jy 以 及 


g(r) = galr} = 7" f fiz —ry)dy’, 


G(r) = G.(z) = f " g(s)ds = | fl aay 


Yr 


利用 分 部 积分 ， 容 易 看 出 


uls, y) = Cou f Tae ey He 8) ae 


E or) y 
= wf (72 十 E 


os rG 
= (n + Caw f at A 
因 为 
IG(r)| < m(B(z,r)) Ar fe) < Chr” A f(z), 
从 而 


n+l 


i fo r o Y 
utr, y)| < (n+ nonet f ETICO ' AJ 


1 


一 1 六 1 
一 (n + nencs f {1 4 g2)(a+3)/2 


< An A f(x). 


因此 (2.37) 成 立 ， 这 里 Ci = 27 fwn-i. 


ds-Af 


(2.38) 


(2.39) 


(2.40) 


(2.41) 


定理 2.6 设 f(z) > 0 HH Poisson 积分 uls, y} 对 每 一 个 


y > 0 都 存在 (例如 f(z) € I?(R"),1 <p < oo), W 


Af(z) < Ba sup u(z, y)- 
yoo 


(2.42) 
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证 明 对 任意 > 考察 


supu(z,y) > uler) = | Je- OPE rdg 


y> 


> ian fa- EPE, rae 
= Car f fla — EIEP + ry 0+ 2dg 
E| 29 


> Cpr(5r? j 0/2 f fle — Ode 


\€[-<2r 
1 
二 B! — or 
' m(Q(z, F) Jace, 42) 


取 上 确 界 即 推 得 {3.42). 这 里 用 到 了 方 体 与 球 的 --- 个 简单 关系 . 
注 记 2.6 (a) 定理 2.5 说明 玫 - 工 极 大 图 数 可 以 控制 收 伍 的 
Poisson 积分 ， 由 此 引 理 可 推 得 Poisson 4 4 AI AREER 


flé) ds. 


果 ， 
(b) 定理 2.6 在 某 种 意义 下 可 视 为 定理 2.5 的 道 定理 . 
65.3 FARTS BMO 空间 


记忆 己 退 ?是 以 原点 为 中 心 ， 这 界 平 行 于 坐标 轴 的 方 体 ， 
对 viie) = Llc RY), 


1 
fa = oy h, 10% 
表示 f(z) 在 Q 上 的 平均 值 进而 ， 我 们 称 
# fn) 一 了 _ 
8 (2) = Seay | PO- feldu (3.1) 


A f(z) 在 包 上 的 平均 振动 . 
Te M 3.1 对 Vf(2) = Lio (R"), id 


A* f(x) = JË (x) = sup £5, ,)- (3.2) 
r= i 
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BRAT: f(z) + A* f(z) 是 极 大 平均 振动 算 子 . 这 里 Q(z,r) Æ 
示 中 心 是 xz, ARE rE PEE AT FAS be i A E. 
Ein 3.1 tt Vile) € £,..(8"), Æ kel F Hardy-Littlewood $ 
ARF A WAS A” 等 价 的 极 大 平均 振动 算 子 
A # f(x} = sup fË, (3.3) 
Ge 
RHQ, ERE r RMAC TAM. 
引 理 3.1 AT VE(z) € Loc (R") A re R”, 6 
n¥ f(a) <A # f(a) <2" AF f(e), (3.4) 
HER G4 的 第 一 个 不 等 式 由 定义 次 接 推 出 ， 设 了 ZE 时 
是 边 长 为 1 的 方 笨 ， $ Q = O(2,2), BR QC Q' A m(Q*) = 
Dm) TE, HRW A z HA OQ, E 
1 
ft.) < ll. — fo-ld 
fele) ~ fal < army J, FO- forldy 


gn 
= —__ ~ farldy < 2 A* f. 


(3.5) 
从 而 
Ht < a 上 人 Fu) je 四 +He — fal 
= roy Jp EO -faldu + 2° A fa) 
< 21 A# fle), (3.6) 
对 (3.6) 的 两 边关 于 Q 取 上 确 界 ， 就 得 (3.4). 
引 理 3.2 -对 Yf(z) € Lioc(R") 和 > ER", 有 
A#f(2) < 2A fla), (3.7) 
A* f(z) < 2A! f(z). (3.8) 
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此 意味 着 算 子 AUA Be eT AFAA 的 型 ， 
证 了 明 由 定义 ， 直 接 计算 就 得 


1 1 | 
= 人 FO) — faldu < a [ Fw)ldy + [fata))| 
< 2A f(x). 


对 上 式 的 两 边关 于 OR CAA, 就 得 (3.7) 和 (3.8), 这 里 Q= 
Qir, r) HO = Qs. 

注 记 3.2 4l<p<ooM, 我 们 知道 f(z) e LR") 的 充 
要 条 件 是 入 f(z) E L?(R"). 特别 ， 当 p= oo 时 ， 


IFES 一 | A F |l- (3.9) 
事实 上 ， 一 方面 ， 


Af = sup rr ry » wits < [fælle 


r>0 mig a r)) 


另 一 方面 ， 利 用 Lebesgue 微分 定理 得 


F(2)| = TAT en foley 
= sup noe en) [f(g)lay = Af. 


故 (3.9) 成 立 ， 

由 引 理 3.2 知 , # Jic) e LR), BA, A* f(x) E LOR"). 
然而 ， 相 上 反 的 结论 不 能 成 立 ， 例如 : f(x) = In|zx|, x ER 虽然 
At f(a) E LP(R"), 但 是 ，f{z) g L°(R"). 这 一 事实 局 发 我 们 引 
A— 28 th L” 更 大 的 函数 空间 一 -BMO % [a]. 

定义 3.2 设 f(z) < Lioc(R"). 着 A* f(a) € LY(R"), 则 称 
f(z) 是 有 办 平均 振动 的 BMO BR. CHAAR THe e a 
所 构成 的 空间 就 是 BMO Si. BR, Hid 


Fæ) lieno = [| A* Fæ) (3.10) 
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那么 上 :emo 是 一 个 半 荡 数 . 车 引入 等 价 关 系 
fila) fhia) <=> file) - fle) = HR 3} aex eR”, (3.11) 
RY BMO/~ 在 上 -hsmo 下 就 构成 了 一 个 Banach 空间 . 
定理 3.3 在 不 记 常 数 的 意义 下 ，BMO 空间 是 一 个 Banach 


. | E 1 fig. om 
证 朋 根据 |f(z)llowo = sup ay | Stu) foldo 容易 


at |'f(z}Hiamo = 0 => f(x) = const, Hf a.e.x € R”. 从 而 小 |awo 
是 一 个 范 数 ， 

设 {fa} 是 BMO 空间 中 的 Cauchy 列 ， 任 取 R 中 的 方 
fi Q, 5 m >ot, A 


去 可 J Hmla) — UUme] — ile) - (dolidze < fm — fillemo > 0. 

(3.12) 
由 此 推 知 {fn(z) - Gmo} Æ LQ) 中 的 Cauchy 列 ， 从 而 ， 存 
在 D RA 9g2(z) 使 得 


(一 [六 e rG? 9 (x), m — oo. (3.13) 
24, RHE ODO, 我 们 有 
F(t) ~ (mjo {E gT (a), m= oo (3.14) 


自然 ， mir) (Uma LQ) ERR g7. 于是， 由 
(3.13), (3.14) HE 


(fmia — lmg > C=C. Q) moo. (3.15} 
记 Qk 是 以 原点 为 中 必 ， 贮 长 为 并 的 方 体 ， 自 然 US_| == 区"*. $ 
fiz) = g (a) + C(O Or) Ve E De. (3.16) 


下 来 证 明 对 不 同 关 的 ,在 相同 的 定义 域内 ， f{2) AS eR A, Bf 


yor (x) + C(Q1, Qe) = go (2) + CQ Oi) © EQ E Qw. 
(3.17) 
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eb, M (3.14), (3.15) 4 
g@* (a) = g (x) + Clr, Qi), 
gw (a) = g@ (2) + C(Q1, Qi), 
g* (æ) = g% (2) + C(Q1, Qe). 
注意 到 g%* (x) = g@ (x), c € Qk. 从 而 
Cig, Or} = CQ, On| + C(On, Qw). (3.18) 
TÆ, (3.18) 就 意味 着 (3.17), 说 明 f(x) 是 良 定 的 . 


固定 任意 一 方 体 @, MAO ke RRA, IO, DQ. 注 
意 到 (3.16), 我 们 有 


1 an 。 
fo = TORA dr + CQ, Qr), (3.19) 


g? (æ) — g®* (2) — C(Q1, Qr) + fo 


= g? (x) — g?r (zx) Ge dy, (3.20) 


1 
* m(Q) Jig? 
由 此 推 得 
J, {92 (2) - g% (x) — C(Q1,Qx) + fo} de 


= f o®(a)de = lim f (mle) - (f)ar = 0. 
Q Te F Q 


(3.21) 
于 是 ， 我 们 就 得 
[Mum De) - m= Polde 
- f, [fm ~ 9% (2) — C(Q1, Qr) ~ Umlo + Joldz 
= f Un — Guda = 99de = 0, (3.22) 
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注意 到 o KAARE AKA E ARAE RBM MEH, 
imna lfa — fllemo = 0. 从 而 f(z} € BMO. 


引 理 3.4 (r) E€ LiolR"), 则 f(z) e BMO 的 充 要 条 件 是 
存在 常数 M, META QO, 都 存在 常数 Co, 使 得 


I 
ato) J, O- Cala < M. (3.23) 
证 明 取 Co = fo, M = ||filpmo 即 得 必要 性 的 证 明 . 下 来 

证 明 充 分 性 . 注意 到 


1 
-C 一 -C M 
lfg- Cal < mig) 人 | f(y) wldy < M, 


1 1 
— fold 一 站 一 一 M, 
gg |, -tels < zrg | MW -Ca dv +1 cols 
3.24 
因此 ， 对 上 式 两 边关 于 鸟 取 上 确 界 就 得 fix) € BMO. 
引 理 3.5 设 f(x) ARH A Hew, a > 0. id {F QT, 


(Af)«(10"@) < 2" > (QF), (3.25) 
k=] 


这 里 (AS). (2) Æ Hardy-Littlewood EA pa BX Af (x) 的 分 布 图 数 . 
证 明 构造 与 (OF) MORO, HARUKA? A. 我 
们 断言 ; 若 z& Qi 则 对 任意 一 个 以 zx 为 中 心 的 方 体 马 , 有 


1 n 
事实 上 , BOCK BRA so lofldy <a < 10o # 
QNR 40, RR N=, 08, WHE ERB OTOCO4G 由 于 


Q Pa 2 EU, 8x Ob, 从 而 推 知 QF C QF, 这 里 QF 是 
SQA, 边 长 扩大 2 信 的 方 体 . 故 


Lier: QNR RŽ, (3.27) 
& 


- 237 - 


进而 
f, f(y)dy = f fat E f tony 


genase” FER 
<om@)+ SD ami $) 
Qena¢e 
< am(Q) + 2"am(Q*). 


因此 
一 O 可 J, Fly)dy < a+2"a-a", (3.28) 
He ek BR 
Af(z) <10"a, rg Qt. (3.29) 
故 


(A 门 :(10"a] = mmfz:AFz) > 10° } < mo = 2 Y (QG). 


k=l 


注 记 3.3 WTH HAA f(z) 及 满足 O<d' <a 的 
参数 a 和 a’, 作 民 * 的 C-Z 人 分解， 使 得 它们 开始 于 同一 个 方 格 
网 ， 这 样 在 初始 方 阁 网 的 每 一 个 方 体 马上 的 平均 满足 


n= [ ser se <a, 


当 我 们 进行 第 二 次 分 割 后 ， 对 某 些 第 二 层 小 方 体 ,可 能 有 
a' < fy < oa. 此 意味 着 在 此 方 体 @ 上 对 应 着 参数 o 的 C-Z 分 
解 不 再 进行 ， 而 对 应 着 参数 a 的 C-Z 分 解 还 要 继续 进行 ， HE 
果 是 所 得 的 分 解 元 8 CQ! 就 可 能 是 对 应 着 参数 a 的 C-Z 分 解 
T, 但 不 是 对 应 着 参数 a! 的 CZ 分 解 元 . 这 样 下 去 ,我们 总 可 
以 选择 O2 5 OF, 使 得 88 AER—T OF 中 . 

引 理 3.6 设 f(z) 是 非 负 可 积 函数 ，a > 0 8 > 0 E 


ta) = >》 (QR), 那么 
k= 


ay < WE la). (3.30) 
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证 明 Sa! = 2-10, 可 分 别 构造 RO 满足 注 记 3.3 的 从 属 
于 (flzjha 和 (f(z),0) 的 C2 AAR {F° Q3) 和 (Fo, Q7}. R 


记 
1={Q¥: QF cha: NFs@y> Wy, (8.31) 
其 余 的 {O°} 记 为 II. SQ ei, 则 存在 ze Q 使 得 
A# f(z) < É. (3.32) 
HEP MR RAMEN, FAEH 
=m | sa) folvsF, (8.33) 


TE 
六 
Ait, 对 于 会 在 名 中 的 从 属于 (f(z), 的 C-2Z 分 解 集 {988}, 我 
们 有 


a SD m(QF)< D f ie ()idy 


fo = mQ | fy <2! = (3.34) 


arog oy 
<5 fn f(y) - foldy+ Ifol J mQ) 
oacg QTc 
< f Ife) -feldy+ltel $ QF) 
7 QE CR 
< Lmg mA). 
QC 
从 而 
SO QY) < Bm(Q’). (3.35) 
Q2cq 
进而 ， 
SO Ss) m(Qz) <6 Y mt’ 
Grell QO QEF 
= Ptla'} = Bt(27-""* a). (3.36) 
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另 一 方面 
YE men < FE me) SNL) 37) 


GeETGSCG， Q'el 
结合 (3.36) 与 (3.37) 就 得 


Cr 


3 


ta =) +50) $ mR) < pe'a) + (NF) 


GEN ref QOR 


定理 3.7 (平均 振动 极 大 定理 ) 设 1<p< oo, MX} f(z) E 
EPR"), 必 存 在 常数 Cr 使 得 


| A* flio < Col flls, (3.38) 
flls < Cpl A* file. (3.39) 


这 时 Cp 与 f(x) cK, BRHF p n. 

证 明 利用 引 理 3.2 OA flle < 2) A flp Ath, H H-L 根 
大 定理 即 知 (3.38) 成 立 . 

PRK LE HA (3.39). Al flip < | AF lp, 故 (3.39) 等 价 于 


lA Filo < Coll AŽ flp 1<Dp< ec. (3.40) 


PRESS 3.5 和 引 理 3.6, 并 利用 变 重 变换 a = 108, 容易 看 


f |A F(E) Pdz =p f oP (Af). (a) do 
R” O 

gn po} n 107" da 

<2"p f > (Qa) 


=2"p f 10°29! $ m(Qz da = 2” p10”? f BP-"t(B}dB 
0 0 


k=1 


=2" plo"? f aP—!tajda. (3.41) 
0 
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进而 
f a? tti ajda 
Q 


<f 4p Edara | armiyada 
Q 0 


2 f~% S o 
<5 f aP HA fh lade: + ring f a? Hada. 
0 a 


“Este, We gage 则 


f ajda < at f APAS) (ajda 
a i 
— „i "# pip 
=p Ay f [A Ë flrdz. (3.42) 
R^ 


将 (3.42) 代入 (3.41) 就 得 (3.40). 

定理 3.8 (LP 与 BMO SR Mie) Elpa, T 
是 L 到 自身 的 有 界线 性 算 子 ， 全 也 是 Ze 到 BMO 空间 的 有 
界线 性 算 子 . WA, SHERR pgo, TÆ L 到 L593 的 有 界 
线性 算 子 . 

证 明 由 定理 条 件 知 


IT filsmo < Collfllee, Viz) € LOR”), (3.43) 
ITF < Collie Vile) € LPR"), L<p< o. (3.44) 

往 证 
IP FlleS Cabflla YE 要 了 三 ce， (3.45) 


这 里 Ce 是 仅 依 赖 于 p,n WR. 
PRE MAP TP: 


Tf = ATA. (3.46) 


若 f(x) = EO(R"), BT f(x) € BMO, 从 而 a* (TF) € L™{(R”). 此 
RUT, ALO BLS FRAMERS ARE 


Zi Filo < Collfll Vile) © LPR"). 
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男 一 方面 ， 注意 到 当 1<p< oo 时 ，A# Æ (pp DHF. 
因此 


Tif lly = 2T Flle < 2C oll F Ilp. Yf (r) € LP(R™). 
利用 Riesz $ W8 EEE TT 是 LY 到 L HR RRA TA 
是 


IT, fle < Clifle, vf(z) € LAR”), p <q < o- 


进而 ， 利 用 定理 3.7 TT Æ L 到 53 的 有 界线 性 算 子 且 C 
是 仅 依 赖 于 p,n 的 常数 . 

最 后 ， 我 们 来 介绍 BMO 空间 的 几 个 性 质 . 

定理 3.9 若 f(x) & BMO, M f(x)/ + let!) € LR”). 由 
此 推 知 f(z) 的 Poisson 积分 P, + f(x) MEERA (e,t) e R” x Ry 
存在 


证 明 如 果 估 计 
lf(z) — fal 
f= Rn Treen de < Alfemo: Q= Q(0,1) (3.47) 
maw, WA 
f(z) 1 
lp eps | git olf Traps < 00. 


故 仅 需 证 明 估 计 (3.47). 记 


了 一 而 + Ir (3.48) 
k=1 
其 中 
Tk = s. Ae da， Qk = Q(0, 2°), Sp = Qr — Qui. (3.49) 
注意 到 


x) ~f 
n= d= f fe- falde < fleo, (3.50) 
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下 面 仅 需 证 明 


Ik <Cxllfilamo, S Or < ee (3.51) 
k 


EA r € Se, PELA lal > 247? H 1+ let > 14 yk—2)(n+h) ~ 
qai. ORD. 直接 计算 可 见 


Tp <4 tig int hk f f(x) — falda. (3.52) 
Qk 
市 
f E- falde < [ Fle) - falt Ifas ~ falde 
Qs. Ok 
< m(Q,)|lfilamo + odlo. — fal: 
(3.53) 
1 
Ja- fale agra J, UO- falde 
an 
— x) 一 dr n ， 
< gigg fh, Mie) falde < flamos, 
由 此 推 知 


Ifo. — fol € lfou — foral + fas -fersl t+ ifo — fa! 
< 2"k|| f\ilamo- 


现 将 上 式 和 (3.53) 代入 (3.52) 可 得 
Ty < atia atkok 4 2" kf llamo < Crllflemo, (3.55) 


这 里 Cp = 87 +12-*k. BIR, Ck < 0, 从 而 定理 得 证 . 
3/78 3.10 idyola)=m{zeQ: |f- fal >a}. 车 存在 
常数 BH b, 使 得 对 所 有 的 方 体 @ 满足 


uola) < Bm(Qle™, (3.56) 
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那么 f(z) E BMO(R"). 
证 明 Ru, HERRA Q 满足 


f ita) falas < {neto)da < Bo-tm(Q). 
G a 


由 此 推 得 


| ee = sup O Í, lf{x2) 一 foldz < = < OC. (3.57) 


A ji a E 3.10 得 证 . 

事实 上 , F.John 和 L.Nirenberg 还 证 明了 (3.561 刻画 了 BMO 
空间 的 特征 . 

定理 3.11 (John-Nirenberg PEA) EM RF n 的 常 
$ B Hb HSM ERY f(z) € BMO, 任意 的 方 体 多 E 民 ”以 及 
2 > 0, A 


pola) < Bm{Q) exp (- riz) . (3.58} 


证 明 车 a gfllawo, HO AGM B = e, b= 1, Hit (3.58) 
显然 成 立 . 

E a > |fllswo, 考虑 一 个 固定 的 方 体 Qo 并 且 无 妨 假设 
fo, = 0. 否则 ， 可 以 用 g= f(x) 一 fo, RRR fz), 此 时 gle) W 
Æ ggo =0 且 Ilgilamo = lifllemo. BENE RK If llamo = 1, & 
则 ， 通 过 简单 的 变换 f(z) = pis 即 可 化 成 此 情形 . 现 记 


no(o) =m{z e Q: f(e) > a} m(Ea), 
对 任意 的 入 > |Fzjlawo = 1, 显然 有 
i 、 
m(Qo) L (fir) <r A. (3.59) 
利用 Calderdén-Zvgmund 4} W FE, Ay 


Qo = F> (JURER), (3.60) 
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HHO) 是 一 族 互 不 相交 的 方 体 ， 并 且 满 足 
f(z) a, Maen EF, (3.61) 
1 . 


根据 构造 Qi 的 过 程 ， 它 是 由 某 一 个 立方 体 O} 的 每 一 边 二 等 
分 后 所 产生 的 27 个 小 立方 体 中 的 一 个 ， 并 且 满 足 


i 
8 Í, lde <à (3.63) 
由 此 推出 
1 1 
m(Q>) 人 [falar < mN fa F(x) 一 faide + [faxi 
< 2°|f(z)|lamo + A. (3.64) 


设 > A, PEA AE Qo 的 Calderén-Zygmund 分 解 


Qo = FURR) (3.65) 

BR 20 x 
U ac U a. (3.86) 

j=l k=1 


由 此 ， 任 意 一 个 Qe 必 仿 在 某 一 个 Q 之 中 . Mv s=rAPI", 


1 
A+ ati =v< —— x | | f(x) |de 
(全 人) Oe 


l 
< 一 一 一 一 一 f(z) — fgalde + |fo> 
wT agg PO Peale + Vee 


< (Qh) 
(和 


f(z) ||pmo +2" + A, 
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容易 推出 R 
m(QFe) < 2m(QR). (3.67) 


于 是 
So m(Q¥) < 2-7 mA), v= à= Pt, (3.68) 
3 k 


ER e> |J(zjllawo = 1, Wr = [AG] 及 v=1+2"tir, 那么 
l<vso. 这 意味 着 ECE. MAA 


fiz)<v, Haeret”, 
But, E, =U; Q 进而 有 
m(Eq) < m(B) < FO mQ) < 2 F mQ?) (3.69) 
了 k 
此 处 连续 利用 (3.68) r 次 .这样 (3-69) 就 意味 大 


Hao (a) < 2 "Tm(Qo0). (3.70) 


最 后 ， 取 B= 2042) b= In(2?"""), 这 样 ， 由 (3.70) 可 推 


aii 


gon 


Bm{Qpo) exp(—ba) = 2"m(Qp) - 2079) 
> 2°m(Qp) - g—n(r+1) > pg, (a), 


(3.71) 
从 而 定理 3.11 成 立 ， 
在 BMO 空间 的 定义 中 ， 著 fle) e Liee(Rn) 满足 
1 adr 1 
sup{ oy 人 HG) 一 和 razji < oo, (3.72) 


WK f(z) ke KARTAR AA, 一切 9 次 有 界 平均 振动 函 
数 所 构成 的 空间 就 称 BMO, SI, Sa= 1 时 ， BMO, 就 是 
BMO 空间 . 


- “åg. 


推论 3.12 #1 <q <o, HBA BMO, = BMO. 
证 明 ike Xt g > 1 来 证 明 BMO, = BMO. 对 任意 一 个 方 
体 Q, 利用 Holder BSR, BH 


aa |i) ~ foldz < — aa Uf FEJES java -m(Q)? 


= {aa fro- te < [If(@)llpmo, (3.73) 


另 一 方面 ， 利 用 John-Nirenberg PER, FREH 


1 T g= P at! ajda 
ag fH -fo d onl HQla)d 


i at! ex _ bo 
$ Ba f “exp ( Foig) do 
= Bab Tig) (f(x) Emo; {3.74) 


此 即 I f(r)ipmo, < Cf(z)smo. 因此 ， (3.73) 与 (3.74) 就 意味 
着 推论 3.12 成 立 ， 


85.4 Carleson 测度 


作为 本 章 的 结束 ， 我 们 来 介绍 极 大 沙 数 理论 、BMGO 空间 
的 一 个 的 应 用 一 Carleson 测度 理论 , 读者 从 中 可 以 体会 到 上 述 
理论 的 重要 性 . 

Carleson 测度 最 初 是 Carleson 在 研究 下 面 问 题 时 提出 的 : 
WR 中 什么 样 的 正 测度 ,才能 确 保 


S Ps fante,y) < COW, YHE) € LR), 


(4.1) 

成 立 ? Hep Py» f(a) 是 f(r) 的 Poisson Ra, L< p< oœ. 
为 了 获得 (4.1) 成 立 的 必要 条 件 ， 先 取 p= 2, f(z) = xole). 
这 样 ， 对 任意 的 (zy) € {(a,y) ERE; se 39,0 <y < KQ)}, 
REQ ERKAK, ORAS OMOPMKAR-+ 


. 247 . 


的 方 体 于是， 直接 计算 就 有 


*f(e)= -cry 
Py tle) = fl amet rags xa (Ee 


nv ag 
~ Jel<ai{ TETES 


= ny ng 
/ lyet] 十 Ej a lyl™a yl | 


> J a a aaco (4,2) 
TË, 4 
O= {En ER: £€Q, 0<n < Qh}. (4.3) 
这 样 ， 由 (4.1), (4.2) 容易 推出 
n(Q) < C(u)m(Q), VO CR", (4.4) 


SNE p 满足 的 必要 条 件 . 这 样 , 很 自然 就 引入 Carleson 测度 
的 概念 ， 
定义 4.1 WERI 上 的 正 测度 满足 (4.4) ot, RRR 8 
是 Rett 上 的 一 个 Carleson WI. 进而， Carleson 测度 u 的 范 
3 || [le EMA 
lall- = inf {C; aQ) < Cm(Q), YQ c R"}. 
PMMA AR, 24 u 是 Carleson 测度 时 ， (4.1) RX. 
定理 4.1 如 果 卢 是 一 个 Carleson MIE. BWA 
ff Py fane,) < Cp dE, 
vf(z) e LPR”), 1<p<oo. (4.5) 


为 了 证 明定 理 4.1, RT AERA — Pa So). 
引 理 4.2 i u(r, y) BRE 上 的 连续 函数 ,定义 它 的 非 
i 16] aR A bh 


u*(z) =sup{u(é,9); lr —é <n}, 2 eR". (4.6) 
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& pe RE 上 的 一 个 Carleson 测度 ， 风 对 任意 的 入 > 0 有 


p{(z, y) € RYH; Ju(x, y) >A} < Com{z € R";u" (£) > A}. 
(4.7) 
证 明 GE SRP SR: NFER TRY BE Qh E 
有 一 个 子 要 盖 {Q 使 得 UO: =U, 8;, 则 对 每 一 个 xz EU; 8 
+ EZAT? +O. 对 >0, 令 


Ey = (z, © REN; Jula,y)| > A}. (4.8) 
对 于 (z, y) € En, eM 
Q(z, y) = {rE RY; |£- zl <y, O<g<2y}, (4.9) 


Q(z, y) = {EE R”; [E — zl < y}, (4.10) 


其 中 jjxj| = maxi<icn £il. HR, Ql(r,y) C {£ © R”; u(t) > A}, 
A ERR EE Qay) 有 (5) > CCM 4-1). 


因此 


EM) < e(UO(a, y)) = UGE y) < > HO" (a, y)) 
< C$ _ m(Q'(z,y)) < 2"Cm{e € R"; u*(z) > A}. 


从 而 引 理 得 证 . 
定理 4.1 EAR 注意 到 当 |£ 一 xz| <y 时 ， 容 易 看 出 
3 (4.11) 
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因此 ， 对 任意 的 te 及", BA P(r -t) <2P,(2 —t) Ro. 
另 一 方面 ， 由 定理 2.5 HP, fli) < CA flax), 从 而 推 得 


PAP) E) SCA Fie). (4.12) 
这 样 ， 利 用 引 理 4.2 可 得 
Í 1 Wy * Fla) Pda = of aP! P (f) (ada 
RY i 0 


<p fa? (Pf) at- f IPAP Pde 
cof {a se)Pae < ONENE (4.13) 


这 里 OCP, (F))* (2) 22 aR ED RE P,P (4.5) 成 立 . 
注 记 4.1 在 定理 4.1 中 , Be Py f(r) BM py* f(x), 这 里 
ofz] Ee Cr E pir) e S(R"), PH 4.1 中 的 相应 结果 仍然 成 立 . 
下 面具 体 给 出 一 个 Carleson MRA, ERAH% HO 
记性 .为 此 、 先 引入 两 类 算 子 , SIA ST PME 
T O. 
定义 42 设 p(x), v(x) E CCR") E ylz), vlr) € S(R") H 


me 人 plajdz 1, f v(eyar=o 0. (4.14) 


那么 ， 我 们 就 称 
PAIE) =F TPE ED, OA EE) = FE FE)), (4.18) 


oy WES IR FAS R S. 
318 4.3 如 果 fis) eL R) BA 


f oË < cowo (4.16) 
证 明 利用 Plancherel 公式 可 见 


om adt oo . . 3 dt 
f| ož f Pororaa 


=f AOP [Wear Sa < CoB, 
Rn 0 (4.17) 


- 250 - 


因此 就 得 (4.16). 这 里 用 到 了 估计 
[vier < cw (4.18) 
定理 4.4 如 果 fle) E BMO(R), WA 
dalz, y) = OOP, (4.19) 


ERI 上 的 一 个 Carleson WE, 其 范 数 不 超过 CAE limo. 
证 明 我 们 仅 需 对 单位 方 体 Bo C R RE it 


/ | 5 lo. NP E < CIEE (4-20) 


即 可 ， 为 此 令 
Fil) = x2ga l) flr), falz) = fia) — file). (4.21) 
与 此 同时 ， 无 妨 假设 foo, =0. 注意 到 
Oy(f)(@) = Oylfi)(a) + Oylfe)(e), (4.22) 
直接 估计 可 得 
z dyd 
ff omo Es] .lO 
SCA (aN = CW) Lv (2)|2de 
=) f IE) - halde < CW (oo. (423) 
200 


另 一 方面 ， 对 任意 (2y) < Qo, Bin 
oemls 人 


(z)dz 


y 
<C (Y — z fl(z)dz 


je )| 
<CWy 上 < CW@Hullf@)llamo: aan 
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这 里 用 到 了 定理 3.9. 因此 
dyd 
J a OOPTE < CONE ff, vavas 
< CI {zB yo; (4.25) 
故 利 用 (4.23) 和 (4.25) 就 得 估计 (4.20). 
思考 与 练习 


LiF ER 中 一 簇 可 测 集 ， 称 它 是 一 个 正则 的 ， 如 昧 在 
在 常数 C >0, 使 得 Y3 CF, A 


S c BURG), m(S} > em{B), 
这 里 吾 是 以 口 点 为 中 心 的 一 个 球 ATA). 构造 


1 
Mr f(a) = sup 75 Í L(x — w)ldy. 


证 明 : 类 同 于 定理 2.1, 推论 2.2 WA Te aR ae. 
2. 设 {Teje > 0 Æ— RM LPR") 到 训 测 琐 数 空间 土 的 线 
HAT, EX 


T*(h)(x) = sup|TeA(z}|, 2 ER. 
c> 


车 Th) 255 (p,9) BAS, H Ya > 0 FE AME 
A 
m{z € R° | T*R{z) > a} < (= [lallp)%, Ya(z) € LP(R”). 


METRE D E LR”) AATE, Sof) e DA, RR lim Teg(2) 
存在 ， 则 vf(x) € LPR”), 有 lim Te f(x) FE. 

3. te fe P(E < p < oo), m ulz yy > 0) E JE 
Poisson 积分 ， 则 w(x, 加 有 非 切 向 极限 f(r), 即 


lim u(z,y) = f{xo), 对 aezo € R7, 
{ry {xo,0) 
Crp EPs (zo) 
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其 中 已 (zo) = {(z,y) E RẸ): je -e| < oya > ORE AE 
ane (提示 : 4 fe LPnc(R) 时 自然 正确 . 一般 地 , 通过 证 
ula, y) BO AE E E RK Be A 


u(zo}= sup [uiz y) 
(Ty) EPa {x0} 


Ay ee f FO H-L MARR, AES fie) 无 关 常 数 .4 使 
得 
utro) < AA f{£o}) 
由 此 推 得 w*(zx) ESS AR ES, MO A SD) i 2 即 可 得 此 结 
果 .) l 
4. 设 J(z) E BMO, iE AB 


Nf) lbwo = sup ink Toy ff Ife) -old 


与 -lemo 等 价 . 
5. 设 f(z) e BMO, 构造 截断 因数 fa (oc) 如 下 


_f f@), HONS, 
ful) = 5, f(x) > N. 


证 明 当 N ERTA, Wfw(z)ilpmo < 4{lf(@)llamo. (提示 : 注意 
利用 习题 1 以 受 {zrwte 中 满足 下 面 的 事实 : 

(i) It £ N. 

(ii) fw(z) “9° f(x) 在 Lioc(R") 中 成 立 . 

(iii) $ N > co Bf [fn (x) — fix) 单调 趋向 于 零 .) 

6(John-Nirenberg 不 等 式 )}， FER MARC > 0, HAMA 
HA f(r) € BMO, 满足 


1 
op 去 [ext exp{— pI le) ~ fale < C < o. 


进而 有 
m{xeQ: |f(x) — fol > tifi lemo} < Ce, vt > 0. 


» 253 : 


提示 : (i) FFA Hardy-Littlewood $ A oi Sir E BELL BR Whitney 分 
解 定 理 . 
(it) 由 此 不 等 式 即 得 定理 3.11 中 的 John-Nirenberg PER.) 


7. 设 f(z) E BMO(Qo), 那么 存在 常数 Ci, Ca > 0, 使 得 对 任 
BH QC Qo, 有 


Cot 


Fe aoc. | m(@) 


nice: Ital does- 
这 里 


1 , i 
lF(2)||lBMoce,) = SP man Oo) i f(z) — fang |dz. 


8,  f(e) > 0, A fix) 的 Poisson 积分 
ulz, y) = f f(z -—t)P(t,yjdt, y> 0, teR” 
Rm 


有 意义 . BATE PM RMT HER RK An) 使 得 
Af{z) < Asup u(z,y). 
9. 设 {Tc}: 是 一 族 从 LP(R”) (1 Sp < co) BAAR 上 的 可 

测 函 数 空间 的 线性 算 子 ， 对 每 一 个 Ala) © PR), 定义 

Mhir) =sup|{(Teh}(2)j, Yee R”. 

e>it 

进而 设 存在 一 个 常数 ea>0 和 实数 9 之 1 使 得 对 一 切入 >0 A 
hir) e EPOR™), 满足 

mig: Mhie) > A} < (allkljpA tY. 


若 存在 LR”) HARTE D, 当 g(z) © DA, lim, so Teg(z) J 
平 处 处 存在 且 有 限 ， 那 么 ， 对 vfl) © LR”), lime so Mf (2) JL 
乎 处 处 看 在 且 有 限 . 
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lOGR A BMA). 考虑 一 般 线 性 算 子 族 {Then KEI 
是 一 个 连续 指标 集 . EL {The 的 极 大 算 子 是 M: f(x) — 
Mf(x), 其 中 
M fiz) = sup [Tf (xr)l. 


设 {ZT} 满足 

(1) 5 1<p<%œ tf, M #3 (p, Pp) 型 算 子 ; 

(2) 存在 9: 1 gqg< MCU RARE Dc LR") 使 得 对 每 
一 个 piz) ED, 极限 


lim Tep(e} 一 T(x), z e R”, 


BA, FHER: 

(i) 对 每 一 个 fir) € LPR?) {1 < p< wo) Ar oO, 
{Tf (x)} JL3F ah 2h he ok F Ay A AAR AE TF (x). 

(Gi) 对 每 一 个 Fie) © LP(R") (1 <p < oc), WE 


lin ||E-f(2) — TF(2)|lp = 0. 


进而 ， 当 p=1 时， 对 每 一 个 fic) e LR”), Tfi) 依 L(K) 
CRRA f(s) 其 中 0<s<1,K 是 一 个 有 限 测 度 集 (满足 
Kolmogoroff 性 质 ). 另外 ， 对 每 一 个 f(z) © Llogt L, T, fle) 依 
DK) SAT Tilh 其 中 0<s<1 才 是 一 个 有 限 测 刻 集 
(满足 Zygmund tE Mi). 

(iii) REAT T (rp MA 1 < p< cf) F AES (4， 
DERT. 

iv) 车 M 是 {T} 的 极 大 算 子 ， 那么 M 是 (p,p) BHT 
(i<p<oo) FF AEH (1,1) 型 算 子 . 
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第 六 章 奇异 积分 理论 及 其 应 用 


$6.1 Hilbert, Riesz RHR RRS WY 理论 


SW11 设 f(z) AR 上 的 可 测 函 数 ， f(x) 在 集合 {7: 
ja — aol > £ > 0, zo E€ R” } EAR. E 


lim f(zjdz 


e+0t Fiero >e 


存在 { 有 限 ) URBES flz) ER 上 依 Cauchy 主 值 可 积 ， 并 记 
其 极限 值 为 


F.V. Í f(xjde. 


例 1.1 设 g(x) € Lr(-00,00),1 P< oo. & fz) = ote) 


I—Zo 


E (z: je- zo| > e> 0} 上 可 积 ， IA, me a) ÆR ER 
Cauchy 主 值 可 积 等 价 于 


lim T) gy (1.1) 


sD0t foc|x—zol Tt — Xo 
FTE. 
BR, 4 glir) Æ x= zo 处 满足 lgl} - g(eo)| S Cle — Zo 


时 ， 有 
f A) gga f -I 
egz- tol x ~ To zele rol] t 一 Ti 


由 此 推 得 (1.1) 中 的 极限 存在 . 此 说 明 当 g(x) € L?( 一 00,00}(l < 
p< oo) 满足 Lipshitz Ae ee pp, (1.1) OL. 
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定义 1.3 HE g(x) € LP(-co, 00}, lLop< ce. F 


tim zf NE) de (1.2) 


e-0* A Je 位 一 zol © To 


FTE, KEB EMHI ARR glx) 的 Hilbert 变换 在 zo 点 的 
fa. ig 


gtgfzo) = lim Heg(ap) = È lim ID) ty (1.3) 
e—Ot 


T emt + |r | rT — to 


本 节 的 目的 就 有 讨论 Hilbert 变换 及 其 在 高 维 的 推广 形式 
Riesz 变换 的 存在 性 . 我 们 先 从 讨论 Hilbert 变换 开始 ， 众 所 周 
知 ， Hilbert 变换 来 源 于 解析 路 数理 论 . 对 于 实 值 函数 g(t) < 
LP(—00, 00), 1 < p< co, 考虑 积分 


1 f” 9 aa 
maf fos z=atiy, y>O, (1.4) 
容易 看 出 ， 函 数 


1 六 g(t) 
Fn(z) = T 7” 


E Ri = {z+ iy: y2 y> 0 LEZAS. 进而 ， 当 N o oo 
时 ， F(z) 一 致 趋向 于 (1.4) 中 的 积分 


F(z) = af HE) ay. 


Tt f owt 


且 F(z) ER 上 全 纯 ， 现 将 gy 分 解 为 实 部 和 虚 部 ， 可 得 
1 oD . Do r-t 
rosi j ErP Otti | E raO 
= 5(Py* ae) + 3{Qy + 9)(e), (1.5) 


这 里 P(r) = tort, Qula) = taste 分 别 是 了 上 的 Poisson 
核 以 及 共 斩 Poisson H. 
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定义 1.3 Ho>d, a2 €R", i R2! PL (20,0) 为 中 心 ， 
以 “为 锥 角 的 锥 为 


Teafzo) = {(2,y) E R9: |z — zo| < ay}. 
设 u(y) 是 RY ”上 的 水 数 ， 且 对 每 一 个 a >0, 有 


lim ug y} =l, (a#,y) € Tyga). (1.6) 
(eyi (ito D) 


则 称 ulr, y) Æ zo 处 有 非 切 向 极限 工 


引 理 1.1 设 f(z) € LP(R"), 1 <p < oo, 则 对 任意 的 z < 
Ey CR", Poisson 积分 


ues) = f Peni da | Ple -bf 


有 非 切 向 根 限 /(z). Ra, EERE R” 上 几乎 处 处 成 立 . 
证 明 对 任意 的 (2, y) E Palro 容易 看 出 


P(z—t,y) < daPlzo — t, y) det = max{1+2a7,2}. (1.7) 
Xi Yro E Lp HARARE RAE, BM 
0 = lim sf. |fCeo — t} — flea) |P, (dt 
= tim, f 140 — £(e0)}Pylao — tat 
= dg" lim f p(t) ~ S(ao)IlPy(e ~ #) 
> d7! lim f. FP — tdt — f (zo) fP y(x — t)dt| 


=," lim Jul y) ~ flzo)l 


从 而 引 理 1.1 得 证 . 
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作为 上 述 引 理 的 直接 结果 ， Poisson 积分 ula, y) = Py * f(z) 
在 R? 上 几乎 处 处 非 切 向 有 内， 类 同 于 第 五 章 的 讨论 ， 若 记 非 
TH [el AR A pa i 

un (a) = sup jeter, y1) 
(ziyil aie} 
AA 
az < da A fr). (1.8) 
FELEL, Rika mA., FOMRRHFEERMEOMA HR 
是 基本 等 价 的 ， 这 可 从 下 面 的 引 理 得 到 ， 

引 理 1.2 i&u, y) Æ RI ERRAR. € uly) 在 正 
测度 集 SCR 的 每 一 点 非 切 向 有 界 ， 则 uay) Æ S ELFA 
Ah ## ZE AE 7 rey aR BR. 

证 明 可 见 [SW]. 我 们 关心 的 问题 是 对 于 gle) E L?(-00, 00), 
l<p< oo, H JL4 Poisson 积分 


veya =f gorp Od (1.9) 


Fe GF EEE TH RO? 

定理 1.3 设 8(z) € P(o, 00), 1 <p < oo, MA JLP Ab AE p 
z E R”, g(x) AED Poisson MA v(z,y) = = opery gt) dt 
存在 有 有限 的 极限 伪 . 

证 朋 通过 分 解 g(x) 为 正 部 和 人 负 部 , KReABMAAA a(x) <0 
的 情形 . 2#., BSAH, uly) = Pyeo(e) < 0, Mit AN 
C(z) = exp(utiv) AIR BEWE Cio <1. 根据 引 理 1.2 MM, Cle) 
几乎 处 处 存在 非 切 向 极限 ， 且 极限 值 不 能 在 一 个 正 测度 集 上 等 
Fo 否则 ， 就 能 推 得 Poisson 积分 ule,y) = P, glr) 在 此 正 济 
Pe eb AE RE -co, IES LH, BR E 
M 1.3 Eo. 

EH 1.4 设 giz) € EP(R), 1 <p < œ, M) #g{r) 几乎 处 处 
存在 且 有 和 恨 ， 其 值 恰好 是 gtz) HIM Poisson WH, BAHEA 
的 reL, A 


. ~ r-t git) 
hi ———, —_glt}dt 一 ——di}=0. (1.10 
y+ (站 (x 一 t}? + pr I, z—t ) l ) 
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证 明 id 
(1.11) 
TT iSi. 
(1.10) 中 的 积分 可 改写 为 


ay =f ARP jt > 1; 


易 见 ， 


[- &,(t)g(x 一 t)dt, 


这 里 Palt) = y (i). 注意 到 


(1.12) 


to: lej>1, 
viz) = sup ®(t) = | zital ) 
|¢} >|} F Jz] <1 


在 {-o,0) DH. HAS KA ER (第 一 章 定理 16) 可 得 
lim i @,(t)g(x — tdt = sa) f {tdt = 0, Yr € Ly. 
yoOr Fas _ 
(1.13) 
这 里 用 到 O(c) Ay ew BAPE. fe (1.10) 成 立 
定理 4.5 设 gir) € L?{-cw,oo), M] 


Hg(z) = —isgnz g(x). 


(1.14) 
特别 ， Hg) = lgl 
证 明 注意 到 
(2) = Z = HAPyla) + 1Q,(@)}, (1.15) 
Tiz) = ~ 2nizt 3 — oe init Inyt dt, 0. 1.16 
(2) f e?rizt di f eariate y > (1.16) 
根据 P,(x) = 2Rel(z), O,(x) = 2Imi(z), 可 得 
P — = ~2aryt perest —2mrirt dt 
(a) Í ce~2ryt(e2rizt 十 e—2niet) 
= f etrinte mati (t) +x (Hdt, (LIP) 
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Qua) =i fe) — Xd, Q18) 
其 中 x+ lt) = X (0,00) (4), x (t) = X(—o0,0) (t)- 显然 
X+{t)+x-)=1, x+(t)- x(t) = sent, 2 #0, 


出 此 推出 


=~ 


Qy(t) = (~ésgnt e777". (1.19) 
此 式 意 味 着 
Qy * giz) = (—isgnz)e T rr] gfe), (1.20) 


利用 Piancherel 定理 , 4y— OTH, Q,y«go(z) E L RMA 
一 个 I? oh 8, E aa 8 89 Fourier aF fh it (—isgna) g(x) € £7(R*). 
因此 ， 由 定理 1.4 就 得 


(Q, *9)(2) 3 Hele}, yoo. 


故 (1.14) 成 立 . 
推论 1.6 设 g(r) Ee L?(-co,cc), 则 对 任意 的 8 > 0, 有 


(Qy * g)(x)} = (Hg + Py)(z), YN aew € R”. (1.21) 


WEAR OMS, (1.21) 就 是 


1 To 
二 上 _ dt. 
a ge iF -1 f7 Hole Pyp Py 


EAE Fourier BR, FSA HAA A +E iy Fourier 变 
fi (-isgnr)e imris ete), 从 而 (1.21) 成 立 ， 

下 面 来 讨论 n 维 的 情形 ， 这 就 对 应 着 Riess Bi. HF + 
可 写成 pir = pp (n=1), 因此， 对 应 着 n>1 维 的 情形 ， 类 
似 地 构造 


Bye) = ER 了 二 UZ R. (1.22) 


这 样 ， 就 自然 地 引入 了 Riesz 4 4 FES. 
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定义 1.3 WC,= 37 rH), ø 
R; fæ) = CaP. f fle 一 和 有 此 jl nm (1.23) 


是 了 的 Riesz FR, FAA HE rr 称 为 Riesz #% m 数 . 
利用 类 比 的 方法 ， 可 以 定义 nn 维 空间 上 的 一 般 的 Calderdn- 
Zyemund 奇异 积分 算 子 . Bet, ER 上 ， 有 
1 sgax Nfe) 


二 = = 1.24 
z™ zl al” (1.24) 


这 里 Q(x) 满足 
(i) Rr) = Q(x), A > 0; 
(ii) fa, A(z)do(z) = H{-—r) + Rr) = 0, XE Eo = {-1,1} 是 
民 圭 单位 球面 . Aut, ER be RR wR 
Mz) 


K(t) = Tia n>t (1.25) 
使 得 Oz) 满足 
Q(Ar) = Q(z), A>O, (1.26) 
f 人 (zjacfzy = 0. (1.27} 
En- 


这 样 ， 就 诱导 出 及 * 上 的 Calder6n-Zygmund 奇异 积分 算 子 的 定 
x, 
定义 1.4 Ofc) 满足 (1.26) 和 (1.27), 称 


Kf =P. Í. f(z- ae 


dt (1.28) 


是 Calderén-Zygmund A AHHAA T. 5j, 4 Qr) = n 
H, SF K 6 Riesz HT R;. 

为 保证 (1.28) 中 主 值 积分 的 存在 性 且 具 有 其 次 同 于 Hilbert 
变换 的 性 质 , 需要 给 Asc) 附 吉 一 些 光滑 狂 条 忻 ， FN: RO 
Lip EAE Cl 连续 ， 以 确保 形 如 


|z- <p 
je }=|z|=1 
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的 Dini 型 条 和 件 成 立 . 我 们 将 在 第 三 节 证 明 Calderén-Zygmund 奇 
异 积分 算 子 是 prp 型 算 子 <p < co) M39 (1, 1) BR. M 
在 利用 Calderén-Zygmund 奇异 积分 算 子 是 {2, 2) 型 算 子 OS 
三 章 定 理 5.4) 的 性 质 来 讨论 Riesz 变换 . 
WH LR") 上 的 平移 不 变 算 子 7T, 自然 存在 m(x) € LOR") 
使 得 ; 
T f(x) = m(x) flx), (1.30) 
通常 也 称 工 是 带 符 号 mic) HRS. 
由 第 三 章 定理 5.4, 24 Ola) < 天 (Zn (C 工 (Pn-i) 时 ， 
Calderén-Zygmund 奇异 积分 算 子 
QE) ae 
Kf =P.V. fs f(x —t) ae 


是 DR") AFBREAT, RAS ma) TRA 
mir} = -= f sen(x’ - t’)Q(t" dolt’) 
+ quad f log(|x’ - t’|7 Oe )do(t’). (1.31) 
Enl 


现 来 考虑 Riesz H. 注意 到 Riesz 核 是 


(1.32) 


£ = Cn 3 ` iT] = 1, 

Kyla) = Oppa e VOF Ty 

He Ditz) = 2 È Enp 上 的 光滑 西数 ， 此 意味 着 Riesz 变换 确 
定 了 了 上 的 平移 不 变 算 子 ， 由 (1.31) R, FAA H 


K; (z) =m,(r) = ~ir}, (1.33) 


By 4E 3 BA. 4A a BS BBR A A SE AY (1.33). 事实 上 ， 
注意 到 Gr 是 一 个 齐 次 调和 和 多项式， 由 第 三 章 定 理 5.2 推 知 ， 
Kio) 确定 一 个 色 增 广义 函数 且 满 足 (1.33), 

EY 1.4 u(x) € C*(R") {7 ==1,2,… ,nn) HREM 
Cauchy-Riemann 方程 

~ Ou = 0 Gun _ Puj Ek jpk=1,2, m. (1.34) 


? 
= 4 Oz 5 ” ðr; Gay, 
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则 FR fui {x), vatT), T= 1 Uy, (2) } Fé SE $8 eH. 
Riesz 变换 通过 Poisson #4 4> 45 4 7c iB Al ow KE a St en F h 


联系 ， 

定理 1.7 设 fir), Alz), falz) € LHR"), 其 相应 的 Pois- 
son 积分 uo{z,y) = Py * f(x), wle y) = Py pleh j= loan. 
则 {uolez y), ui (E, y) -tnle y} Æ RH EAS SE SE be AR FE 
要 条 件 是 


f(z) = Ry f(z), j= Ln (1.35) 
证 明 先 证 充分 性 . 4 file) =A; flax}, w 
f(z) = i fle), (1.36) 


于 是 
. by 和 ， 
u;(a,t) = P * f(s) = 一: f. ay -exp(--2a|tly + 2rix - tydt, 
AFAR AS PR, FP TE RRB uolet) = Py * f(x), zo = y, AB 


Ou; o Ou, 
yi = 0, awk SSi j,k =0,1,--+,n. 


下 来 证 明 必 要 性 . $ 


uj(x,t) = Py* Jile) = Í. f(t) -expl-2rltly + Quix - tat, 


u(x,t) = Py * f(z) = 人 f(t) -exp(—2x|t|y + Qwia - t)dt. 
注意 到 See = SS = Se 从 而 
| anit; f(t) exp(—2nlt|y) = —2nlt| f(t) exp(—27/¢ly). 
于 是 
A A 
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定理 1.7 本 质 上 给 出 了 求解 Cauchy-Riemann 方程 的 方法 . 
最 后 , 我 们 来 给 出 Hilbert 变换 、Riesz 变换 的 一 个 基本 的 刻画 ， 

定理 1.8 HTIALR) 上 的 有 界线 性 算 子 ， 若 它 满足 

i} 工 与 平 称 算 子 可 交换 ， 

(ii) 工 与 伸缩 变 换 (CEH) AT eR, 

(iii) T 关于 反射 变换 是 反 可 这 换 的 ， 
W T 与 Hilbert 变换 相差 一 个 常数 售 ， 

证 有明 车 了 满足 各 ,那么 工 是 平移 不 变 算 子 , MAE mis) < 
L” (R), 使 得 


TF=m(r)flr), f(x) ELR). (1.38) 
由 条 和 件 Gi), (iii) 可 知 
T(f(dz)) = sgnd(Tf)(52). (1.39) 


EARR Fourier 变换 ， 并 利用 Frs = HT Xir), 容易 看 
出 


m(2)F(F(dx)) = me) fF) = send -|S mE FE). (1.40) 
Am, sendm(d-'z} = mir), 此 即 
m(éx) = sgndm(z), 6 #4. (1.41) 
此 意味 着 mlr) = const. sgnz. 这 样 就 证 明了 定理 1.9. 
当 mn> 1 时 , 设 p 是 RR* 上 的 一 个 旋转 ,， 它 诱导 的 通 数 的 变 
HÆ (Jer) = Floe). 对 此 式 两 边 取 Fourier BR, HWM 
TI 二 eATir'y —i dy = Inir py d 
FNE = [eso ydy= f eee ydy 
= Í. e-2rip wy Fly) dy = pF f(x), (1.42) 


此 即 Fp = pF. 进而 ， 记 miz) = (ral(2),… ,mal7)) Æ R" EB 
向 量 函 数 ，p = (p35) ER” 上 的 一 个 旋转 , 则 mp lr) = pmiz), 
写成 分 量 形 式 就 是 


mj(p 7) = >> piema). (1.43) 
大 
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人 慌 助 于 这 些 概念 ， 容 易 建 立 如 下 绪论 : 
引 理 4.9 设 m(x) 是 0 阶 齐 次 向量 函数 (mór) = mz), 
d > 0). 如 果 mir) 满足 旋转 不 变性 质 (1-42), 则 存在 常数 C, 使 
得 a 
mi(z)= Cr, j=12,2, n. (1.44) 
证 明 注意 到 mj (x) = m(ja SF) = m2) 故 仅 需 对 单位 球 
面 上 的 T 来 证 明 {1.44} 就 行 了 . 现 设 ElL En ttt En E APAE 
hi E, i C S= miei), 我 们 断言 


myle1) =0, 7 = 2,3,--° 7. (1.45) 


事实 上 , 取 p 是 保持 el 不 变 的 任意 的 一 个 旋转 , 则 由 (1.43) 
可 见 


malp “el) = m;{e) “don xm, (€1). 


此 意味 着 向 量 (ma(er), malah o ,mnte1)) EEE Pon — 1 AE 
Ze fe] Oy fe Fe AERP OR E, 45) 成 立 . 现 将 (1.45) 代入 
(1.43), 可 以 看 出 mylo lei) = pyamiler) = Cpi & 2 = p'e, 
RE eo = p, WEER rj = pj. 于是， 


mile) = Cr; lzi=1, j=1,2,---,n. {1.46) 
从 而 ， 引 再 1.9 成 立 . 
断言 SA FEE OT = (7), 75, --- Ta) 满足 
Tjo] = py (1.47) 


k=I 


WT; = CR;, 7 = 1,2,- 
事实 上 ,利用 Fig = 5 TF, > 0, 对 了 所 满足 的 式 子 的 两 
边 取 Fourier 变换 ， 就 得 Ti(p7 La) f(x) =} k Lopate (x) f(x), Hj 


f; (Pte) = >> o;sTala), (1.48) 
k=l 
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因此 ， 由 引 理 1.9 可 见 


他 (x) = on. (1.49) 

然而 ， Ry Fla) = ifs fi a). fe ERB aaa. 综 上 所 述 ， 就 得 
Riesz 48 Be pJ — 74> Hl iB ME EIS ， 

定理 1.10 B=(%,%,--:,T.) BL") 上 的 有 界线 性 
Sy, FEME | 

G) TG =1,2,---,n) 5 R" 上 的 平移 变换 可 交换 ， 

(ii) ZT} (J = 1,2,--- n) SR” 上 的 伸缩 变换 可 交 摘 ， 

(iii) SR” 上 每 一 个 施 转 p = (956), T = (T+. Th) 满足 
(1.47), W T 与 Riess 变换 相差 一 个 常数 倍 ， 即 存在 常数 C， 


T; = CR; j=1,2,...,n. (1.50) 


66.2 奇异 积分 的 LI? 理论 


本 节 我 们 将 借助 于 极 大 靖 数 理论 以 及 Calderón-Zygmuná 分 
解 技 术 来 给 出 奇 恒 积分 算 子 的 LP 理论 。 为 此 ， 我们 先 引 人 一 
些 预备 性 引 理 ， 

引 理 2.1 i K(r) € £,,,(R"), l<p<co. 若 


Tja) = f Kie- yfad (2.1) 


是 (pp) BHF, MT Epp) BHF, Hp iths 
证 明 由 rafir) = fiz- h, 直接 验证 TH = nT. BE 
H, TÆ (pp) 型 算 子 意味 着 了 是 L?7 上 的 有 界线 性 算 子 ， 故 
7 了 是 平移 不 变 算 子 , 此 即 TE LP 这 样 ， 由 平移 不 变 算 子 理 论 
{ 见 第 二 章 定 理 2.1) g T En BAT. 
引 理 2.2(Calderén-Zygmund pf Št 4) i EB) 设 f(z) et 
Hah, WHA R 的 分 解 


R” = FUN, FOQ= 6, 9=UN,Q;, NA = j#k, (2.2) 
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这 里 QO 表示 方 体 DAR, EE f(z) 满足 分 解 


f(x) = g(x) ~ blz}, g(x) € L°(R"), (2.3) 
HR ba) 满足 
b(x) = 0, 对 aer E F, 
ti rdr =0, j=1,2,: (2-4) 


证 阴 XÍ œ > 0, 由 Calderón-Zygmund 分 解 定 理 ， 存 在 R” 
从 属于 (F(a), a) 的 分 解 (2.2) 满足 

(i) fir) <a, Xf ae. weEF, 

(ija < ato da, f(zjdx < a,j =1,2,---, H 


¥m(Q5) < = (2.5) 
j=l 
定义 
f(z), zg r 
az) = | miQ;) fo, F zdr, EW 7 =1,2,---. (2.6) 


id bz) = flr) —9(2), 显然 (2.4) 成 立 . Bh, 仪 需 要 证 明 g(x) € 
PR"). Het, Ret 


lolB= f loPar+ f jods 


salfi + 人 m(Q;) J Oda 
< alifih >> 2a)*m(Q;) < (A+ "Jal flr. 


此 说 明 g(a) E £7(R"), 从 而 引 理 1.2 HE. 


定理 2.3 H Kle) e LR") 且 存 在 常数 A, 使 得 
GIK <A, 2 ER; 
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(ii) Siesau |K{r— y- EKE(r)ds < A, y € R” \ {0}. 
HTA = Kf REARS T Æ (pp) BAF 1 <p < oo) 和 
弱 位 , 1} DAS, FEHR A CRMT n FA. 


WEAR 注意 到 Marcinkiewcz 插值 定理 和 引 理 2.1, 我 们 仪 需 
证 明 算 子 工 是 (2,2) BST BO, 1) PRT. 

事实 上 ， 对 任意 的 f(z) EL (BR"), 利用 Plancherel 定理 ， 容 
易 看 出 


ITA = IK * fla = HE) fle < All eNe. 


此 意味 着 荆 是 (2,2) 型 算 子 ， 
另 一 方面 ， 对 任意 的 f(x) e LR"), 有 


{m (TH > a} © {ei {Tf > Sule TI I> 3} (7) 

age (2 He MIE AR f(x) e LR” 来 证 明 弱 (1,1) 型 不 等 式 . 令 
à > 0, {E Calderén-Zygmund 函数 分 解 

f(a) = g(a) + biz). (2.8) 


则 有 ` N 
(TIAS (Tg) (3) + (Tb) (3) {2.9) 


注意 到 gle) € R) 且 ot < (+ 2AA, 所 以 
GT. < (ro 本 < Sai sacra el ero) 
HF ble), $ 
b(z) = 2 be), b;(x) = b(2) xo, (2). (2.11) 
BY) EFE Q WALD, S= BY; diam(Q;) BLY, 为 中 心 ， 


半径 是 diam(Q;) WR. 自然 ， m(S;)=Crm(Q,), Bi, Hie 
S= US, Ak A 


= Calif ll 
m(S) < Cam(Qs) = Cn 2 mA) < 一 
OQ, =UZ1Q;, Cy 一 on 1 {2.12) 
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由 此 看 出 ， 仅 需 考察 So 上 的 情形 ， 根 据 bj;(x) 在 Q; 上 的 平均 
值 为 0 的 性 质 ， Thie) 可 表示 


Tb;(2) = L K(a— y)b;(y)dy = h K(x —y)— K(s — Yb;(y)dy. 
(2.13) 
从 而 


人 TB(zjlaz < 2 人 Tb; (2) |de < vf, ITo,(e)|de 
<E fa 


1 vEQ; 


bN J IK(z— y) — K(2 — ¥;)|dz)dy 
weSe (2.14) 


BE c—y=(-¥)-W-Y¥)), BES; ye Qi Hh, 由 5 的 
构造 即 知 |e — Y| > ly — Yj 由 (Gi) 可 得 


IK(e -Ke ~ Yd 
res; 


< J IK(z— (4 — Y;)) - Kidz < A. 
Iz|>2ly—¥| (2.15) 


FÆ, hoble) 的 分 解 结构 易 见 
人 role < E |, AO =A j jb(y)\dy. (2.16) 


注意 到 
biz) < [fl + lal < 上 (中 十 二 入 ， £ ENA (2.17) 
由 此 就 推 得 
j ITb(x)|de < af zjlaz < All fl + 22AAm (2a) 
Se Ma 
< (1+ ANSI. (2.18) 
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这 样 ， 由 (2.12) 及 (2.18) 可 推 得 


(6) (2) < m{S°n {|Tb| > 2}) +m(5) 
< [0 + 2A + CoA/ (2.19) 


最 后 ， 结 合 (210) 及 (2.19) f 
(T JA) Ss CCA, mF lf a, (2.20) 


ie AT 22S (1,1) 型 算 子 ， 从 而 定理 2.3 得 证 . 

推论 2.4 K(x) e C1(R"\{0)), K(e) € L?2(R") 且 满 足 

(i) {KE{z)| < A, 2 € R"; 

(i) [VK (z}| < Cle ™-1, æ e R™\{0}. 
RY Tfiz) = KF  (p,p) BAST O <p < w) HS {1,1) 型 算 
F. 

证 明 (MBM 2.4 的 条 件 意味 着 定理 2.3 HAE (ii) 
RTT. FXE, WAS lel > ay 的 点 x,y, 有 


> be, -cos{z 一 y, T} 


< Cii. cm < Pt Cyle t, 


[A(z — y) — K(x) = ly] < jyl| VK (E}| 


这 里 上 一 和 一 bo jE Hel 于 是 


Ei 
is|>2|yl 


fiKG@-y)- Kio)ide < 2 ly 
jz} ziy] 


= A< oo. 


从 而 定理 2.3 HO EO) 满足 ， 故 推论 2.4 得 证 . 

我 们 发 现 ， 定 理 2.3 及 推论 24 中 , A JÉ Ax k 
i. 是 否 可 用 (x) 与 身 的 一 条 件 来 代替 K(z) 的 条 件 呢 ?3 用 
Kir) 本 身 的 性 态 来 说 给 出 的 条 件 具有 直 台 ， 易 验证 的 特点 . 

定理 2.5(Benedek-Calderon-Panzone 定理 ) i Kirje L H 
A > 0E 
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(a) Seen ja||A (aide < AR, VR >Q; 

(b) Jien & (w)dz <A, YR > 0; 

(c) faan KE- y) — K(2)lde < A, Vyf > 0. 
WTI=K+f dz (pp) BRT O<p<o) RO) BHF. 


证 明 仅 需 说 明定 理 2.5 的 (anib) Bi EE 2.3 的 条 件 (i) 
Bay. #E AR ws = JeF E R”, 使 得 exp(—2riz-w) = —1, 考察 


K {x} — f eT 2ME8 K {y)dy 二 f e—2"izye-2rizw K y)dy 
R ma 


4 


. 1 
eT TEN K fyjdy — 5 f eiztyto) Ie {y)dy 
E” 


emu K (y) - K {y — w)]dy 


g gm 


Bo | et BO] = bg] = = 


eu K(y) — K (y ~ wldy 


= 
Vv 


pe 


Bf cg TEO- Ru oi 
2 +h, (2.21) 
一 方面 ， 由 条 件 (0) 可 得 
l 1 
I 一 Kiy) — Kly -wdy € =A. 2.22 
Saf KO Kay 5a. (2.29) 


另 一 方面 , Hh 改写 成 
_1 —2tic-y 1 K d 
h=zj C -DKES fa (y)dy 
-t -2niey 41) K(y — w)dy + = K(y —w)d 
5 Ic + 1)K(y Mots], (y —w)dy 


一 |æ 


i 
|S Tet 


Sr++ MI+IV. (2.23) 
因 |exp( 一 27iz -y) -1| < jelly], & 


1 1 
—_ E -一 - 2 
I] < 5! J L lull E (wildy < z^ (2.24) 
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及 因为 exp(—2ria- y) = —exp{—2mia -(y—-w)), 自然 有 
|exp(—2rix-y) + ij = [exp(—2aiz {z -wh — 1 < Jelly — w|. 


MT, RAT (2.24) 的 推导 ,注意 到 w] = 


I < ie he 网 


< lar lew _ Helle zjldz < sA, (2.25) 


注意 到 条 件 b), 易 见 


al K(y)dy] = 
lvl tH 


Bis Kish IV. 注意 到 
{ys jy w 3 = {yy < wl ody : yl = lel, ly- < 3lw)}, 


从 而 


<LiA (22) 


If < =- 
四 ; 


Í en K(y)dyl < 


2 I< 


1 
HVI < al K(y— way — f K (y — w)dy| 
lyla] jiy wl E3] 
iyi > 2] | 
1 
<2 (z) 一 lz; K (2 )}dz 
21S {z}<3he] | Zw] Syet<jel<ajut 
1 3 
= = 2.27 
< 54 十 745 2A. ( } 
ae > fH it (2.22), (2.24)~(2.27) 就 得 
K(x) < 5A. (2.28) 


因此 ， 定 理 2.5 HE. 

注 记 2.1 在 定理 2.3 、 推 论 24 及 定理 2.5 F, HER 
lz) € LHR"). 这样， 就 无 法 直接 将 这 些 结果 用 到 一 般 的 C-2 
奇异 积分 算 子 上 然而 ， 从 定理 2.5 的 帖 计 


Wil, € Apl fll t<p< co, <A, = Alp,n) 
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的 证 明 , 可 以 看 出 , 条 件 KK(z) e (R) 并 非 本 质 , 因此 , i ot Ae 
限 程序 就 可 证 明 一 般 奇 异 积分 算 子 是 (pp) 型 算 子 (1 <p < %0) 
FSH (1, 1) BAT. 

下 面 我 们 来 建立 一 般 的 奇异 积分 算 子 的 DL Bit. 

定理 2.6 RAH Kr) 满足 

(a) | 天 (zz < Ble 7, KOAs) = ATK (r), oH |z| > 0, A >D; 

(b) (SHARE) 对 0 < Ri < Rs <0, 有 


|/ Elz)dz = 0; 
Ai <|2|< a2 


© fapa KE-9) — Klæde < B, |y] >0, 
那么 ， 对 任意 的 f(z) € LR), 1< p< oo, RF 


zone = f K(y\f(e—y)dy, e>0 (239 
ly|>s 
满足 

ZeFlle < Apll f(@)lp- (2.30) 
这 里 4。 不 依赖 于 < 与 f(a). 进而 有 


lim Te(f)(w) = T F(z), V(x) € LPR”), 
且 荆 也 是 具 控 制 常 数 A 的 (pp) 型 算 子 (1 < p< oo). 
为 了 证 明 此 定理 ， 我 们 先 作 一 些 准备 工作 ， 构造 


K.(a) = { K(x), |z| >e, 


2.31 
0, je] <e, ( 


我 们 有 下 面 一 些 基 本 的 事实 . 
引 理 2.7 设 了 是 以 (lx) ARRAHERUEAT. UT. = 
de- Tõe (e > O) ÆU eK) 为 核 的 着 积 型 算 子 ， Hm, # 


Tflp < Aple vitz) € LPR"), 


那么 
Tefhlp < Apllfllp, VF(e) E £P(R"). 
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证 明 直接 验算 
BTE = KE Wendy | KE fevd 


=e f KC) ody, 
Rk" = 


且 
Tefllp = l6e-2T Sef llp =e >76eF < €? Aplldefllp = Apll flly- 


引 理 2.8 设 K(x) 满足 


f IK(a)ldz < A, (2.32) 
1<|z1<2 
| RG- Kade $B, 加 >0 (2.33) 
则 Kile) 满足 
/ 1K (a —y) — Ky(2)|de < 2A + B. (2.34) 
je] >2| yt 


证 明 A V = {x; 1 < |e] < 2}, Mi 


[Ky (2 —y) — Ki (x)| < |K(a@—y) — K(z)| + xv(@- ywiK(@—¥)| 
+ xv(z}K(x)i, lz] > 2ļyl. (2.35) 


事实 上 ， 在 |zj > ay 的 前 提 下 ， RNAM THE : 
4jel>ije-ycln, É 


Kile- y) — Ki(2)| <|K(@ — y) — Ke). 


% je > 1, |e- y| <1, #1>le-yl > lel- iyl > Bk 
意味 着 x eV, 因此 
[Kz — y) — Kifz)| = |Ki(2)| = xv (2)E (£). 
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4 |e) <1, ie-yf>1, Æ jay] < |e] + ¥l< 3, eee 
着 x 一 ye V. 因此 


Kil —y) Kil) = Kile- y)| = xv(2 — y)IK {æ — y)l. 


1 jr| <1, |r- y <1 t, BAA [Aife -—y) Kilo = 0. 
综合 上 面 诸 类 情形 ， 推 知 


f me-W- Klades f  |K(æ- v) - Ka)lde 
let > 2|yi |z|>2)y| 


K dz Ala — a A+ B. 
+ fone! (a) + (æ — y)|de < 2A + 
定理 2.6 的 证 明 条 件 (a) 意味 着 

J LK (ode < Bon_1(2* —1)/n= A. 

1<|z|<2 


故 根据 引 理 2.8 可 知 ，Ki(zx) 满足 定理 2.5 的 假设 , 从 而 Eo] 
CB. xR Tf (x) = Ki+ f(x) 确定 的 算 子 于 是 (p,p) 型 算 子 
H#BUD SS. HH (a), 容易 验证 


Kalz) = eK (>). (2.38) 
因此 ， 由 定理 2.3 可 见 Tf(x) - Kex f(z) 是 pp 型 算 子 且 是 


E (LIET, ABM 4p = CB( 其 中 依赖 于 n, p) 
对 任意 fe COUR"), 易 见 


Teflx) = 7 Kyl f(z — yldy = wo We Bay 
y| Pe p2 


+ f KOL (E — 9) — Fa)lay. (2.37) 
e<[z| £1 
由 Kiis Bly ly} > 1, RI (2.37) 右边 第 一 个 积分 是 一 个 LP 
mak, RAH 
[f(r — y) -—f(z)) < Aly, ye Bile), 
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Mit, 4e30, RA 


[KWL feldu > f _ KOFE WD Hedy 
e<fy| <1 ly] £1 

(2.38) 
由 此 推 得 


TfTf (因为 [Tf < Apllfilp < o0). 


对 一 般 f(x} E 5L?(R"), 注意 到 COUR") FAT L°(R"), wR Vd > 0， 
存在 g € CO(R") 使 得 


Fæ) = glz) + A(z), |lAllp < å. (2.39) 
ix FF 


|E f ~ Ke Jlle < [Eg ~~ Kegllp + [| A. A + Ke, hl|; 
= (Kag 一 Kegli + ZA||R |p, (2.40) 


W {Kf} Æ LP Cauchy FJ, Bp 
lim K.f = Kf 


HA 
IK Fly = Apliflle- 


#1222 4n=1,K(e)=4,ceR, 显然 K(z) 满足 定理 
2.6 的 条 忻 ， 因 此 ， Hilbert 变换 


Hf -pv f Ae y= lim Feza) iy 
T JR y ED ite y 


Epp BAF (1 <p < oo). 对 于 高 维 的 情形 ， 下 节 将 证 明 一 般 


的 Calderén-Zygmud 奇异 积分 算 子 是 (pp) BAS (1 <p <o) 
Ass (1,1) BAS. 
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46.3 Calderén-Zygmund 奇异 积分 算 子 


我 们 知道 ， 在 Abd 群 上 可 以 定义 平移 不 变 算 子 类 , 注意 到 
R PARET Abel 群 ， 且 具有 Euclidean 结构 . 因此 ， 可 在 其 
上 上 引 大 伸缩 变换 re: ze 一 cx, 相应 地 ， 对 了 上 的 函数 e) 而 
A, Bae pa MIRE 一 Az) = flex). 我 们 感 兴趣 的 是 
与 平移 变换 ， 伸 缩 变换 可 交换 的 算 子 ， 对 于 满足 定理 26 中 的 
核 函 数 ， 它 对 应 的 奇异 积分 算 子 个 如 果 具 有 与 平移 变换 、 伸 缩 
变换 可 交换 的 性 质 , 则 工 怡 好 就 是 Calder6n-Zygmund # FA 4 
算 子 ， 此 时 
_ O(zr) 
Jair 


Kiz) (3.1} 
其 中 Ptz) 是 零 齐 次 函数 . CERET, EH 26 的 消失 性 条 件 
(b) 等 价 于 


j Ox)do = 0, (3.2) 
Dini 


这 里 do 表示 E,-1 上 的 Euclidean WE, EH 2.6 HAH tc) 要 
求 Oe) 具有 适当 的 光滑 性 ， 它 可 用 Dini 条 件 


f (9) as <œ, w()= sup (zy 一 下 (3.3) 
o? sons 


来 化 规 . HR, Q(z) eC) 或 Lip 连续 时 ， Dini BA FH (3.3) 
ARME. 

定理 3.1(Calderén-Zygmund 定理 ) E Nr) EEA IRER, 
满足 消失 性 质 (3.2) 及 Dini 型 条 件 (3.3), 那么 , 对 fix) € LPAR”), 
算 子 
N27) 


Tf = 
j ize li" 


fiz — ydy 1<p< 上 (3.4) 


满足 
(i) 存在 有 界 数 Ap{ 不 依赖 于 © Sf) 使 得 


efils S Apllfllp, 1<P< oo; (3.5) 
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(ii) lim Te £ Tj TË (PATERE 
PF tp < Ap flip: i<p< 3; (3.6) 


(iii) 如 时 fe LR”), WA TI = mlx) f(x), 这 里 ma) BE 
齐 次 函数 且 具 有 如 下 最 式 表示 


ms)= f  (Feana-a)-+og(evi Ayda) |x = 1. (3.7) 


分 析 : 利用 定理 2.6, A Ke) = FSP 满足 条 件 (c), WG), (ii) 
就 是 定理 2.6 HASE, HAB Ka) 决定 算 子 Te LP. 由 第 
三 章 定 理 5.4 就 得 Gi), 因此 仅 需 验证 定理 2.6 的 条 件 {c) 满足 
RT. 

引 理 3.2 Æ lx, > 2lyl, W 
z—y r 


moj < až. = (38) 


T 


图 3.1 


证 明 由 图 3.1 可 见 ， p= 5 > y, 2+8 = 7, OP | = 
lOd’{ = 1. 由 正弦 定理 
IQ P'| _ sing [yl 


. jz -yl 
= = -一 一 . 3. 
OP] my” sin# iz’ cos @ 四 {3.9) 
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从 而 
QP] = 


el, (3.10) 


siny” 


注意 到 


Sill ' gin BP = cos? = 1+ cos9)\? jel + |e — yl 
a 2 2 2 sen! 


因此 ， 


1 2 2 
(ih) <<? 


sin? l+ le oH/ 
另 一 方面 ， 
op =|2—4 加 =- 去 | <2% |. 


Ae 3] 3.2 得 证 . 
定理 3.1 的 证 阴 {¥ 36 UE AA ZE Dini 型 条 件 下 能 推出 定理 2.6 
的 条 件 (cj 即 可 . 考虑 


Ke -y) - K(2)= (se y} Q(z) ) 4 (E _ 0) 


ye le vl” ja—yl" lef 
二 I+Il. (3.11) 


利用 中 值 定理 及 三 角 不 等 式 可 见 


1 1 
ld < Intel f | da 
hs, læl> 2y] je = yje [e]? 


Th 


Voll y Eo 


oo ynl 
n 2l) 7 


另 一 方面 ， 由 Dini 型 条 件 
Ie — y) — Oo)| < w2\Z), (3.13) 
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容易 看 出 
f Ildiz < f wlj — y| "dr 
GEIF z|>2iy] lz| 


<2” | w( 2) Dje de < nt f sa Bh 
lzl>3lyl F no Jaa rO f 


wna f! d 
= tf (站 于 < o. (3.14) 
0 P 


Th 


因此 ， 由 (3.12) 及 (3.14) 推 得 


f K(x —y}— K(z)jdz < A, lyi > 0. 
=| 22x 


Mit, #) FA de BE 2.6 HEEM 2.1. 

引 理 3.3 设 A(x) € 13(R") WAL 

(a) |K {x)| < A; 

(bi 上 2 A(x ~ y) = Kt{r)ldz A, y 天 小 
则 算 子 了 = 站 * 了 是 (ZL2,BMO) 型 算 子 ， 且 存在 常数 C, 使 得 

iPflipmo = Clll Wf € £°°CR”). (3.15} 

注 记 3.1 WRC = |[K(z)il, H LAR GO BMO 及 Young 
TFA, 易 见 (3.15) 自然 成 立 . 引 理 3.3 的 意义 在 于 存在 与 Kz) 
无 天 的 常数 C 使 得 估计 (3.15) R3. AERP CS E 
K(x) c LR") 换 成 LR) 的 一 列 道 近 K(x) 的 函数 列 . 

WERA 设 fe LY(R") 满足 fw = 1. 固定 企 一 方 体 OA 
MRE RU O RAD Mh), + S— B(0,diam(@). 现 分 解 f(x) 
为 F(z) = f- xst f- xs = file) + fols). FA, 


K + fiz) = K * file) + K * falz) = tz) + uals). (3.16) 
因为 fitz) E LR”), 由 (a) AY 


lula = HE Àl < Allfilla < A Cam(Q)?, (3.17) 
f, atzjlaz < hula ON < ACam(Q). (318) 
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男 一 方面 ， 令 


aQ = Í K (—y)faly)dy, (3.19) 
于 是 
jua(2)~agl=| f Kle - v) KC) 
< f IK(æ — y) — K(-y) ly, (3.20) 
wes 
据 条 件 (b), 得 
上 luz(z) ~ agldz < f 7 J „, |K(@- 1) - KC-Wlavds 
<m(Q) f u+ e) = Koy < m(Q)a. (3.21) 
从 而 
m(Q)? f ju(2) — aglde <m(Q)-! 上 (atzjl+lua(z) -ael)az 
<(Ca +1)A < o0. (3.22) 
因此 


lA + fo < (Cn + DA, V f{z) EL” RY) ABsWell fil. = 1. 
(3.23) 


由 BMO 模 的 齐 次 性 可 得 引 理 3.3. 

定理 3.4 设 K(z) = $900) 满足 双 零 条 件 (FHKE 
和 有 零 消失 条 件 ) 及 Dini 型 条 件 ， 则 CZ 主 值 算 子 是 (L°,BMO) 
WEF, AMA 


IK * fllemo < Cllfl Yf € L°(R"). (3.24) 
证 明 fe L”(R”), i 
u (2) = f [Kel — y) ~ Ki(—w) fey, (3.25) 
ma 
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JF 


C.= fi [Ke(—y) — Ki (yf (wey. (3.26) 
加 


则 
te — Uy = Ken * FF), (3.27) 


其 中 Kale) = Kela) — Kyle). 因 Ken € ER”) (0 < € <9 < o0) 
且 满 足 Kit) 满足 双 零 条 件 及 Dm 型 条 件 . 由 定理 3.1 的 证 明 
过 程 ， 就 知 Ken ME |H 3.3 的 (b), 进而 由 第 三 章 的 定理 5.4 知 
1 f f 
\Ren(2)| <A 上 (Log rg) My EC < œ 
放 由 引 理 32 就 得 
Key * llamo < Cllftleo: (3.28) 


从 而 ， 对 每 一 个 方 体 Q, 有 
MIQ f vel) = unla) = eda = (un)old < Clif- (8.28) 
注意 到 ， 当 ?一 co 时 ,有 
wo) —Cy = f Kole w) - Kol- du 
“+0, 2€Q, (3.30) 


(up) — Cy — 0. (3.31) 
因此 ， 


mQ)’ J, [we(T£) 一 [awkz) 一 Cy) = (ulg + (unig 一 Crnldr 
< Cf (3.32) 


Snr2woke 708 
m(Q)-* f tule) — uglde < Clif lho (3.33) 
名 
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86.4 奇异 积分 的 点 态 疏 残 


前 面 我 们 本 论 的 奇异 积分 算 子 例如 Calderén-Zygmund 奇异 
积分 算 子 


2(y) 


lyže Eii 


Tf(x) = lim f(x — dy (4.1) 
WERE L? 意义 下 定义 的 ， 其 中 Oy) 满足 观 零 条件 及 Dini 型 
条 件 . 众所周知 ， 就 经 典 的 Hilbert 变换 市 言 , 对 任意 的 f(x) Ee 
LPR"), 利用 Fatou 定理 可 以 确保 f(x) 89 6 Poisson 积分 几乎 
Shabu F f(z) REZ, BR ARRAN a PAG 


H f(x) = lim 1 Fey) py (4.2) 


ETOH Jiyj>e 7 


RAE L lepa) BAFRA, BER RILE A h 
立 . 现在 利用 极 太 函数 理论 来 证 明 一 般 Calderón-Zygmund 奇异 
积分 算 子 也 是 几乎 钼 处 收 敲 的 . 

定理 4.1 BOY) 满足 Din 型 条 件 及 双 零 条件 ( 零 齐 次 条 
fF. HAR). 对 (e) © LR) 1 <p < 00, 则 积分 


T.f(e) = Í MY) te yjdy, e>0 (4.3) 


y| ZE ly]? 
满足 
(i) lim-o Te fle) JLP tE Aki S. | 
(ii) id T* f(x) = sup, yy (Te f(z)|, W T 2S, 1) 型 算 子 . 
(ii) MP1 <p < oo, T* & (pp) BAT AWAIT 
IP Flip < Apl file Ji) E LR”) l< pcm. (44) 


AY TERR 4.1, 先 来 建立 一 个 预 洗 性 引 理 . 我 们 知道 ， 
对 于 Poisson 积分 有 人 以 计 


sup |Py (x) = ft) < AA fz). (4.5) 
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MN FEA AR AY LOY AR eR ele) KiE Poisson 4% HK 
Pz) BAB M 


sup vel) # f(z)| S AA fie) 


成 立 ? 这 里 pele) 一 E 9(£). 
引 理 4.2 i p(er) E LR”) 且 其 最 小 径 向 控制 丽 数 公 fz) 可 
ane (2) = sup lr(W) E LR”). (4,6) 
eel > || 
则 有 估计 
sup leela)* fle} Ss AASl2), flr) e LPR"), 1g p<oo, (4.7) 


这 里 大 ,weidz = A 
证 明 OA vir) fe, AT id yir) 一 时 = pir), 由 
Se FF (4.6) 可 见 


人 wl(ajda > vr) f a = (1- =) r°wi(r). (4.8) 
5 col <r E<|e|< 


从 而 
rir} — 0, 了 一 0 或 > — oo. (4.9) 
ABAR, OH TE fA pn BY f(a) E DUR"), i< po, HEI 
Pelr) x f(z) < AA fix), |¢ > 0 (4.10) 


就 行 了 . 事实 上 ， 对 任意 的 fel] LR), 我 们 有 
Wer) f{x) = Pelr} * F(a) — bela) * f_(2) 
< Pele) x fa (ax) + wela) * f (7) 
= we(x) * vie (4.11) 
现 来 证 明 (4.10). 容易 看 出 ， vee) * f(z) 是 平移 不 变 的 ， 


XA vel) BEM KR. ME KRTREREREREN. 这样 ， 
证 明 (4.10) 就 等 价 于 证 明 


we * f(0) < AAFO), f(z) >0, Bilr)e LR), 1 <p < oo. 
(4,12) 
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无 妨 设 AY(0} < co, 否则 (4.12) HRR. Mid 

mir) = f flrezjdo(z), Mir) =/ Fleaida. 
这 样 ， M(r) = ff mAd. 直接 计算 

f+*wel0) -人 Erjwfrjezr = 人 mirjeplrir | dr 


= lim (M(NO(N) — M(e)d(e)) ~ lim fo M(r)de(r). 


N00 Nao (4.13) 
注意 到 
一 em 一 
Mir)= dr=« ™ dy < —— r" A fiO), 
(= f _ Fedme] fody s EASO) 


(4.14) 
利用 (4.9), (4.13) 和 {4.14) 可 得 


fe we(0 =f M(r)d(- (r) 


= AJO) f wade = AA S(O) 


因此 ， (4.12) 得 证 . 
定理 4.1 的 证 阴 AiR T 是 (pp) 型 算 子 ，1 <p<oc. 
FASE 3.1, Te 在 DR) 下 的 极限 算 子 


Tf(z) EE lim Tflz), 1<p<c (4,15) 
是 (Pp BART. 注意 到 Hardy-Littlewood Hf 是 (p,p) 型 算 
子 . AU, (a HEH 

T* f(z) < Cy A TA) + CoA F(z). (4.26) 


此 意味 着 7* 是 (pp) BR, l<p<o. 
id ple) € CHR") 非 负 且 满 足 
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(ij suppy(z) c B(O,1), Jee v(z)dz = 1. 
(ii) y(r} Æ |z| 的 函数 ， 且 关于 |a| BIE BR. 


令 
- 1 |z| > e, 
K.=4 F (4.17) 
0, e| <E 
BEE 3.1, id 
K » p(z) = lim K, * p(z), (4.18) 
这 样 ， 就 可 构造 一 个 新 的 控制 核 函 数 
B(x) =y~* K — Kj. (4.19) - 


下 来 证 明 P(x) 的 最 小 控制 函数 V(r} = SUPly|z|z| | (z}| 是 可 积 
me. 事实 上 ， 当 |e] < 1 根据 el) e CLR"), BREF 
D(z) =f Kove- vay = | Kíyjplx — y) — vlr))dy 
R> Rt 
< C1 < 00. (4.20) 
当 1< oz 过 2 时 ， 同 理 可 得 


t= f Kuwe- yay ~ 20 


|z{ 


= f KONele- y) - ledy Pe < Ca < o 
Re fed (4.21) 
4 fol > 2m, 有 
eal =| f Kiele -y)dy -KG 
=| 上 [Kis — y) — K(x))ey)dy| 
Q(x — y) — Nz) 1 o 1 
sof +m Ee 


cf Paye f _ 4 Qfydy 
T dsi le yigi le — Sylt 


. 2 
olona CR) | oan 


= n 7 xl" nlzl"+t1 


[RElo (4.22) 
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而 
/ Damona fA wl) | wo 20) a < 00, 


z2 ||” 


1 = dr wn_l 
Jaza ep =n f, a 2 


因此 ， Pix) = supp. lP) 满足 


Cy, la] <1 
Vix) < | Ca 1<|z|<2, 
Pepi, HED L Piena Aa) |e] 2, 
是 LHR") 函数 . 根据 K ple) BARAT a E, (4.19) 就 
意味 着 
.(z)=~e*K- Ke, B(x) =e "和 (一 )， (4.23) 
我 们 断言 : 对 任意 的 fle) e LPR"), i< p<, 有 
(ps * K) + fle) = (TF (x) * pcfzj. (4.24) 
事实 上 ， 对 任意 的 6 >O, 
(pe * Kg) + f(z) 一 Kat f * pe 
=f K(y) fle — pelr ~ z)dydz 
"yyl># 


= Ts(f) 村 他 =- (4.25) 

注意 到 
pe * Kalz) Ey y.+K(z), 6 3 0, (4.26) 
Ts(f)(z} 5 Thx), 5 一 0， (4.27) 


RE iti = 1 因此， 就 (4.25) 的 两 边 取 极限 ， 即 得 到 断言 
{4.24). 利用 (4.23), (4.24), 直接 计算 


T* f(z) = sup |K. * fix) < sup KTF) * e(z)| + sup [Be + f(x)! 
< ATH+AATS. (4.28) 
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Am, T" 是 (tp,p) BAT. 

HKE T ES (1, 1) 型 算 子 . 不 失 一 般 性 ， 我 们 仅 需 对 
非 货 可 积 函 数 f(z) 证 明 弱 型 不 等 式 成 立 . MHP A> 0, {E 
Calderén-Zyemund M 3 4) AR f(a) — gir) + biz) 容易 看 出 


(TEPA) < (Ta) S) + (TDG), (4.29) 


注意 到 g(x) € PR A lglg < 1 +2) KA T" Æ (2, 
DURT., MA 


To) < Gyro < $E al < ea +P) a2 


(4.30) 

下 来 考虑 (TOA) 所 对 应 的 估计 . 注意 到 Bz) = ;B(x)， 
而 o;(2) = bexo (r) in S; = BCY;,diam(Q;}) ÆA Y; 为 中 
b, 半径 是 diam(Q;) HR, RE Y AFH; 的 中 心 . 自然 ， 
m(S;) = C,m(Q,;), 进而 车 记 5 = US;, 那么 ， 


miS) £ Ch ma =C r Cn Yom (Q; ja et Calfa (4.31) 


这 里 Ca = Wri ne, 对 tE Se, 我 们 断言 


sup |Teb( s)| < > 人 |K{z — y) ~ K(x — ¥5)|b(y) |dy 


j=l 


+ Csup— —— b(y }|dy. 
r>o 72 B(z,7)) lew) wl (4.32) 


WE, Hres Re>O THO 2A TEZA E : 
(a) HA yE Q HA e- yl ce. 
(b) 对 所 有 的 yEG@Gi BA |e —yl > e- 
(c) 存在 一 my Q:, HF |e — yl =e. 

下 面 我 们 分 情形 来 估计 


Teb(2) = 5 人 Re ~ y)b(y)dy. (4.33) 
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情形 (a) 此 时 总 有 |e- yl < e, Me Kee- y) = 0, 此 意味 着 
(4.33) 中 的 积分 恒 等 于 0 

情形 (b) WN je- yl > e, 故 关 stz -y) = Kir- y) B 
此 ， (4.33) 右边 和 式 中 的 每 一 项 被 下 面 的 式 子 


| f K(x — y)b(y)dyl < f IK(æ— y) — K(x — Yl) dy (4.34) 
a; i 


所 控制 . 
情形 (c) 此 时 总 存在 常数 7% 和 ~ ME i << <3 E 
得 
Biz yong; = Ë, Q; C Blr, YnE). (4.35) 


| f K(x — y)b(w)dy 
Oi 


-f K.(a - y)llb(w)ldy. (4-36) 
Bizas iay 


注意 到 
Nz — C 
|Ke(e—y)| < i oa < (ye)? 
B C , Wy —1{Y¥n£)” 
L Kee — Woldy| < pe mine =o) Jae Py 
< C{n) sup 


n bly \ldy, 
r>0 AEEA Ber) o) (4.37 


这 里 > = yng. FH, SOLACE DW 
IT-b(2)| <> | [K(x — y) - K(a — Y;)jbly)ldy 
j=l Q; 


1 
+C 一 -一 一 一 一 如 (富川 全， T= Wné. 
r>0 M(Biz,r)) Baw) aldy (4.38) 


XH, 就 上 式 两 边关 于 :> 0 取 上 确 界 , RI (4.32) 成 立 ， 
MA RA RE, ARB, Are SH, RA 


TSS j KC- Kt -Yoday + CAL). (4.39) 
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W A yE TERE, 
Í j |K (2 — y) — K(æ — ¥;)||b(y) [dye 
S OS 
-人 Í. IK (z — y) — K(x — Y;)idz|b(y)ldy 
-Af „EE y —¥))) — K(z)ldz|b(y)ldy 
cf otay. 
< Li (lay 


从 而 


上 i 2 人 |K (z — y) — K (e — Y; jbly)ldyds < f lè(y)ldy. (4-40) 


与 此 同时 , HRP A 是 弱 (1 DET, FE, AES (4.30), (4.31), 
(4.39) 和 (4.40) 就 得 EBB (1, 1) 型 
最 后 来 证 明 (i). 对 任意 的 f(x) € T(R”) {1 < p< œ) id 


V(F\(2) = | lim sup T: f(z) — lim inf Tyf (2)|. (4-4) 


显然 ， 
V(F)(x) < 27 F(z). (4.42) 


对 任意 的 ii >0 及 工 <P< om WCHR") FF LPR"). Aah, 4 
HAA f(z) 分 解 为 f(x) = file) + fle) FR 


fi (x) € Ci(R”), li falz)llp < Ó, 


EEH e 0j, Kex fy — BOM K* file), Alt V(fi) = 0. 
W4l<p<olhf, FRAT 是 (pp) BTR (4.42) 式 就 得 


IV Cathe < 2Ap|| fallp < 2A,4, lep €o (4.43) 


这 样 ， 利 用 的 任意 性 就 得 (Pa) = 0. 当 p=1 时 ,因为 T* 是 
$i (1, 1) 型 鼻子 ， 类 似 地 
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mfa; Vif) > a} < Sfalh < 8 (4.44) 
FIFA 6 和 a 的 任意 性 就 得 Vtf2) = 0. 综 上 可 得 
Vi <ViA)tVifay=0, 对 ae TER". 1<p<oco. 


(4.45) 
这 意味 着 lim. yo T- f(z) = TH i(z). 
推论 4.3 THRO, HSS. 
证 了 明 对 任意 的 f(z) € LR”), 有 
T f(x) = lim Te f(z) < sup |T-f| = T* f(@). (4.46) 
a e>O 


FTE, T RDO 1) 型 算 子 就 意味 着 工 是 弱 (1, 1) 型 算 子 . 
注 记 4.1 CHA RA ARK RAE RE SG 
五 章 习 题 10), BP RUE AA imo Te f(e) == Tf(z), 仅 需 验证 下 面 


条 : 
(1) 对 往 意 的 1<g < 0, 车 存在 笛子 集 DDC LR"), 使 得 当 
ftz)j ED 时， lime_yo Tef(z) JLF Abib My. 
(2) 验证 极 大 算 子 了 * 是 弱 (Pa 型 算 子 ， 这 里 1 <p<oo. 


86.5 ”向 量 形式 的 奇异 积分 算 子 


在 前 几 节 的 讨论 中 ， 阔 数 的 取 值 总 是 民 或 必 . 当 函 数 是 取 
值 在 可 分 的 Hilbert 空间 上 的 抽象 函数 时 ， 相 应 的 奇异 积分 理 
论 是 否 仍 然 成 立 ? 本 节 骨 在 建立 抽象 形式 的 奇异 积分 算 子 理 
论 . 为 此 ， 我 们 先 引 人 一 些 基本 的 概念 . 

定 兴 5.1 设 光 是 一 个 可 分 的 Hilbert Fie), KAM SP: YE 
R” HEATH, mE CEH, (f(z), p) 是 通常 的 可 
Mme, CHE) 表示 上 和 前 内 积 . 

命题 5.1 设 f(z) 是 一 个 取 值 在 可 分 的 Hilbert 空间 H E 
的 是 可 测 函 数 . BA, So 是 通常 的 可 测 范 数 ， 这 里 | :| 表示 
Hilbert 空间 上 的 范 数 . 

证 有 明 OE A 

\f(z)| = sup (f(x), y)- (5.1) 
|ef=1 
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因此 , 根据 {f(z),y) 的 可 测 性 就 推 得 |ftz)| Fe an FP YT A BK. 


定义 5.2 BK LPR", H) 是 定义 在 R” 取 值 在 可 分 的 Hilbert 
室 间 法 的 抽象 函数 在 范 数 


Lef (edat, 1<p<%m (8-2) 
下 所 构成 的 抽象 的 Banach 空间 ， 当 p=eo 时 ， 其 模 用 
(ale = es sup 1 (6.3) 


来 代替 . 
E Hi H 是 两 个 可 分 的 Hilbert 空间 , 用 BA, Ae) 表示 全 
EH, BH 上 的 有 界线 性 算 子 所 构成 的 Banach 空间 ， 其 范 数 
RES THR. Rc) EE NER" ERM BA, Hz) 
Ley fhe ee. Oe T(x) ATRIA, AM Ve E Hi 相应 的 Taye 
EH. 上 的 抽象 可 测 函 数 . 类 同 于 命题 5.1 的 推理 ，|T(z}| 是 通 
常 的 可 测 函 数 ， 此 时 | .| UB Ba BlH1, Hz) 上 的 范 数 . 这 样 
RAV EM 5.2 可 定义 抽象 L? 型 的 空间 LR”, B(Hi, H2)). 

有 了 上 和 曾 的 概念 ，、 我 们 可 以 引入 卷 积 的 概念 . 

定义 5.3 k Kir) EENE R, RA BH, He) 上 的 可 
Weg er, f(z) REXER LPEE H FMS AT se, 
车 对 几乎 处 处 z, K(x- yl f(y) Æ H 上 的 可 积 函 数 ， 则 称 


se) = 人 Ke -y)dy (5.4) 


是 K(x) 与 f(z) 的 卷 积 . 


WHE 5.2 设 Kiz) e LR”, BCH, Haih fiz) € LR”, Hi), 
HA Mt SLE Ab ak a, g(a) = K(z)* f = fa. Kiz —y) flddy IK He 
ik x A 


\9(z)| < f 1K (a - y)f(y)ldy < f IK(z— lf lnldy (5-5) 
rn wa 
进而 还 有 Young 不 等 式 


leh < Kalf == 


对 于 取 值 Hilbert 空间 的 抽象 函数 ， 类 同 于 通常 的 数值 函 
数 ， 可 引入 Fourier 变换 的 概念 


HM 5.4 设 f(x) Ee LR, H), 定义 
f — 27iry Fin \ dy . : 
fy) = {eve)a (5.7) 


Ze f(x) 的 Fourier @R, 这 里 天 是 一 可 分 Hilbert 空间 . 

命题 5.3 () 车 f(z) € IHR? H), W f(x) e LCR", H). 

i) ¥ f(z) € DR", H) N (RH), W f(z) © LR”, H) E 

lif lle = $Ifille- 

显然 ， 由 命题 5.3 可 见 ， Fourier 变换 可 以 扩张 L R”, H) 
AAS AN AR. 这 些 事实 可 以 通过 引入 基 四 量 ， 将 向 量 情形 
40. AR — AR H be J T EL EAA. 

设 Ha, Hz 是 两 个 可 分 的 Hilbert 空间 ， f(z) ÆRE Hi 


Te) = | KOFE- yay (5.8) 


是 取信 在 Hs 上 的 良 定 函数 . 
定理 5.4 设 f(z) 是 取信 在 Hi 上 的 抽象 函数 ，K(z) 是 取 
值 在 BU. He) 上 的 抽象 函数 ， 工 f(z) 和 


T, f(x) = j KOE ~ vide. (5.9) 


HARARE H: 上 的 抽象 函数 ， 则 与 定理 2.3 、 推 论 2.4 、 定 理 
25 、 定 理 2.6 、 定 理 3.1 、 定 理 3.4 及 定理 4.1 相应 的 向 量 形式 
的 奇异 积分 理论 仍然 成 立 . 此 时 ， ROR OSA BE H, He 
ABH, Ha) 中 的 模 来 代替 . 

Hid 5.1 (a) 定理 5.4 中 相关 结果 如 全 是 (p,p) 型 算 子 ， 
其 控制 常数 不 依赖 于 Hilbert 空间 H, 及 Ho, 仅 依 赖 于 定理 条 件 
HARHAA BL piin. 

(b) 通过 适当 的 定义 , 可 将 上 面 的 结果 推广 到 一 般 的 Banach 
空间 的 情形 . 
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推论 5.5 在 定理 5.4 的 条 件 下 ， 进 而 设 


ITfll2=Cllflla, C>0, f(r) e (R, Hi). (5.10) 

则 
Wfl < AplT fle Fr) E LPR" Hi}, l<p<o. (511) 
a 证 明 注意 到 LR, H) 仍 是 一 个 Hilbert 空间 , 它 的 内 积 


Geha) = f Feed F=12 6812 


KHL; BH; 上 的 内 积 . MKT Æ Hilbert 空间 L (R, Hi) 
到 Hilbert 空间 LR", He) 上 的 有 界线 性 算 子 . 利用 Riesz 表示 
TH, 存在 唯一 的 从 L?(R", H2) 到 Hilbert 空间 L? (R", Hi) 的 共 
me T i 


(Th faa = UT), Vile) E LR", H;i) g=1,2. (5.13) 
然而 ， (5.10) 意味 着 
Tf To = C2{f,g9), Yle) giz) € L'R”, H1). (5.14) 
lth, See Re MOT A TT Sg) = CPCS. ods, 故 
TTF = cf, Vf(z) € LR”, Hy). (5.15) 
由 此 推 得 了 是 定义 在 Hs BAE HA 上 的 与 工 同型 的 算 子 ， 其 
HRA OK (2) 满足 K(x) = K*(-2), 这 里 * 表示 BO, H2) 的 共 
TLE. 事实 上 
一 和 一 T dr 
Grp t= f | Ke- WA hedy 
= Í l Í (fly). Klu- 2))f(z)hdzdy 
= {fo T fe). (5.16) 
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容易 看 出 ， (5.16) 仪 是 形式 证 明 ， 严 格 得 证 明 尚 需 通 过 极限 过 
E. BL, K*(-«) 满足 与 Ks) 相同 的 条 件 ， 自 然 由 它们 确定 
的 算 子 具有 相同 的 控制 常数 ， 由 (5.15) 可 推 得 


C?F = NIT’ Flp < ApllTfllp- (5.17) 


KR, BAL = 22 就 得 估计 (5.11). 


注 记 5.2 此 结果 可 用 于 Calder6n-Zygrmund 奇异 积分 算 
FT, 这 时 的 条 件 等 价 于 了 所 对 应 的 乘 子 me) 的 绝对 值 是 常 
数 . 例如 : -4 T Æ Hilbert 变换 时 ， K(e) = +, mx) = isgnez, 
自然 有 mi| = 1, {x #0). 


思考 与 练习 


LlwTEL(R") 上 的 有 界线 性 算 子 ， 则 下 面条 件 等 价 
(iT 是 平移 不 变 算 闻 . 
(ii) Te s = pT, Vy, Y% E€ LR”). 

g mi uE A eB AT 


Tj) = f Ke-wiw)dy, Ke) € IR") AIAR”) 


是 平 穆 不 变 算 子 且 K(x) e LR”) 是 算 子 了 的 符号 . 
2. 设 Tp) € L2, RAE loroo < C, FERE 


o,{2) “3 a(x), k + o. 
证 明 
jim Tif -Tfl ->0, Yf(z) € F(R"), 
其 中 工 e 5L3 是 带 符号 o(z) 的 平移 不 变 算 子 . 
3. 用 定理 1.7 中 的 公式 (1.31) 来 具体 计算 Riesz 算 子 所 对 
BY AY Ff E ee a of). 
4. 设 f(x) € CHR”), A RA Laplace HF, MA Ht 


a" f 


a Bl < solAfle, 1 <P <o, 
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ix At jk= 1,2,-:- ;Ty Ay E 1. T mn 和 P 的 常数 . 
5. f(z) € COUR”), 则 由 估计 


of Of öf „öf 
izz r 十 lga lle < Alla + igg le» l< p< co, 


这 里 A ERM eM pHBM. (提示 :注意 利用 人 恒等式 


af Of eof, 
-一 -一 一 - = — ff; 一 一 一 - 一 一 1 = 1.2. 
Oe ;Ok Ay (Ay iR) g, tm” i i 】 


6, 设 K(x) = Se 是 Calderén-Zygmund 商 异 积分 算 子 工 对 
应 的 核 函 数 ， 若 Ole) 头巾 则 了 = 五 (zj)*+ 了 不 是 (1: 1) 型 算 
T. GRR: REREH f(z) LR") H f(z) #0. 通过 证 明 
Tf=mlz)f fic = 0 的 不 连续 性 来 推 得 Tf{x) ¢ L'(R”),) 

7. OT Bem K (a) = 9 所 决定 的 CZ 奇异 积分 算 
F. # flr) eE CAR) 满足 


lffe@+y}— Fie) s Al O<a<4, 
则 g(a) = T(x) 区 满足 


lalz +y) —a(2)| < Biy|*, O<a<l. 


8. 设 K) BAAR EB AH Kie) e L1(R"\ (0}), # 
而 设 Kc) 是 一 个 画 数 ， 著 存在 一 个 看 定 的 ge [01), 满 足 


[E(w < AQ jeh, 
f [K(x — y) ~ K(a)|de < A. 
|x| >2]yl1—? 


WA, HFT f(a) = K « f(z) 是 (p,p) BAF (<p < co) HE 
弱 (141) 型 算 子 ， 特 别 ， 


|z|" expli), y>0, fal <1, 


Kle) = | 0, 其 它 
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就 是 一 个 典型 的 例子 . 
9， 设 m(z) 是 零 次 齐 次 函数 且 在 D1 上 连续 ， 对 任意 的 
f(z) € P(R"), 定义 Tf WAT = mlz)f(z). MB 


TF < Api fll, YI E L NLR), 1<p<oo. 
如 果 |m(zjl| > C> 0, 那么 有 


上 Fe < Apl TFE) 


10. 设 Q(z) 满足 双 零 条 件 ， 且 在 Eaa EEA KA H R 
数 ， 那 么 在 LR") 上 定义 算 子 


. Q(z) 
fs} = C fir lim 
Tiz) f(z) + lim wise TY 


f(x — ydy 
就 等 价 于 由 等 式 
T o smafu) m(z) 是 零 齐 次 函数 且 ma) € Cr (2 


所 确定 的 算 子 工 . (E7: SM [Stel]. 
11. HEM Pie) Ek ARALL (P(r) = 0 的 充 要 条 
件 是 z= 0). 则 对 任意 的 f(z) E CHR), 有 


Ès < APGE Vial <h 1<p<o0 
(提示 : 利用 习题 2 和 
a ` x Dan. 
PWNS FP) = PIN). ) 
12. 对 任意 的 F(z) € LP(R"), 设 uz, y) Æ f(x) 的 Poisson $ 
ay, W Bu 
sup [yZ (2, u)} < AF(2): 
y >Ù Ti 


GER : 取 p(z) = 92 P(e, y), 利用 引 理 4.2 即 可 证 明 上 面 的 不 等 
式 .) 
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第 七 章 Littlewood-Paley 理论 
及 乘 子 理论 


Littlewood-Paley 理论 是 由 Littlewood, Paley, Zygmund 及 
Marcinkiewicz 等 人 在 20 世纪 30 年 代 建 立 的 ， 但 其 主要 结果 
局 限 在 一 维 的 情形 ， 窗 维 的 情形 则 是 在 50 年 代 至 了 年 代 实 分 
析 技 术 发 展 立 后 才 逐 步 建立 起 来 的 . Littlewood-Paley Hig E 
要 有 三 个 发 展 主要 线路 ， 其 一 是 辅助 9 藉 数 方法 ， 除 了 其 应 用 
de, 9 函数 方法 揭示 了 诸多 解析 情形 (例如 L 核 的 有 界 性 , AA 
ie ok SE) 的 许多 行 之 有 效 刻 茵 可 以 根据 适当 的 二 次 型 表示 式 来 
给 出 . 其 二 , 可 以 根据 阔 数 Fourier 分 棉 给 出 函数 二 进 制 分 解 ， 
异 此 来 建立 积 发 展 Littlewood-Paley 理论 . E=, Marcinkiewicz 
BRS eH, CWS Bei) 是 I? 乘 子 的 一 个 有 用 的 充 
分 条 件 . 

我 们 将 依照 经 上 典 的 Littlewood-Paley ph ®t RIT RAK tt 
沦 。 用 种种 方法 钼 理 我 们 的 主要 定理 ， 其 目的 是 让 读者 体会 这 
些 复 傈 技术 的 详细 过 程 ， 以 人 恒 从 中 得 到 更 案 的 指导 和 局 丰 . 


87.1 Littlewood-Paley 的 g 画 数 方法 


Littlewood-Paley 的 9 函数 本 质 上 是 一 个 非 线性 算 子 ， 借 助 
于 Poisson MAA SHE LR, AAU ERT 
理论 中 有 用 ， 它 在 函数 空间 理论 中 也 有 重要 作用 . 


定义 12 it f(x) € LR"), ulr, y) = fen By) f(r t)dt 是 
其 相应 Poisson 积分 ， 称 


olf) = ( f ” ule, y) ydy)? (4.1) 


是 f(x} 的 Littlewood-Paley mR, aH A= gat D i a , 


Gu 


示 Rot’ 上 的 Laplace HT, V 表示 其 梯度 ， “Wwe? = By + 


' 299 ， 


bu |? 


ya (oe *, [Vau] = Yj- 


ðrj| ” 
定理 1.1 i f(z) € LP(R*),1 <p<o0. 那么 o(f) € LIIR”), 
# H 
A IF ilo < lig lp < Apllfllp- {1.2} 


证 明 G) ASR p2 E, Ib, ule,y) 可 表示 为 


uza = f F(the re 2"ltlvgr, (1.3) 

Rr 

直接 验算 
ðu _ 站 —2nit.r _ —27lt|y ` 
S= Í. ont| F(the 2 e hlud, (1.4 
ou f Prit; flt}e™ Titre ltly de, {1.5) 
Oz; R” 


因此 ， 由 Plancherel 4 xt, ay Ji, 
f IVule,y) Pde = / gn? PAE Pe triede, y>0 
gs Re 
以 及 
IAI = Í OF { ral f evyayl a t= HIF, (1.0) 
下 0 


这 里 用 到 8ra|tl? [en trltYydy = 1 


Gi) 现 来 考虑 1 < p< oo 的 情形 我 们 采用 向 量 情 形 的 奇异 
积分 算 子 理论 来 讨论 ， Bid, 是 由 复数 域 形成 的 一 维 Hilbert 
空间 . Ho= HSP- HH (十 1 个 HS HAA), 而 


Ho = {f f = f FQ) žydy < o}. (1.7) 


因此 ， B(H1i, Ha) = He. 现 对 Ye > 0, EM 
K.(z) — (? Py .{Z) a Pytel) peste) ). (1.8) 


dy ' Oa, ` ' Oz, 
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我 们 断言 ， 对 每 一 个 固定 z, 有 Ke(z) < Ho, BI 


æ ? © | 9Pyre l” 
ydy, f E 
人 0 On; 


ydy < oo0, lI En (1.9) 
事实 上 ， 利 用 Poisson 核 Peo) HERRN, HERA 


OP," |OPy 
Oy ; | bx; 


OPy+ ele) 
oy 


m+ 


< A/(le + lal) =. 


Ali, ieee Re RB 
ydy 


2 2 20 dy 
KAPSAD re < 
P 2(n +1) ”dy n+l ,2 an 
Ke? < A°—, Í apy < y ale. 
由 此 推 得 
\Ke(x)| € L'R”). (1.10) 
FE {D Hb 
Kele) o yy 2 n+l 
| Tj <4(/ (le? vila) < Afe", (1.11) 


ZE A 为 不 依赖 于 <. 
现 来 考虑 算 子 工 ， 


T= {Kee ae (1.12) 


R 


是 定义 在 7h (MIA BO 取 值 在 Ha 上 的 抽象 函数 ， 注 意 到 
(LA) = ( [wate e)Pudy ) < (1.13) 
ü 


因此， 当 fe L20R") Bt, RA ITO) < 272l 此 说 明 
R(x) < 272. (1.14) 
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综合 (1.10),(1.11) 及 (1.14) 及 奇异 积分 的 基本 定理 5A RN 
Æ) 可 
ZA le < Apllfilp, 1 < p< po， 


这 里 A, 不 依赖 于 < 和 f(x). 由 (1.13), 对 每 一 个 zx, 当 = ORM, 
Tef(z)| BR LAB AF of fe), 因此 得 


gf < Aallfilp, 1<p< oo. (1.15) 


最 后 来 证 明 (1-15) 相反 不 等 式 成 立 ， 在 此 之 前 ， 我们 先 引 
入 部 分 9 函数， 它们 分 别 是 关于 y 方向 微分 及 关于 之 方 癌 微分 


的 情形 ， 即 
a0-(/ “|e D) , 
(1.16) 


sD=(f [Youl evay) . 


注意 到 的 人) = of) + 92(f) 及 (1.6), 就 有 


lg Pls = Nee Ph = Gale Alle = FN- 


sia 
于 是 ， 若 用 Mo MARERE BE, LRH EAH 
RR. 
下 面 用 gh 通 数 来 代替 9 一 数 ， 证 明 
Asllfllp < jgtf)ls, 1<p<o0. (1.17) 


¥E file), ie) E LR”), uj{z,y) G51 2) 分 别 是 其 相应 的 Poisson 
Ra. 注意 到 当 f(z) e LR, low Pile = All f lle, BRE 
恒等式 可 多 
hh i 
S een aydd f hohes a18) 
于 是 
f oreu = Fi gi (fj gn (fo) (rdr. (1.19) 
Rn Ra 
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WR flr) E LPR") 9 LR"), falz) © LICR") NM LR” A 
Wella = 1, 2+ 2 =1, 利用 Helder 不 等 式 及 (1.15) 可 得 


f file)fela)da! < Allg tfio 


< 4A |igu( fi) (2) ls- (1.20) 


上 式 的 两 边 对 所 有 的 满足 fo(z) © L4(0R") OLR”), f(z) = 2 
的 (x) REAREA llo < 4Align (Adie. KERE H file) € 
LP(R") NLR”) 时 ， 估计 (1.17) BLY. 对 file) © LP(R") 时 ， 由 
于 LR") O LR”) FF LR”), 可 可 fale) € LP(R") N LR”) 
满足 fw(7) 一 Flip 30, m > co. 注意 到 lol fm) 一 (fp)| < 
gilim — fez), FFE, nme) 5 g(f)(z). 因此 ， 对 不 等 式 


|| Fra £ 4Agilgu fm)lly 


两 边 取 极限 就 推 得 估计 (1.17). 

推论 1.2 设 f(x) e€ LAR”), g(f)(e) € LPGR"),1 < p < oo. 
WY f(x) e LPR”), 并 且 Abily < Hot Ps. 

注 记 1.1 (a) 定理 1.1 的 绪论 对 于 gi) 仍然 成 立 ， 此 时 
pet 门人 < Altf 2015) 的 直接 结果 ， 而 相反 的 结论 则 可 
用 9= 来 代替 g 来 得 到 ， 

(b) (1.17) 的 证 明 不 能 直接 利用 第 六 章 的 推论 5.5, 其 原因 是 
推论 5.5 RRP ERROR ERA, MKB BHR ST 
Tef(a) = fon Ket} f(a — dt i oR RM Kec) HTE K(x) MR 
pg a. 

注 记 1,2 (a) 对 于 任意 的 整数 上 > 1, eM 


ox k 
alfe) = ( [Le 
则 定理 1.1, 推论 1.2 AB AY A SOT oon (ff) 仍然 成 了 并. 
(b (1.17) 对 每 一 个 x AEEY k, A 
gf) > A (fr), (1.22) 
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2 Š 
vay) . (1.21) 


这 里 A, 是 仅 依 束 于 天 的 常数 . 


Beh, MVE € LPR"), 1 <p < 00, 利用 Poisson 积分 表示 


式 ， 容 易 看 出 
k 
“ed o, yoo, Yge R”. 
因此 ， 由 分 部 积分 就 可 推 得 
Bula, y) B = tlui, s} ds 
a Tj, Tan E 


处 而， 利用 Schwartz 不 等 式 ， 可 见 


E 2 on k+1 2 on 
P ulr y) <f gh ula, s) ulz, 8) has | s **ds, 
Y Os tl Y 
进而 
© Jarule y)? ony 
(/ aye | 3 dy 
a**t ule, s) s) 2k 
sh a Ta a" dsdy 
1 artur, s)|” 
< Z OO Hs) 
= 2h —1 i Ask vf dyds 
1 | OF tll a, s)|? 2k41 
“3k if ask as. 
因此 


(on(f)(2))? < aE Ly (get Pa)? 
对 关子 以 归纳 即 得 (1.22). 


(1.23) 


(1.24) 


(1.25) 


注 记 1.3 (a) Littewood-Paley 的 9 2% = p p9 Poisson rA 
MERAH, EAH EARP RAR. Mi, Role 


S(R"), H Jan pdz: = 1, TM 


a(f) = ( f ive Nudy) f 
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(1.26) 


+A BY A 2 ie 7 PR ARF. 

(b) 更 一 般 地 ， 称 fc 是 B” 上 的 Littlewood-Paley MH, 
Wee ie 

(i) y € LI(R”), fyn vl(2jde = O; 

GD Jy < CO + fal”, æ > 0; 

(iii) fan [ee + y) — w{alida < Clyl%, y € R”, y >O. 
在 此 基础 上 ， 定 处 Littlewood-Paley H o ON F: 


Ae = f Fana)”, 1<p< œ, fle) e LR”) (1.27) 

. a 

直接 证 明 ， 与 定理 1.1 相对 应 的 结论 仍然 成 立 ， 参 见 文 献 [Tol. 
87.2 oh pa BR Ae Lusin 的 面积 函数 


上 上 节 的 9 函数 方法 本 质 上 是 依 闽 于 奇异 积分 理论 ， 而 不 依 
赖 于 调和 函数 还 论 . 本 节 我 们 借助 于 调和 焉 数 的 性 质 来 建立 当 
l<p< 2B off) 的 L eit (AL (115) 式 ). 这 一 思想 可 以 处 理 
奇异 积分 算 子 不 能 人 外 理 的 一 些 情形 ， 但 它 不 能 直接 用 于 p>2 
情形 下 g( 让 的 5? 估计， 为 此 ， 我 们 将 引入 Stein W gf A, 
Lusin 面积 函数 53( 门 等 工具 ， 建 并 一 般 情形 下 的 ofl, os) 的 
LP 估计 . 

首先 ， 利 用 调和 函数 性 村 来 建立 g(f) 的 LP 估计 


lal Sp = Apll fle: i<psz. (2.1) 


为 此 ， 先 引入 几 个 预备 引 理 ， 
引 理 2.2 Wu 是 严格 正 值 的 调 积 话 数 ， 那 么 


Au? = pip — 1)jur t| Vau, (2.2) 
证 阴 直接 计算 
du” 一 p-1 Ou 
ar,’ 
m f (2.3) 
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对 (2.3) 中 的 第 二 式 的 两 边关 于 了 求 和 ， 并 注意 到 Au=0, 即 得 
ffi tt (2.2). 

引 理 2.2 设 F(z,y) € CRF) n CRT), 并 且 在 oo 和 远 处 
充分 小 ， 则 


f yAF (2, ydrdy = Í F(x, Dde. (2.4) 
RETI Ra 


证 明 Ru F(x,y), u =y, ERM D= BOO RT ELA 
用 Green 234, BA 


ou 
uv —vAuldrdy = av do, 2.5 
[i vduldedy = | (use ~ 050) (2.5) 
HBO) 表示 BT 中 以 原点 为 心 ， 半 径 是 r 的 球 . 这样 


f (uAy — yAujdrdy = — f yAudaedy =F f yAF (2, ydrdy, 
D D aitt 


(2.6) 
J (est -二 Flo = = - Cea — Fda + f F(z, Ddr 
一 全 Í. F(x, 0jdz, (2.7) 


这 里 8Do 表示 球形 边界 的 那 一 部 分 . A, AA lelt y w 
时 ， 


F| < Ofel t+), [VEF] <O(([zlt+y) T), e>0 (2.8) 
成 立 ， 这 样 就 得 了 恒等式 (2.4). 
先 设 f(z) > 0 Æ COR") 函数 ， 直接 验证 f(x) 的 Poisson 


积分 ule y) = Pyle) * f(z) ARE 上 的 严格 正 值 函数 ， 且 当 
|z| +y > œ t, A 
= Cay 一 -r . 
Mene f (二 
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[Vule y) = Ole] +y)” (2.10) 


T 
> 7 oa 7 1 ee 
g(a) =f vu Wy = Sof yt rowdy 

1 ry F i . 
-To yAway (2.11) 
这 里 用 到 1<p<2 以 及 
sup [u(x, | < (Af Xz). (2.12) 
y>d 


id Iw) = f yAurdy, MA (2.11) .可 改写 成 
(Fa) = CAFE F Hey. (2.13) 
这 样 ， 利 用 引 理 2.2 就 得 
ridézx = Pdrdy = u = P, . 
fre = fi vdutdndy f PE Ode = O, (24 


GR. 4p = 2 时 ， 由 (2.13), {2.14) 就 可 得 到 估计 (21) 5 
1<p<2 时 ， 由 (2.13) 及 Hilder 不 等 式 ， 容 易 看 出 


[ nore soz f (ase? It 
E" p” 


<o ( f oreyrae) ° ( fe (de) (2.18) 


wHl+L=1,hr=2. 直接 演算 Sap TH, M 
Hardy-Littlewood 极 大 定理 太 (2.15) 可 得 
jg Pls < Coll A FIZ WEE < CoApll lo (2.16) 


HBAR f(x) e FR, BT RO f(x) = flr) J-e) 用 
CUR") 中 的 本 数列 i fabs 及 {J-P AE f(z) A f(e), if 
过 极限 过 程 可 得 人 帖 计 (2.1). 
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注意 到 在 建立 glf) ML, Hi, 用 到 了 1<p<2. 对 于 
np 之 2 的 情形 ， 可 用 对 惕 方法 来 处 理 ， 这 里 不 予 重复 ， 异 腑 于 
Stein 3] A AY of RA, HBr of f) 的 更 一 般 的 L? 估计 . 

定义 2.1 KEHA 


o ATi A 
申 — y l—ri 
21- (/ [ (a) ve -tps rdu 


(2.17) 


Far oh E BD EZR TEIZ A g) A Stein 的 gi PE. 

ET ARIY 中 的 顶点 在 原点 ， 人 ,1 为 其 内 点 的 锥 . 为 确 
CH, TRAP OAS y BME iry |z| < yp. MT. 
则 是 将 顶点 平移 到 = 所 得 到 的 锥 . 

定义 2.2 称 正 值 丙 数 


s(f)(z) = ( ac Wayat) 
一 (y ]wafz — t, Wut nat (2.18) 


所 决定 的 非 线 性 泛 函 Sf)(x) A Lusin 面积 函数 - 
命题 2.3 


gfir) < CS(F < Cag TY Ye eR". (2.19) 


E ik BA a 2.3 a, 我 们 先 考察 一 下 off), SUP) 以 及 iS) 
AZTERKA. 通过 考虑 RS 上 的 调和 函数 ule, g) 
在 (2, y) 一 人 ,0 的 方式 ， 可 得 到 如 下 月 未 : 

(a) 5s HE, yoo, D4 (ey BEA AAMT 
aN, f(x) 的 Poisson 积分 ulz, y) = Py + f(z) JLP AEA KAF 

(b) 当 ty 在 锥 体内 趋向 于 (2,0) 时 ， Æ ult y) 几乎 处 处 
eae fla), 就 称 f(z) E uly) IEDR. 事实 上 ， 
o(f) M SCF) By 4} BAK Bly i Fe PK ule, y) = Py * f(x) HE 
直方 岛 趋 向 于 边界 与 沿 非 切 向 趋向 于 边界 时 的 极限 . 

(c) 当 tt 入 在 上 半空 间 洛 任意 方向 趋向 于 (2,0), RO 
要 新 的 工具 ， 这 下 是 GS 函数 需要 承担 的 前 色 . 
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注意 到 of BRARKMA, AR, FAR oh RE 
A. Ak, of 的 LR RR pp 和、 的 一 个 适当 的 关系 ， 自 
然 它 的 研究 较 gf 六 MARAA S) BRAS. 

WM 2.3 的 证 明 5 (1,y) Er: 时， A jt <y, Mit 


y AT 1 
(ars) = per 
因此 ， 由 (2.18), 容易 看 出 
sD = (f Wue- ta Put “dydt) 


< 人 > n "(ats) "eae = tyeta) 


< 2% gf(f)(2). (2.20) 
F E K ve A fh it 


gr) < CS( FXE). (2.21) 
RATE fa HE BA e= 0}, (2.21) 成 立 ， 其它 情 形 同 理 可 证 ， 
的 半径 与 yy 成 比例 . 进而 ， au. 2 ge G=12,--- 2) 与 ule, y) 4H 
E, PRRAA RR. 故 平 均值 定理 意 昧 着 


Ou 
By Orv) = wep ho a T (2, s)deds. (2.22) 


注意 到 n 二 1 空间 的 球 m(B,) 的 度量 是 ey), 利用 Schwartz 不 
等 式 可 得 


dade, 


"as 


(x, 8} 


一 ale 


现 对 上 式 两 边 积 分 ， 容 易 看 出 
Ou 2 ne 号 ”一 -于 Ou a 
f v| 580.3) asf c y ae ded) dy 
(2.23) 
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显然 ， 当 (x,s}) E Bu 时 ， 有 固定 常数 cpe 使 得 cy < s < coy. 
因此 ， (2.23) 右边 积 分 可 被 

2 

dds) dy 


> 2,.—T Ou S 
/ cy (fo By” ) 
a eps _ ðu 2 
Ke Le. y ty) (32a) dads 
所 控制 .由 此 推 得 
2 
dy < C” 
f y yZ Í 
同 理 ， 若 用 如 来 代替 (2.24) 中 的 SER, 上 面 (2.24) 仍然 成 


立 ， 这 样 ， 将 所 得 的 不 等 式 相 加 ， 即 得 (2.21) 式 . 
现 来 陈述 of 函数 的 工 估计 的 结论 . 
定理 2.4 设 入 > 1 是 一 个 参数 ，f eIP(R"), 则 有 如 下 结 


2 


Ou(x, y) gy "drdy. (2,24) 


oy 


du(O, y) 
Oy 


E: 
(a) 对 任意 r € R”, gr) < Cgil e). 
(b) BH 1l<p< co, p> 和 W 


WAN < Apallfitp- (2.25) 


在 证 明定 理 2.4 之 前 ， 先 证 明 极 大 不 等 式 的 一 个 替代 形式 . 
引 理 2.5 te fe L°(R"), p> p, u21 id ugy) E fie) 的 
Poisson 积分 ， 则 
z-eo) salt BY" A (2.26) 
进而 l 
ule = tl Ana + BY A, fle) (2.27) 


这 里 


An 由 = sup 


1 ， 
r>0 (=a olen Fae) a) . (2.28) 
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证 明 注意 到 


ulz — = ny = f(x) « t- 
-bf re ds = Fe) + Pyle ~ 2) 
(2.29) 


由 第 六 章 引 理 4.2 a] 
uz — t y}| < Ag A f(x), (2.30) 


这 里 A = fo. Qt ylz)dz, 而 Qey(e) 是 Py (2 — t) 的 最 小 径 向 控制 
pea, Ep 


i y 
Qi, (z) = C, sup 一 一 (2.31) 
. jx'|>le} | (y2 + |x? — ¢[2) F 
By 
Cay”, z| < 2ļėļ, 
ry (x) < | art Cn ， | 了 | -> alt. (2.32) 
(y* +|x]?) 
于 是 


n+l 
Ar <f Cry de + f 2 at 1 
|z]<242| lzl>2H y? + |r) F 
< 27wn_1Cn tC (£ E of 2n+1C O PHO, g 
S Lal > alei (ay + yF yey 
Tt n+l 
< 2 niCn (Ey + Í 2 Cn ae 
n y Re (1+ epy F 


<A h + ay" | (2.33) 


因此 ， 将 (2. 33) 代入 {2. 30) Bp 45 (2. 26). 
进而 , 注意 到 Jen Py (s)\ds = 1, Æ ufr —t, y) = frn P {s} f(a 一 
t — s)ds, 利用 Hölder 不 等 式 可 得 
1 pH 
le ta = |f PENE- t- s) Pyle) as 
< f PFE -t olds (2.34) 
an 


~ li : 


Mid Uiz- t, y) = fen Plslfle —t— s)|*ds 是 |f|” 的 Poisson 积 
分 ， 对 U(x -t y) 利用 (2.26) 可 得 


el at (14) NAD = A, (+4) “A (Nz). 


7 (2.35) 
从 而 引 更 得 证 . 
定理 2.4 的 证 阴 (a) 是 命题 2.3 的 结论 的 一 部 分 ， 下 面 来 
EH (b) ERER p > 2(A > 1) HA. w ye) BR 上 的 正 
值 函数 ， 我 们 断言 


f. (AUEN wla)dz < Ax Í. (FKE? A p(ajde. (2-36) 
事实 上 ， (2.36) 的 右边 展开 ， 并 且 交 换 积分 次 序 。 就 是 


u 2 yan 一 元 
ff nv [fw ds aay 
因此 ， (2.36) 就 等 价 于 证 明 


sup wl al t yy dn < A A WO) (237) 
Er 


然而 , HA ple) = (14 el)", 自然 py(7) = (yt fal?) yy”. 
it Ë (2.37) AS Ac A 4S E Pyle) xý, 因此 ， 由 第 六 童 引 理 4.2 可 得 


sup Í wolfe — a] + yde < f (L+ a ae Av). 
y>0 Jr Rr 
(2.38) 

注意 到 和 > 1, 从 而 ft lel) ede = Ay < 00, 这 意味 着 (2.37) 
成 立 ， 自 然 断 言 (236) ER. 

# p = 2, 则 可 取 v(x) = 1, BEB 11 知 ， (2.36) AK 
是 (2.25). Hp > 2, 可 选取 满足 上 十 上 = 1, 及 非 负 函 数 
wb E LICR"), yl <1, FÆ, H (2.36) 并 利用 Holder 不 等 式 得 


上 (fey (zar < Algi KMZ A v2) [lq 


< AAPA el 
= AZ Hs), p>2 (2.39) 


> 312 - 


Ah. Avs) HERE RE RRM Stree LAB (3.25). 
最 后 来 考虑 1 < p < 2 的 情形 . 注意 到 条 件 p > 4, 总 可 以 
找到 一 个 满足 1<g<p 的 jy, 使 得 


2 
N=A- = >n. (2.40) 
EKE, psp, AAP = 入 一 二 十 工 > 1, AM, ROR 
FAP BEE p, 就 是 以 保证 (2.40) 成 立 。 对 此 刀 利 用 引 理 2.5 的 
(2.27) 可 见 
jute ba) < Any flo) (2.41) 


注意 到 (2.40) 和 (2.41), 类 似 于 本 节 off) 的 佑 计 技 术 ， 就 得 


Att 
AE) = 一 pip — 1) =a few "(45 wal u PAuPdtdy 
ew. PIAS)? PI (2), (2,42) 


这 里 


At 
re Í on ( Y ) AuPlz — t, yjdtdy. 
ger y+ E ( y)dtdy 


Hit aA 


Nn 
* p 
Í I*(2)dz = fe nas fv "(4 ra v_) Au (t, yjdedtdy 


-cx f : yu? (t, yjdtdy, (2.43) 
Ry 1 


此 处 用 到 了 


y xin dx 
-7 -一 一 -一 dr = 0 A’ >t. 
Y 人 《 十 a) Jan (Ot leha" ` ' 
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四 此 ， 利 用 引 理 2.2 和 (2.42) RRB 
fT ear = CIFOR (2.44) 


wm, Eig 


ee. pip) 于 [一 p R 
f FNE Pdz < A! f (auf) E? de 
Jiii Rk" 


< Ap? (EON (EZ Gas 


这 里 + = 2, 24251. 注意 到 (2.44) 以 及 
Au le SHALE < Alfil 
就 得 
ISA) < ATÈ -AIE CNA =Anollfllp (2.46) 


由 此 就 得 定理 2.4. 


47.3 Mihilin-Hormander 洋子 定理 


AGHA g BRM gt BRN HICA HBR mix) 是 L 
eT (mic) <M?) 的 一 个 充分 条 件 . 在 此 之 前 ， 先 回忆 一 下 第 
二 章 关 于 乘 子 的 相关 概念 . 

E mia) E RE KAD, BND ELAS 


Tmf =F'(m(x)-Ff(z), Yf(=) € LP(R"), (3.1) 
称 m{z) 是 LP RTF, an Tin 满足 
Fin file < All lp (3.2) 


并 记 mir) E Mp AE F RFI EN Schwartz 广义 函数 空间 
S' 上 的 Fourier ¥ #4. 
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由 平移 不 变 算 子 理论 ， 若 ma) BPR, Tr 是 平移 不 
FHT, RZaRR. 特别 Ms = May. Ma = LR"), My 恰好 
是 全 体 有 限 Borel 测度 的 Fourier 变换 所 构成 函数 空间 .另外 ， 
当 mir) 是 0 齐 次 函数 且 在 单位 球面 2 -1 LEAR KE ER, 
mir) E Mp < p< œ) 进而 ， 由 奇异 积分 理论 ， 当 

mato) = [| Fisign(s- y) + lou | Mv )do9) lel = 3 
(3.3) 
时 有 mfz) E M,,1 <p < oo. 这 里 Oe) 是 满足 Dini FRM 
See. 众所周知 ， 判 别 一 个 函数 ma) BRET ER. 
一 般 来 讲 是 很 困难 的 . 这 方面 有 许多 问题 尚未 解决 .下面 就 是 
Mihlin 和 Hörmander @# H-t BAW HEH. 

定理 3.1(Miblin-Hérmander # BE) 设 m(z) € C*(R\{O}), 

k> 2. 进而 设 


< Ble[ 1", jal <k, (3.4) 


ac 
上 


Mj miz) € M,,l<p< oA 
ITmfliv = Aplifllp, 1 <p < oo, (3-5) 


这 里 a 三 (aca2 Ay) Ht & BF ip, Ay 12 fk RR B, Fh pt 

在 证 明 Miblin-Hérmander Æ F CHAM, HHRMA TH 
aH. 

引 理 3.2 在 定理 3.1 的 条 件 下 ， 对 任意 Jr) e PR), 令 
F(z) = Tafir) 那么 

(PNE) < Baz), A= =. (3.6) 

WEAR oid u(x, y) = P; * f(z), U(z,y) 一 Py * F{æ), F C) # 

an Mf x t Fourier ei, HA 


| (2, y) = eT" F(a), 


、 ; (3.7) 
O(a, y) = ey P(e) 一 e 2rlzy3onfz f(z). 
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现 定 义 M(x, y) = fan ete "livm(t)at, 自然 有 
M(x, y) = e?r mgg). (3.8) 
因此 
Uz +yz) = M(z,yn)0(2.y2), y=y +y y >00. (3.9) 
而 (3-9) 可 改写 感 
U(x, y2 + te) = 人 Mt, yule — t, yo)dt. (3.10) 


SM in RRR, Me KYK, RAS Hye Y, RA 
得 


Ud) = f MO uat, Pdt, (3.11) 
这 里 微分 是 关于 yy 所 求 的 . 
由 (3.11), 容易 看 出 (3.4) 意味 着 
[M y) < By? *, (3.12) 
frat Wat < By. (3.13) 
R” 


事实 上 ， 由 MM(z,y) 的 定义 ， 直 接 验 算 可 见 
MEC) < BOR f lere-?"ielm(e)at 
Rn 
一 p" ~ —2ar-y mk 1 g =- B nk 
f PELET r= B'y 
此 即 (3.12). 下 来 证 (3.13), 为 此 仅 需 证 明 
{lem la < By, (3.14) 

R” 

这 里 a= {Q1 Q2, Onh la| =k. H Plancherel 定理 


1AM vle = hE el mla)e Pr) 


=) 


lelle 


Z 


a 
(Zelem) - (Se 


—2alely 


> (3.15) 
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H et & FF (3.4) 知 


< B'|a|h Valle = B'e! 


ye eal (ay) 


a 
| Sale tly) 
we 


< > ayy" |æ lel, 
lizal 


因此， 由 (3.15) ay 
Meme ol < B 三 revaa 
Rt 
< By | do(a) | pert] Waar dr 
En—i 0 
< By". (3.16) 


这 正 是 (3.13) 式 . 现 从 恒等式 (3.15) 出 发 ， 估计 


2 
UF (2, yl? <2 


f M(t, Zu te — t, Zaz 
Isë 2 2 


3 
+ 2 


Met, Se (a —t, 7)dt 


t>% 
cay f uet ge 
tls ¥ 2 


ju (a — t, $)? 
+A of — *- dt 
” {t|> ¥ 国生 


=i +i, 
其 中 在 第 二 步 佑 计 中 用 到 Holder 不 等 式 及 (3.12),(3.13). REX 
oo 2 Ce 
gl F)*(2) =j tD (ayy) yt dy < >| L(yy?**dy, 
0 ja1 9 


(3.17) 
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进而 ， 


oo 
| niy dys Bf fulD(e—2, Siy rH dtdy 
° (<x 2 


< B'f (Vule ~ ty) Py dedy 
T 


= B'S( J} (e) < Ba a), (3.18) 


f bly "dy < DP f y HR+ p 2 Talg — t, y) dtdy 
0 i> 


H 2h _ 1—7 
<B faal or LP) Vue — ty "dtdy 
< Bg Y (x), nd = 2k. (3.19) 
因此 ， 利 用 (3.17)~(3.19) 由 得 
Geri (Fx) < Brgs(F)(2). (3.20) 


AAR. EAEE 1.2, 就 有 nl )w) < Argel). 这 
FE, FEUER AR A (4.20) RBA (3.6). 


定理 3.1 的 证 明 HR A=%, AR A> 1 因此 ， 由 定理 2.4 


IUNE) < Arif 2<p<co. (321) 
而 定理 1.1 意味 着 
ANF @ONp < igle 2< p< oo. (3.22) 


因此 ， 当 2<p<o0 时， 就 有 
Fin File = Fp < (ADS aul, < ADT Ba ligk ie 


< Apllfiz)ls,  VF(@) € LPR") n LR"). 
(3.23) 


这 意味 着 mir) E Mp 2< p< oo. 进而 ， 利 用 Hörmander 空间 
的 对 偶 性 (Mp = My) MHE mi) E Mp, 1 <p <x. 
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推论 3.3(Hirmander HEF EH) 设 
Im(z)| < B’, (3.24) 
oe 2 ; 
neue 人 Igme) dz < B', la| < k. (3.25) 
则 miz) E Mp, 1< p< oo. 
证 明 类 同 于 定理 3.1 的 证 明 , 仅 需 将 估计 (3.16) 中 出 现 的 
估计 y 所 zlzerziely de < Cy” 换 成 


vf lx molz) e74 Yde < CyT” (3.26) 
H” 
BP FJ, 

注 记 3i (i) 5 m(z) = lel" mt, m(z}E€ Mp 1 <p < ow. 


(ii) “4 m(x) ER RA RAR H m(x) e C*(C,_1) M m(x) e 
Mp, 1 <p < oo. 


37.4 部 分 和 算 子 及 二 进 制 分 解 


前 面 几 节 主要 讨论 了 Littlewood-Paley 的 g MAK. of 函数 的 


”ZL? 个 计 ， 并 借助 这 些 分 析 工 具 得 到 了 著名 的 Mihlin-Harmander 


来 子 定理 . 本 节 我 们 着 重要 讨论 Littiewood-Paley 理论 中 另 一 
个 重要 工具 一 部 分 和 算 子 及 二 阶 制 分 解 技 术 ， 为 下 面 建立 
Marcinkiewicz 滋 子 定理 作 必 要 的 淮 备 . 

GE e ÆR 中 边界 平行 于 举 标 轴 的 长 方 体 ， 特 别 p 也 可 以 
是 边界 平行 于 举 标 轴 芍 无 职 长 体 . 

M41 By 是 长 方 体 p 上 的 特征 函数 ， 称 算 子 


So(f) = F xl): fh=Fo'x,(x)*f, f € LP(R®),1< p< oo 


(4.1) 
是 部 分 和 算 子 . 
对 于 部 分 和 算 子 ， 有 如 下 L, fit. 
定理 4.1 设 1<P<oo, 则 
ISl < Apllfllp, f(r) € LCR"), (4.2) 


- 319 - 


这 里 Ay 不 依赖 于 长 方 体 p. 

此 定理 可 以 推广 到 向 量 值 的 情形 ， 记 H 是 序列 Hilbert 2 
E, H= {l)o Oza leg’)? = fel <0}, MW f= (fis fares) 
E L?(R",H) 就 意味 着 


f= GLIP © LR”). 
j=l 


AL Q={p}2, BR 中 的 一 列 长 方 体 序列 ， 类 似 地 定义 
Solf) 一 (Sa, (Fits Sps (fa), ,Sp; (fj), ), f = (fi, fa, " <) 


(4.3) 
ER WARSAW. 这 祥 ， 就 有 定理 41 的 推广 
形式 ， 
定理 4.3 it fe LPR”, H) LHR”, H), 那么 
上 se 六 < Apli flle, l<p< oo, (4.4) 


这 里 A, RK BAT EA BIR Q. 
证 明 分 几 步 来 进行 : Gn = 1, HR ARR Q = fe} 
中 的 每 一 个 p; = (一 00,0), 据 Hilbert 变换 的 定义 ， 易 风 


aif , 
S{—o0,0) = 3 ? (4.5) 


这 里 了 是 单位 算 子 . 利用 向 量 值 情形 的 奇异 积分 算 子 理论 ， 取 
Hy = Hz =H, Kiz) = -IAR 


lim K(y) f(a — y)dy = A(f)(2). (4.6) 


£90 yl>e 
Aik A op) PAS, EX Yf e LR”, H) 有 
flip < Apllfll, 1 <p < oo， (4.7) 
这 里 A 与 数量 情形 中 出 现 的 常数 相同 ， 注 意 到 (4. 引 就 有 
了 十 i 百 
So = =. (4.8) 
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因此 ， 由 (4.7) 推 得 在 此 情形 下 (4.4) 成 立 . 
Gi) n= 1, Q = {Pa} py 一 【一 co 4;), 7 = 二 2 注意 到 
(fr)e =)= f(x +a), Ae 


FU (f(a)e72"**)) = isgnef (2 + a), (4.9) 
Fe rima Hi f(r}e "0)) = isenla — a) f(x). (4.10) 
由 此 推 得 
(7 gerria e Imira f. 
Soape) = LIANE") aan 


车 记 eg 2riz-a p — (e7 2ris m fi (z), e727? 42 fox), sae 小 ， IBA (4.11) 
可 写成 . 2riz-a f7 一 
So(f\(2) = Mati THe TTD (4.12) 


因此 ， 由 (4.7) 推 得 在 此 情形 下 (4.4) 成 立 . 
(iii) 4 二 1,@ = {py] 和 21,p; 是 肛 上 任意 区 间 . 由 上 面 分 析 ， 
总 有 
fi{x) 十 jetMit aj Hf{e m0; f) 


Sf) = EE p = (=a); 
l fi rì 一 ie2 tbs H e 2riaeb; f 
Sp, fj) = BELETRE TTA, ps = (by, +00) 
germie by Fr fp 2 ia-b; f 一 {e2™ 2-43 H ( p—2rit-a; f. 
jf) = es) tee T 
pj 一 《ay 人 (4.13) 


E Q=QU02.UQs. 其 中 Oi RAO PERE p; = (-cox,a,;) 
HKS, Q: 表示 外 中 形 如 (6,0) 的 区 间 和 集合 ，@s M 
表示 形 如 Pj 一 (aj, bj) 一 (— oo, bz} = (一 co， æy] 中 的 区 间 的 集合 . 
于 是 So 最 多 可 表 成 形 如 
- Onir-a f) —2niz-a 
So, f(z) = fe eee 


— je2tia-b pfe- 2nix-b fiy 
So, f(a) = PELEAR EEE 
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xz) 一 ie@ "> He 2"ieb 
Say 加 = 一 ie 


f(z) + je? =o (e 7 27a f) 
2 


的 和 ， 这 里 91,Q2,93 分 别 是 OM FR, HIG (4.4) RE 
(iv) 对 一 般 n> 1, o = {a ri < aj} 是 半空 间 列 ， 
SD oa) 表示 由 St-a f(e) 诱导 的 LR") 上 的 算 子 ， eb 

用 在 z1 上 ， 并 且 SU fl) = Soat) 我 们 断言 


S, ; = 511) 


{oo a; }? 


(4.14) 


BR, MB in f(O Enr tna) LR") 函数 ， 自然 有 
(4.14) E, JRE Fief (rars ,Zn) 的 线性 扩张 条 
于 L7(R"), 故 (4.14) 成 立 . 同时 ， 对 任意 固定 zz,… ,zn 有 


[So f kerm < Apl fiele m 
就 上 式 两 边 p 次 方 ， 然 后 对 raza…… ,Xn RD, RIG p 次 
方 ， 就 得 
Sp fly < Apli flp- (4.15) 


同 理 ， 车 将 下 半空 间 {ela <p} 换 成 上 半空 间 {x |r > 
pi) 或 将 zl BAM zayza，…… tn, 相应 的 都 有 (4-15) W. 

(v 注意 到 每 个 民 * 中 的 有 限 长 方 体 均 可 视 为 2n 半空 间 的 
Z, 因此， 当 龟 是 由 有 限 长 方 体 构 成 的 长 方 体 序列 时 ， 只 需 利 
用 2n 次 (4.15) 就 得 估计 {4.15) R. 注意 到 估计 式 中 的 控制 常 
Ap 不 依赖 于 O 故 当 久 是 由 无 限 长 方 体 构成 的 集 熊 时， 通过 
极限 过 程 仍 有 估计 (4.4). 

注 记 4.1 4r=1, KAAR LRA EMS (UR), 
然而 当 于 > 1 时 ， 情 况 就 发 生 了 根本 的 变化 . 部 分 和 算 子 s, 的 
Mite p ARATE (p EEDA 的 情形 . 本 质 上 相当 
于 一 个 一 维 铺 形 的 琶 加 原理 , 而 非 n 维 情形 部 分 和 算 子 的 本 质 
结果 ， 也 就 是 讲 ， 当 pp 不 是 长 方 笨 时 ， 未必 有 定理 4.1( 或 定理 
4.2) A. 

TERATE, a A n 维 部 分 和 算 子 的 研究 情 
E. 
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问题 A RAR 中 的 单位 球 EA 
Taf =F (xele) Ff) =F "xa(2)*f (4.16) 


满足 
Tes flp < Apllfllp, 1<p<ov. (4.17) 
aed 或 p> 2, Taf 不 满足 (417) 中 
的 佑 计 ， 当 4 <p< #8 Bt, ttt (4.17) 可 能 成 立 . 但 目前 仅 
HEB p= 2 的 情形 . 
问题 日 若 将 定理 4.1 RE RA2PHK PERE, BA 
的 广 体 o JE 


To Jip < Aplifilp, 1<p<o%, (4.18) 


业已 证 明 ， 在 问题 A 成 立 的 前 提 下 ， 即 在 22 <p< 2 范 国 
Al, fit (4.17) 就 意味 着 估计 式 (4.18). Ri, Hp < 或 
p> ;站 时 ， 估 计 (4.18) 不 能 成 立 . 

注 记 4.2 可 以 将 定理 4.2 推广 到 连续 的 情形 , it (T, dy) 是 
—4-o- ARMS, 天 = Ll dy) 是 了 上 的 平方 可 积 国 数 
构成 的 Hilbert 空间 . fe (R H) 就 意味 着 fley) = hie) 
是 由 定义 在 R xT RR WRK 


(L. (firentar)’ se) = {flln < oo. (4.19) 


ARAFAT BRIE, Q= {pyjyer; PRY ey 是 处 工 到 长 方 
体 的 一 个 可 测 函 数 ， 即 对 每 一 个 YET, py 的 项 点 分 量 作 为 数 
值 函数 均 是 可 测 的 . 现 设 f(e) E LPR", H), EX P(e) = Sofe) 
如 下 

Fizy) = Sp, (fy) (x), fale) = fie, Y). (4.20) 


则 有 
定理 生 2 fe PIR VAN LRH) 1<p< œ. WA 


Salle < Aoll filly, 1 < p< oo, (4.21) 
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这 里 A, 不 依赖 于 测度 空间 (Ty) 及 函数 > py. 


FERIE R” 的 二 进 制 分 解 理论 及 相关 问题 , 首先 ， 
HE R 的 二 进 制 分 解 . 


R \ {0} = U fa" 25t] U U [—2*+!, — 2°), (4.22) 


ko-—oo ko mo 


严格 地 讲 ， 上 述 分 解 是 民 \ {Sp 的 分 解 ， 习惯 上 ,我 们 称 为 民 的 
二 进 制 分 解 ， 借助 于 及 的 二 进 制 分 解 ， 即 R” 的 nn 个 方向 的 二 
进 制 分 解 有 所 得 的 区 间 的 积 所 构成 的 互 不 相交 的 oe 维 长 方 体 的 
BO, MAR" 的 二 进 制 分 解 ， 记 为 


R*\{0}= | a (4.23) 


pE 


Ep ARR p&p E RS E FE r t RB RR. 
对 每 一 个 长 方 体 p, 由 (4.1) 可 定义 部 分 和 算 子 So EL? ORE 


XP, BRA 
SoS, = 8. (4.24) 
pE 
进而 ， 由 于 二 进 制 分 解 所 得 长 方 体 p 互 不 相交 ( 意 指 其 内 部 互 
不 相交 ). 因此 ， 算 子 {5, 了 } EL RM PRR RR, 因此， 对 任 
TH J ELR" 及 E 的 二 进 制 分 解 {fp}pea, 有 


» Sof = IFE. (4.25) 


pe A 


问题 在 一 般 的 LR") 空间 意义 下 ,相应 的 部 分 和 算 子 有 
何 结论 ? 

定理 4.3 fe LP(R"),1 <p<oo. BA, (Sen |Sp(F)I?)2 
E€ LPR") 且 存 在 常数 Ci, Co 使 得 


Callflle < | > 1S.) 2 ||, < Calf, 1<p<s0, (4.26) 
ped 


这 里 C1,C2 AK RAT PH f(z). 
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为 了 证 明 上 面 的 定理 , 我们 首先 引 人 Rademacher 函数 的 
概念 ， Rademacher 函数 为 用 二 次 型 串 示 的 消 数 的 L? 估计 提供 
了 一 个 非常 有 用 的 工具 ， 

定义 4.2 7% [0,1] 1 AY or Bei rolt) 为 


7 1, O<t< G, 
ro -f “1, betel (4.27) 
i sot A) HA SK rolt +1) = ro(t) B R EAD BB Ye rolt). 进而 
EM 
Tmlt) = ro(2"t), m=O,1,--- , (4.28) 

BR {rmo 是 Rademacher A. 容易 看 出 ， rmtt) 是 [0 1] 
上 相互 正 交 的 照 数列 ， 进 而 有 

引 理 4.4 Dao lam? < 00, FU) = Vio mmt), 则 对 
任意 的 1<p< oo, RA F(t) € L[0,1] A 


a 
2 


ApllFllo < Fle = (9 lem})? < Ap MF lp» (4.29) 
mæl 
这 里 A, 是 与 函数 F(t) 无 关 的 正常 数 . 
证 明 对 任意 的 实数 p, 我 们 断言 


eo 


1 
f et PU) dt < exp (p? > a}. (4.30) 


0 m= 


事实 上 ， 对 任意 的 正 整 数 六 ,注意 到 Rademacher WH AKA 
关 的 ， 因 此 


1 N Y 1 
f exp (y > amrm(t))dt < II j EXplHamtmlt) Idt. (4.31) 
0 m=O m=0 4D 


另 一 方面 , 由 Rademacher MRE, f; exp(Hamrm(t))dt = 
cosh(Ham). 注意 到 初等 不 等 式 coshz < exp(x*), (4.31) 就 意味 着 


1 N N 
f exp (ji > AmTm(t) dé < exp (u? bD az). (4.32) 
Q — m=Ù m=O 


| $25 - 


Fe, BN 的 任意 性 就 得 (4.30). AGE (4.29), 仅 需 证 明 
NFM, < Ap UFC, 1 <p < oo. (4.33) 


事实 上 ， 设 G(t) = no btm (6), 利用 极 化 恒等式 


(F,G) = È Qin Dan (4.34) 
及 Holder 不 等 式 可 见 
D and SF ipltGlly < FiA “Ge 
< Ay WPI 3)! 
于 是 
WFlle = a> ah)? < Ag Fly. (4.35) 


m= 


SA THO # 5 (4.33) 与 (4.29) 等 价 。 
下 面 证 明 (4.33). 无 妨 假设 》, a2, = [File = 1, 由 exp(ulF)) 
m= 
< exp(uF) +exp(- uF), 推 知 
1 
[expla < expt). (4.36) 


RIFE 是 PCO) 对 应 的 分 布 函 数 , 取 ye =, 则 由 (4.36) 可 
见 

f exp(c - Fat < 2expt a /4), 

{]F(t}|>o} 


BB |F(t)[.(a) < 2exp(—2-). 这 样 ， 利 用 Lp RAER 
公式 可 见 


Feo = (fi pirat)’ = (pf mh) 
= (2p i ap-1 so aa)” 2 AL 
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Ait, St — A AY BR BE P(e) = TF ammit), 有 
APF Oe < IPE = (F @2,)?, (4.37) 
m=0 


Mi, 3] Hb 4.4 得 证 . 

我 们 还 可 以 将 引 理 4.4 推广 天 高 维 的 情形 ， 记 口 RAR 
中 的 方 体 {t tzn Én) 0 Etj < ljr = (mi mgp + in) Æ ve 
重 指标 集 ， 定 义 rm (t) = 1m, E) Tmt) tm, t) 类 同 于 引 理 4.4， 
我 们 有 

5| 理 4.5 设 Y fami? < oo, Ft) 一 Y ammit). Az, 对 性 
Bil<p< om, $ Faer, H 


AplFlip < (Fila < AsllFly. (438) 


证 明 我 们 以 二 维 情形 为 例 来 证 明 引 理 45, RT |B 
4.4, 我 们 只 需 证 明 


ApilFllp < ||Filz p> 2. (4.39) 


BFl<ps2 R438) 的 另 一 全 不 等 式 ， 皆 是 (4.39), Holder 不 
等 式 及 Rademacher 吧 数 正 交 性 的 简单 的 推论 . 
对 任意 正 整 数 N, 考虑 


N N 
Fy (t1, ts) = > > Umimas Tn (ti) rm, ta} 
a 0 


N 
= 5 Fm, (ta}tm, (tı), (4.40) 


m =0 


由 引 理 4.4 知 ， 存 在 常数 BB, 满足 


I . N 
f Putoto Pdt < BPP [Fn DDE (40 


Yl =0 
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. 注意 到 Minkowshi 不 等 式 ， 积 分 (3.41) 可 得 


[ f [Fy (t1, t2) dtidt2 < (Bs pf D |F (t2)|7)? dtz 


"Ii =0 


cB YA f Fn (ta)lPdt2)$)E 
fr, =Ù 


N N 
<BrP( SS (B51)? JO ahum)? 


Ty =O Tez ==) 


N N 
=A” > 5 ami), (4.42) 
mi =] m2,=0 
这 里 Ap = B2. 对 上 式 两 边 开 了 次 方 ， 并 注意 到 N 的 任意 性 即 
得 估计 (4.38). 
定理 4.3 的 证 明 容易 看 出 ,证 明 (4.26) 仅 需 证 明 


IO [Spf (27)? lle < Aplifilp 1 <p < ee， (4.43) 
PE 


这 里 f c DR nm L?(R")， 事 实 上 ,对 任意 g E LR) 
LR”), i +i = 1 利用 Deals = Ifl 及 极 化 恒等式 


” » 人 Sop( 门 So(9)dz = 人 fads. (4.44) 


pea 


进而 ,利用 Schwartz 不 等 式 及 Holder PSR, (4.44) 就 意味 着 


加 </ |. (Es in) (gis) « 


ped peA 
| | 
P 


e sane) (z sor) 
pea pea 


(= sant | ， 
pea 


HP 


q 


< Ag|lglla (4.45) 
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于 是 
erllfllp < bial [So PY, YEE) € LR) N LPR"), 


pea 

(4.46) 
. 这 里 1 = 47 . 注意 到 LRN LOR") AT LPR”), 故 对 任意 
f(z) € LPR"), 存在 {i} C PP(R") DPR"), WE G- fllp 一 
O(7 > œ), 于 是 


ATHE) ~ file lle < (DD ISe(fs) ~ S677? Ile 


< Apli; — fi Ilp (4.47) 
Ag File < IOL S417)? Ile < Apl flp (4.48) 


pea 


注意 到 (447) 意味 着 (Loea Solf) 是 LR”) 中 的 Cauchy 
列 ， 而 (4.48) 也 表示 Ji > Solf) 是 LPR) > LRH) 上 的 有 
界线 性 算 子 ， 因 此 ， 在 (4.48) 两 边 也 取 j 一 oo, 即 得 


Az WF (zs < IO ISA lip < Apllflls. (4.49) 


PEA 


这 就 说 明 (4.43) 与 (4.26) 的 等 价 性 .下 面 来 证 估计 (4.43). 


Kin = 1 HRE: EA 是 区 的 二 进 制 分 解 ， 其 中 的 
元 素 记 为 看 五, 五, 对 每 一 个 TE 入 ,Sr 是 其 相应 的 部 分 和 
算 子 ， 设 pl) EE CR") 满足 


(2) F SS (4.50) 
T| = : 
P ü, r< 4 aghi. 


Bre A, 是 形 如 [2,2] HRA, E S; 
Sif = F7M(p(27*e) F(x) = F pra) F(z). (4.51) 


BRS, Si 对 应 的 乘 子 与 Sr 对 应 的 乘 子 在 区 间 工 上 均 是 常 
数 1. 然而 与 Sr OM RF x) FA, S CMRF pr(z) 
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Fz JE Per pA BX. 关 似 地 ， 对 于 形 如 了 = [-2k+1, 一 2 CA, 的 区 间 
定义 pr(z) 及 Sy. 在 此 构造 下 ， 有 


SISr = S}. (4.52) 


现 对 每 一 个 te [0, ,考虑 怀 子 变换 


T, = 5 Tml Sr. (4.53) 


rz 一 心 


车 记 Ty, 对 应 的 乘 子 是 rt(z), 由 (4.53) 可 见 


mlz) = ` rmlt) pr (T). (4.54) 
m=c 
由 prnl) 的 构造 可 见 ， (4.54) FAAP, Xi Vr CR RS 


有 三 项 非 零 且 dm B 


m(z)<B, -7 $ jal’ (4.55) 
RE BPK t (4.55) 中 第 二 个 不 等 式 用 到 
suppy;, (z) c [2 2,4. 20]. 
利用 Hormander RF CH, 
IT fllp < Apllfllp: f(x) € L7(R”), (4.56) 


这 里 A, 不 依赖 二 另 一 方面 ， 由 Rademacher BAKTER. A 
i _ 1 on . 
[ripe = SID OS Nie Para 
> A Í (》、 |S, (PP) Eda. (4.57) 


m=0 


因此 ， . 
WSS lrn (A)? < Boll fle. (4.58) 
m=O 
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对 于 一 般 地 部 分 和 和 算 子 ， 取 咏 = Al, 注意 到 (4.52) 和 定理 
4.2, 容易 推 得 


IE ss, Dy HO ISr Sr, (FYI)? Hp 


m= 


< o> Sim (AP) Np < Boll fllp- 
mJ (4 59 
从 而 推 得 (4.43). 
在 考虑 nn 维 情形 之 前 ， 先 证 明 一 维 情形 下 的 一 个 算 子 不 等 
HK. T= So rm(t)51,, 我 们 断言 
m=—6 
ITA lp < Apllfilp, l<p<o, (4.60) 
这 里 f(x)ec L’ (R R) 0 LP(R), Ap 与 ft FER. 
事实 上 , $ TN ~ DN ormsn, A Sin 是 L (R) 和 LPR) 
上 的 有 界线 性 算 子 因此， 六 (站 € LR) n LR), 利用 (4.26) 
就 得 
CITA Ole < MD ISTE F17)? Ip 


ped 


N 
< zaj < 
= 193 [S7 Ji } lle 一 Cpll flip, 4.61) 
就 上 式 的 两 边 取 N 一 oo 即 得 (4.60). 
下 面 来 考虑 = 维 的 情形 . ATS BRT, 仅 作 用 在 x; 变量 
的 算 子 ， 那 么 ， 对 Yf(z) ELR”) LPR”), 由 (4.60) 可 得 
f TP seca Tn) dz; < a; f (Firin ,2,)[Pda,, 
i (4.62) 
这 里 用 到 了 对 几乎 处 处 zr, »UF—1,C jer y Fry F(z) 关于 ey 
fi L?(R)OLP(R) RR. 现 对 (4.62) 的 两 边关 于 T1, Eji Tj 42 
+, Tn 积分 ， 可 得 


ITP Fly < Aplf f(z) € (R) NER), 1 < i < 00. (4.63) 


- 33] - 


ne ARR 上 所 有 的 二 进 制 分 解 所 得 的 长 方 体 集 ，pm CA 
H 

Pm = Im, X Im, X0 X Im, (4.64) 
的 形式 ， 这 里 m 一 (7711, M2, ut My). 更 对 ii = Do om EA Tm ES pn 
连续 利用 (4.63)n 次 ， 就 得 


ITF Ilp < Agi filly. vt = (t1, Éz, not ith) = (4.65) 


这 里 用 到 ”人 = ri(t)re(t)---rm_(t). 最 后 ， 利 用 Rademacher M 
数 的 性 质 可 见 


fircniper= f f Edde 
= fa hi E OS AP 


> 1 Spn (PPIE. (4.66) 
fm ee 


Fit, Aide pA, AAA (4.65) 就 得 估计 (4.43), 从 而 定理 
4.3 得 证 . 


$7.5 Marcinkiewicz 乘 子 定理 


本 节 我 们 将 利用 部 分 和 算 子 及 二 进 制 分 解 的 结论 ， 来 建立 
Marcinkiewicz Y HRT EH. 它 在 Littlewood-Paley 理论 中 有 重 
要 的 作用 . 

定理 5.1 设 ”(zj 是 及 上 的 有 界 画 数 ， 在 每 一 个 不 包含 原 


Fa BY DE Je] EER, I E 


(i) |m{x)| < 五 ,一 co < r < +00, 
Gi) $H—-TSCABK ICR, A [i ldmiz)| < B. 
M m EAA5,1<p<o0 且 满足 


fly < Apllfllp, Vf E IPR). (5.1) 


证 骨 我 们 仅 需 对 F(x) E LRN L (R) 来 证 明 (5.1) 式 . 
记 玉 = Tnf) 和 从 是 及 的 二 进 制 分 解 . 设 peA 信 , 现 令 


fo=S,f, Foe= Sp = pm 了 = dimfe, (5.2) 


由 定理 4.3 知 
CS Seg?) ||, ~ lige, Yg < EPR"). (5.3) 


pea 
因此 ，{5.1) 就 等 价 于 证 明 
WF lp ~ K SFP)? < CI Spf lle ~ Cllfllp. 5-4) 
pea 


pea 

记 Xp,w(2) = Xon- wlr) 它 对 应 的 部 分 和 算 子 
Spud = F (Xp) 

可 具体 表示 为 


Ww 


fije?" EdE, p = [2*,2**"], 
Spw f(x) = aw . l (5.5) 
f fejen Edt, p= -2+1 —2'. 
—2!+1 
设 gliw) = Spwf, 那么 
9 (w) = f(u). (5.6) 
于 是 ,利用 分 部 积分 ， 可 得 
SsF = f xom(£) fe? EdE = / mE Fleer EdE 
R ra 
ghti 


= m(@)g(€) B" — J, g(é)dm(€) 
= m(*)S,f - j Spef(x)am(€), 6.7) 
这 里 是 对 p = (2*,2*+1) 推 得 的 . 对 于 p= (-2'1,-2'), 同 理 有 
SF = m(—2)5,f — J Spel (a)dm{€). (5.8) 
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从 而 
IS F]? < 2B?|S,f|? + 2B? f (Spe f (a) ldm{€)|, 
p 


这 意味 着 
(32 ISPP < CCSD ISAP + CCD, f Soet P dme). 
per peda peAarve 
(5.9) 
WER AW LA, HAER 42, 直接 佑 计 可 兄 
NOS SFP} lle 
PEA 
KOM ISP lip + CC J (So f So ef (2) Pldm(E)) Ë ds)” 
ped peA “P 
= 24 2 E dr} F 
ONCE 15587 +e f ce U EPOD dz) 
pea 
= CY [Sp fl?)? lle + CI lo = Cllfile- (5.10) 


pea 


从 而 由 【5.4) 就 证 明了 定理 5.1. 
定理 5.2 gmo) ERE LHARBR, WA 
(a) |m(z)| < B, x € R”; 
(b) UPa mo Jo lann ldridea dim, < B,0< k Sn 


这 时 0 是 Rk 的 任 一 个 二 进 制 长 方 体 ， 特别 ， 当 下 = 时 ， sup 
(e) 条 件 (b) 对 于 anga ,zn 的 任 一 个 置换 都 成 立 . 
W me M,,l<p<oH 
IDnflle < Apllflle, VF E€ ZR"), (5.11) 


这 里 A, LKB B, n, p- 
证 明 类 似 于 定理 5.1 的 证 明 ， & F=Tnf, EW AAR 
上 的 二 进 制 分 解 ， Xf Yp E€ A, 可 定义 fo = of Fo = SpF =Tmfo: 
注意 到 定理 4.3, 仅 需 证 明 
IC FP) < Coll DD (fel) le. (5.12) 


pea pcad 
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ALR n = 2 来 证 明定 理 5.2, 一 般 情 形 同 理 可 证 ， 由 于 
R 的 二 进 制 分 解 的 方 体 分 属 四 个 和 象限， 页 可 分 别 子 以 帖 计 ， 
我 们 以 第 一 象限 中 的 方 体 为 例 来 进行 估计 . 

op = {(21,2%2);2" < a) < 2*t1, 2 < wz < 241), 则 对 任意 
(z1; £2} € p, RA 


E I? Hm Ty a 
= 一 — ded -一 2d 
mizi, £2) f. ji X BE, Éi a+, pe, ee dé: 


+ 人 se BE (2, é2)dés + m(2* 2"). (5.13) 


用 8S 表示 集合 {2* < zi <t, l < ra < to} 对 应 的 部 分 和 算 子 ， 
SS) 表示 区 间 {2 < zl <t} 上 的 部 分 和 算 子 。 SP 是 区 间 
{2 < zz <t} 上 的 部 分 和 算 子 ， 易 见 


St = S. 52). (5.14) 


于 是 
sis, = si, ss, = sy, StS p = St- (5.15) 


利用 (5.13), 直接 验算 有 


F, = ST mf = Í. Xoli, tz)m{tı,ta) fiti, taje dtidta 


gitl pk t+ 


a 
= d i 
人 fe ff gi a A AS at fz De, er? dé 
+ E mak €2)d&2 + m{2*, oN] F(t, te?" ‘dt, dtp 


x Of2 
ail nk+1 okt girl 
déid 
-f 人 f Í. Xen fides 


get gi+l 


+ f. Xan gr Mln, BME, + f Xet Be À m” , a )dEz 
+ m(2*, 2!) F(t, toe" dts des 
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iti 


-f 


gkti ofl 


peti 
er 
人 ff Í, Xp,tf (t1, tae 和 Des dE, dé 


get gk+i niti 


f xv 2 fG, faje? tty da) Z 


7 (i 3 2! de, 
gitl 


+1 
上 x2, Fiti, penan E n Ea) db. 


“fof 
ee 
Ly 
+ f i [ i m(2*, 2°) f(t1, t2)e = tdt dta. 
故 由 Hilder 不 等 式 ， 
I < Bl 1 fs Silo) "BeBe (Endl 
+f Pcp) PE ae 


+ fsa ata + ,09 


全 7 人 4 72) + 72) 4 L(Y. (5.16) 
因此 3 
WS? IF el) Fle < SONICS 193 Ap. (5.17) 
ped i=l pe 
现 设 dy = | leta) dE, dén, WT = R? \ {0} 对 ?7 = (a1,22) ET, 
则 有 且 仅 有 py cA THR yc 注意 到 
[a = | ae dê, < B, (5.18) 


BA, 画 数 ?一 pr 在 二 进 制 方 体 上 是 有 界 可 测 函 数 . AK, A 
用 定理 42 及 定理 5.2 的 条 件 可 得 


MP = NCL so lt ti) 


PEA ped 


< CIF lp- (5.19) 
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同 理 可 证 
I )2 ps CY Iolo 7 = 23,4. (5.20) 


pea pea 


FH, eH 5.2 得 证 . 

Hie 5.1 (a) 当 n== 1 上 时， 定理 5.1 冀 含 着 定理 5.2. 这 是 
因为 定理 5.2 AÈ mn 除 原点 处 具有 连续 导数 ， 而 定理 5.1 RE 
求 m 在 不 含 0 点 区 齐 上 有 有 界 变 差 . Ril, 本质 上 ,它们 是 等 
ON, RRB RRR. 

(b) — DE RE EEN, A oe 进 制 分 解 (a > 1), 本 章 
的 结论 仍然 成 立 . 

(o 当下 二 1 时 ，Marcinkiewicz 定理 ( 见 定 理 5.2) #6 Mihlin- 
Homander RF EM. 然而 , An > 2, RHA CH AB ZH). 
这 一 事实 可 由 乘 子 和 在 特定 变换 下 的 不 变 牧 来 予以 说 明 . 事 
实 上 ,对 ve > 0 和 及" 中 和 任 一 旋转 p *', HF moe) 在 变换 

m(a)-—> mex}, 《伸缩 变换 ) 

m(z) 二 mlp-12) (旋转 变换 ) 
F, Hirmander MRF PHAR, Kit Marcinkiewicz 定理 
在 旋转 变换 下 并 不 保持 . Am, Marcinkiewicz 乘 子 定理 
在 变换 mir) 一 mle oz), €o ET 一 (E1321)52 人 2 Entn), E FO 
jg=1,2,--: n FREY. 

(d) Marcinkiewicz 乘 子 定 理 适 应 性 更 广泛 些 ， 例 如 在 处 
BARA BH Lo AHMAD AIRF mie) = of) FH 
ple) E Cm 且 在 半径 为 1 的 球 外 是 1, Plo) Ek HMMS RR, 
zc Sik Br Ost) 是 At PRR. AM, RR PR RF 
HW B-KEDAR, RA BREAK MO E KA. 

例如 EWEEN SEH, HMR 

Ti 
xı 十 于 322 十 2 十 … až) 


及 研究 分 数 阶 的 位 势 理 论 时 所 出 现 的 习 子 
[oy [* [a]? + -- [tal 
(on + a 

He 无 法 用 Hormander R F E HERE Marcinkiewicz 3 fF E HK Al 


别 . A, RAA HRTF ERE AREE HT 
作 ， 最 有 希望 的 途径 似乎 是 通过 of 电 数 来 实现 这 一 目的 ， 
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a = (ai, Anh aj >O 


思考 与 练习 


1. 详细 证 明 Hirmander W F M. 

2. th AR; (g = 1,2,--- ,n.) Æ Riesz 变换 , 证明 : 

(a) (f Xr) = Cf) (2) 50 191( Rs f) (x). 

(b) UNE) < E71 93 (BR; f) (2). 

3. 设 m(2) = valm) gets, 12> a > 0, p >0. yofz) 是 一 个 
在 原点 附近 是 0, 而 在 某 一 个 充分 大 的 球 外 恒 等 于 1 BOS 
数 ， 假 设 nxt 或 者 o1, MEW Fäi: 

(a) 如 果 | 圭一 L] < @,m(e) € Mp, 0 = 22. 

(b) 如 果 |; -— if > Omir) ¢ Mp- 

而 对 n= 1,a=1 的 情形 ,我们 有 

(a) 车 8==0, 则 miele Mp HL MERAH 1 < p< oo. 

(by 2 8 > 0, W mie) € Mp. 

d. R miT) E M,NC(R"), 则 miz} € M,(R*), 这 里 1 三 上 之 nn. 

5. $ mi(z) € L(R"), molz) € LTR"), 十 二 =1. WY 
1_ 1) n ht, RA m(2) € M,(R”). 

6. (a) R BRR 中 的 单位 球 ， 当 p > 22 或 p< 2 时 ， 
XB(z) Z Mp- 

(b) 设 mir) 是 径 向 函数 ， 设 mge) € M,(R), WS p> -2 
Bọ p< 28 时 ， 则 mle) 几乎 处 处 连续 ， (提示 : 仅 需 证 明 (a). 
另外 ， 注 意 到 M, = Mp, 仅 需 就 p < AE 的 情形 来 证 明 . 对 
Yf(z) € LP?(R"), 利用 f(z) 的 Bessel 函数 表示 法 来 予以 证 明 即 
T, A Stein 的 书 [Stel]. 

7. (a) 设 Plc) BA HAS IR (P(r) = 0 <> s = 0), f(z) 
是 Ce( 了 及 *) PRR, il 


I CZS < Apl|P( 字 lp + lF æl] 1 <p < 00. 


(提示 : 取 光 滑 函 数 ole) 在 原点 附近 是 0, 而 在 充分 大 的 球 外 
恒 等 于 1. 利用 分 解 式 


saf = 5°(1 — ole) fel topo 


(x) ` P(x) f(z). 
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注意 到 2° 一 p(w)) 是 属于 LR"). wae ee ple) Fe E 
Mp, 从 而 可 得 此 结论 .) 

8. 在 定理 2.4 中 , Bp =F bl <p<2W i B-TH 
(p.p) 型 算 子 ， 见 [Fe]. 
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第 八 章 ” 位 势 理论 与 可 微 函 数 空间 


本 童 我 们 着 重 讨论 位 势 Banach 空间 , 与 此 同时 , 我 们 将 回 
顾 一 般 的 函数 空间 例如 Besov 空间 、 Triebel 空间 ， Hardy 空间 
等 ， 用 前 面 建立 的 调和 分析 方法 诸如 插值 理论 、 球 调和 函数 理 
i. RTH. 奇异 积分 算 子 理论 、Hardy-Littlewood H) ¢ mR 
方法 等 来 漳 述 一 般 可 微薄 数 空间 的 定义 .、 BRAEM RE iA 
关系 ， 以 便 从 事 分 析 及 其 它 数 学 学 科 的 读者 查阅 ， 由 于 篇 辐 所 
限 ， 有些 证 明 予 以 省 略 ， 详 细 的 证 明 可 参考 Hans Triebel 的 专 
者 [Trl] 和 [Tr2]. 


58.1 位 势 Banach 空间 与 Sobolev 空间 


本 节 主 要 讨论 Riesz 位 势 、 Bessel 位 势 以 及 由 它们 生成 的 
位 势 Banach 空间 ,本质 上 Riesz 位 势 是 分 数 阶 导数 的 替代 焕 ， 
这 一 事实 使 得 一 般 的 整数 阶 Sobolev 空间 可 自然 推广 到 分 数 阶 
的 Sobolev 空间 , 这 里 积分 区 域 是 RR". Riesz 位 势 Banach 空间 对 
RY 3$ 37 2K Sobolev 空间 ， Bessel 位 势 空间 对 应 着 通常 的 Sobolev 
Si. nC PAR AS Hit, Fourier FMA eS oe te 


用 . 
首先 ， 我们 来 引入 Riesz 位 势 的 概念 .众所周知 ， 
(-Af)* = 4n?le]? f(x), (1.1) 


这 意味 着 -A 对 应 着 |e)? 一 般 地 ， 与 |z 对 应 的 算 子 应 该 是 
Laplace HFN + Mike, BP 


-AE f)* = (2al) (2), (1.2) 


然而 这 仅 是 我 们 的 形式 推演 . 另 一 方面 , HIRIA A g t Fourier 
变换 ( 见 第 三 章 定理 5.1) 知 KK(z) = pp 满足 


(2rjz|) 2 = y(a)(2a|2])“, 


这 里 0< wm<m. 若 记 
Telf) = (AVÈ f(z) O<a<n, (1-3) 
W Tafi) 与 郑 积 型 算 子 
Tf = Je 75 — y)f (y)dy (1.4) 


具有 相同 的 Fourier 变换 . 于 是 ， Laplace 算 子 的 -a MRA 
用 形 如 (1.4) 的 着 积 型 算 子 来 刻画 ， 这 就 诱 时 出 Riesz 位 势 的 概 
ee. 
EM 称 
Taf =A SD ky 5) 
(ar) R” 
是 Riesz 位 势 ， 这 里 v(a) = 2en?T() /TC ~ &). 
引 理 1.1 设 0<a<n, 我 们 有 


(a) Æ S! 意义 下 大 -ilzl-*+te] = Y(aj(2rlz)-s, 即 对 任意 的 
ye 5S(R"), 有 
[ ier **ee@\de =a) f (reh ede, (18) 
E” Rk" 
(b) 在 S 意义 下 有 (Taf = (2ra) fla) 成 立 ， 即 
f IPad f (reied aT) 
R” Re 
这 里 f(x), ge) € SR"), 


证 明 (a) 是 第 三 章 定理 5.1 的 结果 . FAKEN (b). 由 
(1.6) 及 卷 积 的 性 质 ， 对 任意 的 f(z) € S(R"), 有 | 


1 -n>a 
Taf = i f WSE -y)dy 
= {rl fe dy, (1.8) 
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办 此 ， 用 (1.8) 两 边 乘 以 aCe), 并 对 2 积分 可 得 
Tal figir dr = -> Ff yjet eY dyal rd 
f Te f f Or ne duada 
= f f (niy fie? Ydygle)dz 
R= JR” 
= f (ADE US alee td) dy 
Rr Rn 
= f rll) “Fae, Fe) gle) € SR). 
从 而 (b) 成 立 ， 这 里 用 到 了 变量 代替 和 交换 积分 次 序 等 技术 . 
引 理 1.2 对 f(z) E SR"), 有 
TTaf)= Tagtf), a>0, 8>0,a+8<n, (19) 


A(Taf) =To(Af)=-Ioo(f), n>23,2<agn (110) 


TERA (i) 易 见 ， 所 考虑 的 Riess 位 势 篆 有 定义 ， 对 Yge) E 
SUR"), 直接 计算 并 注意 利用 引 理 1.1 和 Plancherel 恒等式 ， 可 


aa 


f Tatra = f Fei analy goda 
Rn Re 
= | (2ra) +?) f(a)ate)de 
= f oral faaas 
加 


从 而 (1.9) 得 证 . 
GD 类 似 于 () 的 证 明 ， 对 Ygl) € S(R"), 利用 Fourier 变换 
的 性 质 直 接 验 算 ， 可 得 
Í (ATnf)gde = [ (Zn f)Agde = — Í (am|x|)?-* f (@) Glade 
Rr R” ihn 
=- f Taala (1.10 


- M2. 


(a) FE, 
f (Ta A fjgdz = -f (2r |x)? f(a) G{a) de 
ier Rn 
-Bal Ps)o(s)de (1.12) 


因此 ， (1.31) 和 (4.12) 就 意味 着 (1.10). 
id 1.1 (a) 由 引 理 1,2, H o8 >00 a+8 an BINA 


z — yl tal porte = ylayy(9) TI = 

-ae 一， 人 
事实 上 ， 一 方面 

oct) = vat f -eade fi) ESR"). 


(1.14) 
另 一 方面 ， 


_ 1 TT— H+o — z -n43 zide 
La) = oe feae lyase)dzdy 
— l — al ntaj n+p 
Ne hh 48) 
根据 (1.14),(1.15), 容易 看 出 


ponte, ,nip _ Yr) 人 
fe- ey a ay = TEN a "tot, (1.16) 


特别 ， 在 上 式 中 取 z=0, |x| = 1 RB (1.13). 

(b) Al Riesz AA R T 7, 是 由 奇异 积分 算 于 刻 世 的 , 因此 ， 
五 作用 到 LOR") 上 应 是 什么 样 的 函数 呢 ? 出 就 是 说 ， Riesz 
EHN Ff Zs(0 <a <n) Oe AE p, 9 才能 保证 五 是 
L?(R") 到 LR”) 的 有 界线 性 算 子 ， 即 


[ial Pla < Aili YF € LPCR”). (1.17) 
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我 们 利用 伸缩 变换 ， 给 出 (1.17) 成 江 的 必要 条 忻 . A117) 成 
立 ， 那 么 对 F(z) = Flbz) 应 有 


[ze Fhe < AIF lp (1.18) 
注意 到 
[Fly = Gel = 873 I fle (1.19) 
Il =U fe yond 


-| f fl 
= 8° (Tf) 67), = 87E Tal Pla- 


(1.20) 
于 是 ， (1.18) 等 价 于 
da TP le < Ad7? Ifilo (1.21) 
由 此 可 以 看 出 (1.17) ee BD oe BE SR EE 
| 1 1 a 
ies (1.22) 


我 们 将 证 明 , 在 一 定 条 件 下 人 .22)] 也 是 (1.17) 成 立 的 充分 条 件 . 
定理 1.3 hO<a<n,i<p<g<o,5=5-9,0 
(a) 如 果 f € LR”), W Taf = slay Jen le — wl Fw dy 中 
的 积分 对 几乎 姓 处 x ERR" PARKAR. 
, C) 如 果 p > i, W I 是 (p0) 瑞 算 子 且 满足 IZA lle < 
Pd P' 
(chMEp-1,7. 2B (1) BHT, Ep 


Afl 


mix; Iaf] > A} < (— YA > 0. (1.23) 


证 阴 (a) 记 K(x} = jt, 分 解 K(z) 使 得 K(x) = 
K, (z) + K(x), 其 中 


K(z), tel <p, fo del su 
Kl= {0 z| > p, Kola) = { (z), le> 1” 
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于 是 
Taf = Ki(x)* f(a) + Kec(z) * F(a): (1.25) 


Fy Wy (x) € LR”), 从 而 Kile) + f(x) 几乎 处 处 绝对 收 敏 ， 另 
面 ， 


A 


1 ; 1 
Kell? = f (-a+0)P' de < 00, +-=1, 1.26 
|| Kool, elu [z % Ftp (1.26) 
这 里 用 到 
(n-ap = (n- aj- =(n-a) "a >n. 


—1 “ng —"— qa 


Auk, Korf PPE L BRS L BABB, 从 而 推 得 Korf 
所 确定 的 积分 是 几乎 处 处 绝对 收 繁 . 这 样 就 证 明 (a). 
(b),(c) 怡 好 是 第 甸 章 定理 3.3 .推论 3.4 和 推论 3.5 的 结论 . 
注 记 1.2 (a) 4 p=1,¢g=—nf(n — a) 时 , Ley 不 是 l, gp 型 
算 子 .如 果 不 然 ， 就 有 


[Zefa S Alfa f(x) € ER”). (1.27) 


ma 


Wik wefz) EAE, WA supp ple) c B0). +R = 
Pek2), 应 有 


, 1 _ 
lim {|Za(P)Il 25 = Ge ”| <A< oo, 


此 意味 着 


1 
— de < 00. (1.28) 
gn |x|" 


这 是 不 可 能 的 . 从 而 Zo RE 1.9) BAT. 
(b) 当 g = 0, p= 时 ， Ta 不 是 (p, ca) 型 算 子 ， 事实 上 ， 


il-etm "OH, el<, 
F(x) = 1 
D, jæ| > 7? 


取 
(1.29) 


这 里 s>0 是 适当 小 的 待定 数 . 显然 ， 


1 
f je 7” {ln oo) dr < 00. 
lol <9 | 


|z 


从 而 f(a) E IP(R")(p = 2). 然而 ， 当 eate <1 时， 有 
1 E n 
Ta =a =m alm —2(1l+e) = 4 ' 
FO) = = Jaca! Mn BOM de = 00, (1.30) 


这 说 明了 并 不 是 (p, 00} 型 算 子 . 
注 记 1.3 Æ Riesz MHP, RR Kc) 满足 


mf{a; |K(x)| >A} < AA, (1.31) 


此 说 明 K(x) E LPF. 如 果 假 设 (x) e Le, 那么 


1 1 1 n 
<= 一 一 一 一 一 = ——- . 
IK *flesAllfle, Fa + p-h ragyog 032) 


这 正 是 通常 Young 不 等 式 ， 在 (1.32) PRA p= 1 WR qg=0,B 
见 第 四 章 定 理 1.7. | 

下 来 我 们 来 介绍 Bessel 位 势 . 作为 一 个 光滑 算 子 ， Riesz 
位 势 主要 用 于 刻画 局 部 性 质 ， 这 是 由 于 相应 的 核 肾 数 K(x) = 
rytQ) 在 z=0 是 可 去 奇 点 ， Ait, LAMBRA, 
就 显示 出 其 不 足 之 外 ， 懂 正 Riez 的 原则 就 是 保持 其 局 部 性 性 
质 ， 同 时 消除 z = ee 的 奇 性 .虽然 有 几 种 粗 造 的 方法 ， 但 景 自 
然 的 方式 就 是 用 严格 正 算 子 (I 一 个) 来 代替 非 负 算 子 (A), 这 
样 就 话 导 出 相应 的 Bessel 位 势 的 概念 . 


eM 1.2 称 
Iaf = (I-A) FF = Gar fa) = | Gale-w sed, o> 0 
(1.33) 
是 Bessel 位 势 ， 这 里 
1 T erle iar dÒ 
G,(2) = anna l, € i 6 7? (1.34) 


特别 ， 当 a=0 时 ，。 Alf) =f. 

首先 来 推导 Bessel (r PB PRAM Gale) 的 具体 表示 式 ， 一 

方面 ， 
F(T — AY Ë fle) = (1 + 47 Jal?) E fle). 
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另 一 方面 ， 寻找 函数 Gale), 使 得 FG = (14 407] x)7)77. 现 从 
T pe a eM so 
Taj = e *gt7lde a . 
(a) f , a>0 (1.35) 
HE, 4&2, =t6, 整理 上 式 就 有 
-a_ 1 i —tå a dé 
t -x l e 8 z` a> 0, t>0, (1.36) 


wit, $ a= $,t= £14 4r7|2/7), W (1.36) 就 意味 着 


(4) F (1 + Ar? E = f et (1.37) 
ü 


ry) 
注意 到 Fourier 变换 的 伸缩 性 质 ， 容 易 看 出 
Flee") 一 emre (1.38) 
Feile) -3e HE (1.39) 
~ -rå|z]? adó — = nz 一 号 add 
Fife sige) = es ae (1.40) 


在 (1.36) H, St=a|zl?, 注意 到 (140) 就 得 


Flarf) ) = TF — aj(aje) ë. (1.41) 
由 (1.37) 及 (1.39) 可 见 


2 24 — -Še —rójz| 53 器 dé 
(1 + 4x? jx|*)~2 GT aral € F 


= aie ans f e- É F (e7 ET 


由 此 推 得 (1.34) 式 . 
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引 理 1.4 (i) W a> 0, Galt) EL (R”) H Jgn Gole)de = 1. 
(ii) Ga(x) = (1 + 4n? |e|*) 7. 
证 明 (ii) 已 证 . F RR (i), 注意 到 


[OF de = 88 (1.43) 
利用 Fubini 7 BE, By 
æ a ad 
[ coterie = ral, eRe mi © de 


命题 1.5 (i) jz /y(a) = Taser) i e = SURE goga gä. 
(ii) Gala) = HLA + offe|-**2), 0< a < n, |e] + 0; 
(ii) 存在 c > 0 使 得 

Gale) = ole ll), jz] 一 co. 


AJE, H |z| >œ 时 ， Ge(z) Æ E ME M RX. 
证 明 (G) 在 等 式 090) 中 到 t= È- (4r?le|?), a = 3, BWA 


Cr PT aa 

注意 到 
Filej”) = Yaj(2zlel)-*， (1.45) 
Fle "5" 6-2) = eT lal”, (1.46) 


故 将 (1.45) ,(1.46) 代入 (1.44) 就 得 G), 这 里 (1.45),(1.46) 是 在 S 
意义 下 的 Fourier 变换 . 
(ii) 对 比 Riesz # pai A Bessel $4 P $r, 注意 到 lee 3 = 4 < 
2, 就 得 
a keer -2gt aspa d 
Gala) la) + me f 1) 
E jap oote nite -E 7 nate dé 
= fa) + |æ 77t 广 etfe Tae 1)é7? F 


_ kte 


+olle 7t) [zs] —> 0,0<a<cn. 
yla) 
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从 而 (ii) 得 证 . 
(iii) 一 方面 ，f(6) =e tl /se 在 5=2rlzl 处 取 最 大 
fie | 男 一 方面 ， 当 |z| >1 时 ， 有 


f(D) eh Setin < emie tir, (LAT) 
TE 
l $ l _ 5 -ntn dd _ lzl 
Ga < 一 一 全 一 ze "Iie in 3 — = CeT, 
O< rh TT 5 
(1.48} 


从 而 (ui) 得 证 . 
注 记 1.4 Bessel 位 势 的 核 前 数 Galo) 还 可 表示 为 


Le 7? nal 
Gal) = “emf eelt(t + z) dt, O<a<n+th, (1.49) 
ü 


这 里 -t f Bate a fap nm—-at+l 

og! = (2m E reer SrA ). (1.50) 
本 质 上 Galr) 是 第 三 类 Bessel Me, DA Bessel 位 势 名 称 的 
由 来 . 


HME, H Riesz {$ Ar Wa a Wi S Banach 空间 是 相应 的 
Bessel 位 势 Banach 空间 的 齐 次 空间 . 从 命题 1.5 也 可 看 出 Bessel 
位 执 与 Riess 位 势 密切 相关 ， 下 面 的 结果 进一步 刻画 了 Bessel 
fit HS Riesz 位 势 的 密切 关系 . 

引 理 1.6 Ha>d, Mi 

Gi) FER 上 的 一 个 有 限 测 度 pa 使 得 


(27|a|)* 


(Lt 4n2 |x [2972 (1.51) 


he {Z) = 
(ii) 存在 R” 上 的 一 对 有 限 测 度 ve 及 Xa 使 得 
(1 + ar’ P) = alze) + (rle) Aale) (1.52) 
证 明 (i) 利用 Taylor 公式 ， 有 


(1—#)°? =+ Ý Amat”, ft] <1, (1.53) 


m=l 
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这 里 Amas (PALE a m FEAR, {Ano} E 
有 相同 的 符号 . UM. FRA tonm, 0-97 有 界 ， 从 
而 


|4nal< oo， a>0. (1.54) 


m= 1 


现 令 t= 于 三 Be 并 将 其 代入 (1.53) 可 见 


dn? |x)? of? ~ 2)(2\—m 
了 二 1 十 > Amall + 427 |2)7)-™, (1.55) 
m=] 


据 Ge(z) 的 定义 及 引 理 144 
Gimi) > 0, 人 Gam(z)e T Yde = (1+ dnly)™ (1.56) 


H Grom (zo) Ha = Jen Comat = 1, 利用 pel Himal Et) — 2 We S 
TE, EX 


Ha = ot (3 — AnmaG@om(z))de, 而 是 z= 0 处 的 Dirac 函数 . 


(1.57) 
则 jo 表示 一 个 有 限 的 测度 ， 进 而 


mx 
fla 一 【+ Ñ` Amell + 4r’ py. (1.58) 


m=i 


TÆ, M (1.55) 及 (1.58) 推 得 (L51). 
G) 我 们 上 先 引入 著名 的 Wiener 定理 ， 见 R.E.Edwards 的 专 
着 [Ed]. 设 (2) € Li(R"), A O\(2)4+ 840,840, M — ETE 
y(x) € LR”), 使 得 
(Bile) +A = dale) + 5, (1.59) 
& 加 
Ẹ (£) = > Åm aG amiT] + Gale), 


m=] 
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{a 
问 


(2a|x[)* +1 
Ẹ Se SSeS ti 
Ke tiS GTameppe eo 7ER (1.60) 


利用 Wiener EH, FE D(z) € LR”), 使 得 
(1 + 4m? |a|?)°/? = [1 + (27e e)a (161) 
因此 ， 公 需 取 va = Aa = ĉo + (rdr, H (1.61) 即 推 得 (ii). 
下 面 利用 前 面 建立 的 位 势 理论 来 讨论 位 势 Banach 空间 . 
命题 i7 Bessel 位 势 Ja ATAY a> 0 Æ LR YO < 
peo) EKA A RHA SH, BO 
(i) Ja Te = Tara, a > 0, B > 0. 
GD FCP, € fll 1 <p S00, Yfir) e (R?) 
证 明 注意 到 .万 ( 门 = 了 及 
Jaf = Garf, a>0, f(x) © LPR”), (1.62) 
容易 看 出 
Fo Alp < lGel- File = fs TS psoo,  f € LP(R"). 
另 一 方面 ,直接 验算 
(Ga * Gg)(x) = Ĝu Ga = (1 +4? |z|?)- 7 = Gaya. 


于 是 
Gi*Gg=Goais, a, 8 > 0. (1.63} 


由 此 及 天 的 定义 即 得 (i). 
定 兴 1.3 Bessel 位 势 Banach 空间 £2(E")} 是 指 Bessel 位 势 
Tu 作用 到 LP UR") 上 的 值 域 ， 即 


LRR”) = 7a{LP(R")), lap a20, (1.64) 
在 范 数 
li fH 一 lll ps f = Jalg), lps o, ar 0 (1.65) 
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意义 下 形成 的 Banach 空间 . 
命题 1.8 (i 定义 1.3 中 所 定义 范 数 || loe 是 良 定 的 . 
(对 Ba>0, 则 有 LE P(R") > C2(R") H 


fle <Iflne, 1<p<co,f EL}. (1.66) 
(iii) 对 oa,8>0, Ja Æ LR BLE, 的 一 个 同 构 . 
证 AH (3) 设 f = Jalgi) = Jal g2), 来 证 fi = ga. 事实 上 ， 对 
Ve € S, 利用 Fubini 定理 可 见 


Í. Jalgijelajdz = I. I. Galt — yn{y wr drdy . 


AC (1.67) 
同 理 
[REAR Í gov) Tal yay. (1.68) 
Re RA 
由 此 推 得 
Í (ai — 92) Tayler =0, Yele) ESR) (169) 


注意 到 FASB S HS, MiB 凡 = oe. 
(ii) 对 任意 的 了 E GR"), 存在 唯一 ge L?(R") 使 得 了 = 
Jago AEEY Ja ERIA 了 = F.{Fe_a(g)). 进而 利用 


ll Fa—alg) lp 六 llgflp: (1.70) 
即 可 推 得 Foo (g) € LRO. 此 意味 着 了 E C2(R*), A 
Fles = | Fo(Fs—alg lan = 72-a) < lglls = flls (2.71) 


Gii) h (D 30 Ja Æ L2 B) Cs 的 单 射 , 进而 , 对 Ye £213, 
A ME— A 9 © LP, HER 


了 = Tarald) = Fal Folg)). (1.72) 
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注意 到 Jelg) E€ £2, 从 而 推 得 Js CF BILE, WAST. 故 (ii) 
得 证 . 
注 记 1.5 , 九 是 S 到 号 满 射 , 事实 上 ,对 任意 的 加 E65, 取 
pla) = F + Ariri y h(E] E S. 
此 意味 着 pir) = Fa(y). 
对 任意 f(z) € S(R*), 那么 


FT > T? a 
FRG) _ iat (2riws fe)) = mT Fla), 

因此 ， ; 
2rlal fla) = FCS RG) (1.73) 

j=l 

由 Riesz fit HE Y 
fa) = TS RÈD), (1.74) 
j=l 了 


这 就 建立 了 Riesz 位 势 与 偏 导 数 的 关系 . 
定理 1.9 设 大 是 非 负 整数 ，1<P< co, Mi 


L? (R”) = W?(R”). (1.75) 


注 记 1.6 (a) (1.75) 成 立 是 指 除 了 clk") 与 W*(R™) 中 
的 元 素 一 样 外 ， 其 拓扑 亦 等 价 . 

(b) p= 1 3Ẹ p = ec, 定理 1.9 不 成 立 . 主要 原因 在 于 RK 
是 LHR”) 或 EW (R") 上 的 有 界线 性 算 子 . 

为 了 证 明定 理 1.9, HE PMS Sl. 

引 理 1.10 设 1<p<ooa>1l 那 么 了 Ecp 的 充分 必要 条 
件 f = CP _,(R”), gA © ER Rh J = 1,2,--- ,m. 进而 有 Flp 
与 fs, + Ea lE lloa- 等 价 . 

HERR 先 证 必要 性 . Hf ELE, 则 在 在 glie) E LR 使 得 
fie) 二 Jlo). 我 们 断言 

af 


dr. Jalg), g” = —R; (pı * 9). (1.76) 
T i 
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事实 上 ， 先 设 f(x), g(z) = SR"), BA 


(Aye) = —2rix; f(x) = —2riv;(1 + dr? lr) 942g 
| a-i —2miTi 
一 2ir| 人 -3 -一 一 一 一 二 一 
一 (1 十 生 T jæ) 3 (1+ 4722)? 129 
tin 2 


= (1+47r rl) T . 一 一 一 一 
i | ) |z| (1 + 4z2|22 们 )173 (1.77) 
A 30) = Sis. Patel M (1.77) 推 得 (1.76). 在 一 般 情形 


下 ， 存 在 gm © SUR"), WE omla) S gle), 因 映 身 
g(x) —> R; * g) 


是 LPR") 到 自身 的 有 界线 性 算 子 ， 故 Rin * gm) 在 I?(R") 中 
KAF Blin x g). 根据 Jo- 是 LPR") 到 C4_1(R") 有 界线 性 
算 子 ， 从 而 e = Iaat) = Jai (R(t * gm)) 在 Cai RE 


RP UA əf 


ga, = To—1(Rtp1 * g)) € £4, (1.78) 
Tj 
并 县 
Zar | T | B 
D3 = ERGa =De < Aplao = 4e: 
j=l Jima- jel . 
(1.79) 
由 此 及 
Filp.o—1 < If lle (1.80) 
即 得 。 | | 
iloa-1 + >) 下 ,Shoe (1.81) 
再 证 充分 性 ， 设 f(z), gE le) < Laa R) 我 们 断言 : 
a -ə 
fiz) = JFa-1(9), 5 = Talg (1.82) 
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RE g 是 弱 导 数 且 oe), pil) € LR") G= 12-47). 
事实 上 ， 先 设 gE = In (9°) KiE g” = È. wh ole) 及 
$(z) E SR"), BA 


jøde = f Ta (gb dr = f gf (bdr. (1.83) 
Rr he qn 


类 似 地 有 Í. od = _ Í. 9) Jai (de. (1.84) 
注意 到 

人 /说 de =- f; 5a gde, p(z) E SCR™). (1.85) 
因此 ， 若 在 (1.83) 中 取 4 = ZF, et tt (1.83) 和 (1.84) 就 可 得 


Í. get): = 一 Í i gP Ts (Pd, (1.86) 


这 里 用 到 g% (Foal) = Ja- i(ga7%), O(a) € S(R"). TE a Bl 
b — Jale)  S(R*) A SRO LARN. TE, (1.86) W HK 
味 着 


fs ge = =~ Í Pde, Ye) E SR"). (87) 


从 而 (1-82) RI. 
由 Sobolev 空间 的 性 质 ， 对 g(x) € W?(R"), 存在 gmi € 
P(R*) (c S(R")) 使 得 


Bgm i, Ög 


gml) Lo gle), Oz; Fn. m— oo, j= 1,2,.… ,1n. (1.88) 
了 


现 记 gm(2) = (hm), hm(2) € SR"), 由 引 理 1.6 可 兄 


him (2) = vi * 9m + 1 * CE (so =D] (1.89) 


f=1 
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由 此 推 得 


| < Ap lgm {lp l<p<oo. (1.90) 


a 


然而 ， 因 fmz} = Fal gm), 故 fale) = Jail hm). 依 LP A RY E 
MHEG 


2 m 
fle = [lolly < Af 9 AR 


l< p< oo. 


(1.91) 
类 似 地 ， 在 (1.91) 中 用 fm 一 fm! 代替 fms Gm (Zz) 一 Gmi (x) 代替 
9m(2), 上 式 仍 然 成 立 . 由 (1.88) 即 可 推 得 {fin (a)} 在 CRR") 中 
HAF f ELR”) 并 且 


HONET” ison +5 Ea 
一 Be, 


= A, ae D 7 lipa- | 
(1.92) 


由 此 推 得 引 理 1.10 成 立 . 
定理 1.9 的 证 明 : 当 a 一 上 一 0 时 ,显然 有 


LRR”) = WP(R™) = LP(R™). (1.93) 
另 一 方面 ， 当 上 之 1 时， f(z) E WER”) 的 充分 必要 条 件 是 
f(a EWER), SF EWER), j= 2 


E Mfilvwes 与 [lla tds 等 价 . 由 引 理 1.10 就 
1 一 1 


LE(R™)=W* POR), 并 且 它们 的 村 等 价 
下 人 面 来 讨论 位 势 空 间 与 模 的 连续 性 的 关系 ， 我 们 知道 ， 当 
F(z) € LPR”) WW, Bid wp) = [fE tt fe), WA 


lim, wplt) = 0, 1 <p< ooo. (1.94) 
t 


|, 
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问题 是 否 可 利用 w(t) — 0 (t > 0) Br ae RB eB f(z) E 
LRR)? 一 般 来 讲 ， 这 是 不 能 实现 的 , Ri, 4 a 是 整数 ， 
l<pcolt, Hp=2,e>0hK, 可 以 用 w(t) — Oit +0) 的 阶 
数 来 刻 男 COUR"). 下 来 考虑 具有 典型 意义 情形 =11<p<ee 
MOcaci,p=2. 

命题 1.11 Hi<p< co, MA f(x} e CFR") 的 充分 必要 
条 件 是 f(x) € EPR") H 


w(t) = O(t), t—0. (1.95) 


证 明 ” 先 证 必要 性 . 设 f(z) © DUR), i t= Jilt, t E Da. 
利用 ， 
fle +t)- fle) = f (Vf, t (E + st')ds, (1.96) 
ü 


及 Minkowski 不 等 式 可 得 


| F(@ +t) - Lla | (1.97) 


对 任意 f(z) e CTR") = WHPR"), 存在 f(z) E DIR") 使 得 
ifm — flw 30, m— ov. (1.98) 
因此 ， 


w(t} < Il Free 十 t) 一 flex+ E)Ilp + [fm (#) 一 HESI 
+ |fm(e+£)— fn(@)llp 


< lfm = flo +D SE (1.99) 
j=l 了 Ilp 
FH m 的 任意 性 及 (1.98) 可 得 (1.95). 

再 证 充分 性 . ide; Bo, 轴 的 单位 向 量 ， 因 此 


p 
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ay LA 在 RY 模 下 一 致 有 界 , 由 L7(1 <p < 
oo) HRR, PETEA {m} 及 FO € LR") 使 得 


f(x + esfme) — f(x) weakly m, 


ym (1.101) 
特别 ， 
fie + z2) fe) 
a [ere | plajdz 
-f F(x) ae dat 
Godr = — ae 
m Í fF pds Í. fag dx, Woe PD. (1.407) 


这 就 意味 着 (e) = Gh € LR"). 从 而 fe) e WR) = 
CPR), 

命题 1.12 HO<a<t, M fle) eE CUR") 的 充 要 条 件 是 
fix) € ER”) A fon dt < o0. 

证 阴 注意 到 wplt) < afl 故 积分 fan WAP dt (1 > a > 0) 


的 奇 点 仅 可 能 在 + 一 0 出 
必要 性 . 由 f(a) E £2, GR), 则 存在 glr) € (R) 使 得 f(z) = 
Jalg). 利用 Plancherel 恒等式 


f OPU +D = öle = lole < oo (1103) 
从 而 fz) e L7(R"), 进而 亦 有 f(x) € L°(R”). 
T 
wald? = [Fle +8) — FAB = le? e) — Ae 
= f lie tt - Rae, 
EF 
因此 


| a fA) (110 
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这 里 —Sarinvt 71/2 


LF at (4.105) 


a= f £ 

R” 
HEREA) 是 旋转 不 变 的 , 即 对 和 任意 旋转 p 有 Alor) = AZ), 
因此 Ale) = Aofa ), 进而 


一 2milzlz _ 4/2 


Mz) = Alz “y= f am tt 


Je 27 elie” -1/ 
T Zm dill 
=p f rar le 
= jæ A(w') = [rj Am), Yn E Enis 


(1.106) 
注意 到 
jetit <2, jer’ — 1] < elt, (1.107) 
BRA O< An) <w, AEBn- (1.108) 
因此 
(wot) a f PAd = A(n) | LF @)P e de < 0. 
人 人 he (1.109) 


充分 性 .由 fan GEE dt < 00, W (1.109) 就 意味 着 
三 FaPiePedr <o. 
Er 
从 而 
frame par sc f WP + {Filet )de < o 


注 记 17 (a) 注意 到 命题 1.11 容许 p = 2,0 = 1. 此 时 
we(t) = Ot), t 30. BR, 它 不 是 命题 1.12 4a 一 工时 的 极限 


Al 
HI. wit, f a 
gn tlt a |t|“ 
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SATO, PRA fe 1.12 BATE. PERK walt) 为 
So(t) = f(s tt) f(w@—t)—2F(@)Ilp, (110) 


则 有 如 下 结果 : 

命题 1.13 设 0<a< 2， Mf e LLR") 的 充分 必要 条 件 得 
f(a) e (R) 和 fen RS I? dt < oo. 

其 证 明 完 全 类 同 于 命题 1.12, 仅 需 用 


= |e imie + Tir _ 2/7 
A(x) = Í. pe dt, 0<a<2? (M) 


来 代替 A(x) 的 作用 就 行 了 . 类 似 地 ， 对 更 天 的 上 也 可 再 予以 推 
广 . 
(b) 虽然 对 一 般 CER”) 无 法 用 wp (t} 或 p(t) SRA. 然 


而 仍 有 一 些 有 趣 的 事实 ， 例 如 : 
li) £0 <a < 1, f(z) € L2(R") 可 以 推 得 


(wlt)? 

an POP di € oo, p> 2. (1.412} 
(wp{t)}? 
rte dt < p< 2. (1.113) 


1) Be) € ORY, Hp cts bf Alen < oo M 
f(a) E LLR"); F p> 2, A fan SPE at < oo, W fle) E€ LER”) 
ER SESE AEA, IAA FE A E SEE eT — a HE 


H. 
§8.2 Lipschitz 型 连续 函数 空间 an 
M21 HO<a<1, id walt) = ||Fle+t) — fileo 称 
Aa(R®) = {f(e): Je) € EPR"), waft) < Alt} (2.D 
在 范 数 


, Me +) = He aa 


WF ila. = ioo + sup 
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下 的 完备 化 空间 是 Lipschitz 型 连续 函数 空间 ( Holder 连续 函数 
空间 ) 仍 记 a(R”). 

命题 2.1 对 每 一 个 f(r) EAR, 可 通过 修改 至 多 有 零 测度 
集 上 的 值 使 得 f(z) ERES RH. 

证 明 对 任意 的 f(x) E Ao( 有 &"), 考虑 其 Poisson 积分 


uu = {PO -ba Pl = TO 
这 样 
uey) -f= | POE- i) fat 
进而 ， 


POPER OPES EZONE 


tiA dt 
<40w f — EPS Ay act (24 
an (It)? + p) F 


Aw, BZT., Kye OO, RF 


ez, y1) — ula, Ya}lico < lula, y) ~ Fr) + luie, y2) — Fr) 
— 0. (2.5) 


由 uir y) AF r 连续 并 且 当 y 一 0 时 关于 2 一 致 收 钱 ， 因 此 其 
OR BB ea ee Ef (ae) 几乎 丸 处 相等 的 连续 函数 ， 从 而 ftx) 可 取 
AR EE SE BK BK. 

注 记 2.1 ear 2.1 EARP, 用 任意 正则 光 清 子 来 代替 
Possion HIJA. mW., ÆT AAH AQ 空间 时 ， Possion 积分 的 
特殊 性 质 起 了 决定 性 的 作用 . 

命题 2.2 设 了 Eee(R 0<a<1, ÆA f(x) € A(R") 的 
充分 必要 条 件 是 


duir, y) 44 
— > =F =< < . 
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这 里 we y) 是 fle) K Poisson 积分 , 进而 ,总 记 A, 是 使 得 (26) 
成 立 的 最 小 的 A, 那么 上 se + A 与 [flag 等 价 . 
证 明 ” 先 证 必要 性 ， 我们 断言 


OP {x 各 
Í. ee dr < C fy, 上 aa r=0, y>0 (2.7) 
事实 上 ， 注 意 到 
OF (2) Pl (x dx = 
ae Oy S Tipe ye one 人 ) l. 


易 见 (2.7) 成 立 . 直接 验算 并 利用 (2.7) BY 
Ou ya | PF) pe pare | Oe . 
By ©) = 人 ay Fle — tdt 人 By ftir —t) fidt 


因此 


Bu OP, 
T — 
Sol s ish, f E 


lat < Cfaa y T. 


充分 性 的 证 明 ， 首先 证 明 下 面 一 个 预备 引 理 . 
引 理 2.3 We F(R") B 0<a< 1, M (2.6) StF 


Ot 


一 一 | < Ayt, 7 =1,2,--- nm. (2.8) 
Ber; x ~ 


并 且 (2.6) 中 最 小 的 4 5 (2.8) 中 最 小 的 4' 可 比 (相互 控制 ). 
证 明 直接 验证 


Sele bee 
Oy ra 


Be | Sew y>0, j=1,2 ,nm (2.9) 
利用 Poisson 层 的 半 群 性 质 ， 有 


1 


wr y) = Pa ult, yj HR tyn Yr yo > O. 
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Auk, 取 凡 = 总 三 3, 就 有 


利用 (2.9) 可 得 
| po 25 els ZA l [ert < Aly. {2.11) 
然而 ， 
| 过 se 可 = 党: 让 < 本 | e $ Coie 


当 Y 一 co 时 ，Buajaxifz; 一 0. A, H Newton-Leibniz 公式 


Bu __ 广 Pu(z, Y’) ay, 
or; y Ay Ox j 


< Agy tS. (2.12) 


oo 


FRS u 是 调和 函数 ， 因 此 


了 


-| 


j= a 


< Aaly 7t". 


利用 Newton-Leibniz 公式 及 | 器 | 
< Asy tta, 这 就 证 明了 引 理 2.3. 
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注 记 2.2 Huey) AM. WR, SE  =1,2… ,7n) 分 别 
可 表示 


OU _ DP sf, 


ou . 
By Ba, Pe * File): 了 二 1,2 reo Thy 


E f= Ri(f) 由 此 推 得 


Ou Ou . 
Se = RG) FHL (2.18) 
a 


我 们 知道 ， Riesz RRA EE LO (R”) 到 LY(R") 有 界线 性 算 子 ， 

因此 ， 当 a=1 时 ，(2.6) 与 (25) 是 不 等 价 的 . 然而 引 理 2.3 表 

W, 40<a<i hj, Riesz BREA, DA. ARR TF. 
命题 2.2 充分 性 的 证 阴 SE 2.3 就 意味 着 


a a 
、 < —l+a _ < Ayt, 14 
lav 中 < Ay = l we = y (2 ) 


考察 
fis tt) — f(x) = [ule +t,y) — ule y] + [Fle +t) -— ule + t,y)| 
— [f (x) ~ uz, y)], 
ZTE y PKT t 为 了 便于 估计 ， 令 y= ltl 这样 
lz + t — efx, | < KD uns (x loo < Asltl®. {2.15) 
j=1 
同 理 ， 注 意 到 


， Y a 
fle +t) —ulet ty) 二 一 f 2? ule + t y’dy', 
o Oy 


容易 推 得 


了 | Ou ; x a 
|F {e + z) T u(x +t, Whoo = f Ay dy < Asy = Ag|th 4 
oo 
- | (2.16) 
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Fe) 一 ula, y)! s=l- f By 2 ule, y dy a < Aglt}*. {2.17) 
a . 
因此 ， 由 (2.15)~(2.17) 可 得 | 
[F(z +t) — fiz) < Alt|*. (2.18) 


从 而 命题 2.2 得 证 . 
引 理 2.4 设 f(x}e L”, a > 0, 设 ,i 是 两 个 大 于 a HB 
数 ， 则 下 面 两 个 条 性 


Bu(z,y) hte 
ae | < Any (2.19) 
Ou ! 
< -i+ . 
| < Aw (2.20) 


是 相互 等 价 的 ,进而 (2.19) 中 出 现 的 最 小 的 4x 与 (2.20) 中 出 现 
的 最 小 Ar 是 可 上 比 的 . 

WEAR 无 妨 设 1> k 容易 者 出 ,， 仪 需 就 1 二 十 1 来 证 明 引 
22.48) ay. 利用 


u(x, y) 一 Py * f = Ppa * ula, y/2), 


及 |BE| < eum 那么， 由 Young 不 等 式 ,从 (2.10) 式 就 得 估 
1 
tt (2.20). 5 — H m., H Newton-Leibniz 公式 


ðu oe altly 
dye = -f Botti WY: 
y y By 


BEE M fitt (2.20) 推 得 估计 (2.19). 

借助 于 引 理 2.4, 可 将 Lip 连续 函数 空间 Au 推广 到 一 般 的 
a> OTHE. 

定义 2.2 设 a>0,k 是 大 于 a 的 最 小 整数 ， 记 


ar 


= ly E L”(R”); pea < ayta) (2.21) 
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如 果 记 An 是 使 得 (2.21) 中 不 等 式 成 立 的 最 小 整数 ， 那 么 定义 
Aa 中 的 范 数 是 


Oru 


Flan = fl + Ax = Illo + sup yee BF (2.22) 
命题 2.5 设 a>a', 那么 
Aa Aq. (2.23) 
证 明 对 Vf e LR), 直接 验算 有 
pave) < ERO] Ie < ci. e2 


k 


HE, 4 iyl > 1 Bt, 3f VE (2) © ECR"), 总 有 
7 waa) < Cy te, 


ð 
Jut 


4 iyi slot, A ||Peu(a.y)|| < Aute 可 推出 


By _ beer’ 
AE Ftæ (2.25) 


=I] < Aat. (2.26) 


a 
区 
这 意味 着 六 六 

注 记 2.3 (a) 当 1<aw<l1 时 ， 利 用 命题 22 知 定 尺 2.1 与 
EX 22 等 价 . 

(b) 由 引 理 2.4, 定义 2.2 中 的 可 用 任意 大 于 上 的 整数 7 来 
RE. 因此， 从 表面 来 看 :||,。 似乎 有 大 为 因素 ， 下 面 的 两 个 
刻画 定理 就 解决 了 这 一 问题 . 

命题 2.6 设 0<a<2, 那 么 fer. 的 充分 必要 条 件 是 
f(x) € LER?) 和 fet) + fr — 2f(z)\loo < Alt, 进而 


fle +t) + fiz — t) — 2F(2)lleo 
jeje 


Flos + sup (2.27) 


与 An BS tr. 
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证 明 直接 验证 可 见 


PP yo PP) _ FP) 
人 YP? = 9, a day ” (2.28) 
a P(t) _ _ n+ le — Bn + Deatly (2.29) 
Oy? (t12 二 | 
3° Py(t) —n—2 O° Putt) 到 
< n y T 2 _ 
| a < Cy-"?, | 5 < Cl {2.30) 
因此 
oe v) 


J SP Nip @ +2) + Fle — t) — 2f (rd 


于 是 ， 由 (2.30) 可 见 


‘2 
Seley) | < AC jy het free 
ay 2 lt] <u >y 


< Aly te, (2.31) 


此 即 证 明了 充分 性 . 下 面 来 证 明 必 要 性 ， 对 任意 二 阶 连续 可 微 
函数 下, Hwee 


A2F = F(xt+t)+ F@-)— 2F (x) 


可 表示 成 


AIF = 三 if a Fle tts nar} ds, t= 而 (2.32) 


由 此 可 得 


fs g? F tif; 
2 < oe i] d d 
[Ae Fle = f T > az Ox; o PE Tas 
p F 
< Itl? 33 
ll > dz; Oz; la (2.33) 
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Ha <a, Aa ^w- WE a’ <1 Hip 2.2 就 得 
lute: y) — Fæ) 40,  yllty(e, yllo +0, yoo (2.34) 
这 样 ， 利 用 Newton-Leibniz 公式 可 得 


f(a) = u(2,0) = S y Eze dy -ye (ey) tulay). (2.85) 


注意 到 引 理 2.3, 引 理 2.5 M, RAK lIu, y) y| < Aye 
就 意味 者 


Žu 
< F, — 2+ 
Arit; oo SAy ; | 


Ort2y, 


=< A’ 2+} pe 3 36 
y 2,02; w y ( ) 


ERE, h (2.33) 及 (2.35) ay W 
atric = fv at ae ay — v7 EY + aula) 
a r 一 4 十 i 
<ar {vieay -ye 


HE, E y= (|, 就 得 


[Af < Atle, a>0. 


命题 2.7 ia > 1, BA flr) € A(R") 的 充 要 条 件 是 
fe LY(R") BZ E Ao-i(R"), j5 1,2,…,n. HH Mflla. 与 


fw + 32, |] Be Be A 相互 等 价 . 


TEAR Ae, 设 1<oa<2, 其 它 情形 的 证 明 完 全 亲 
似 . 先 来 证 明 必 要 性 . 关键 是 证 明 2F < Loo(R"), ( (j =1,2,---,n). 


因 f(x) E Aq, HR | 器 | < Ay Ore. 由 此 推 得 


ays 


< Ay Fre, (2.37) 


Pu 
ðy ðr; oo 
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F @s2-a<1, (237) 可 改写 成 


| Py 


一 二 一 一 | < Ay rt. 
Oy? Ox ; |I Y 


就 上 式 两 边关 于 yy 积分 ，0 <y<1, 可 得 


3u | E IT 8u 
-一 一 中 < 9 . ， 
loess | S40" +4) [aon | ta ew 
进而 ， 当 了 一 0 时， 
Ou(z,y+dy)  Gu(x,y) 
Oty Ons 


i gz, Fe LOR") 上 的 Cauchy 列 , ARREA ZL E L~(R") H 


du 


oc Ox; oa 


of 


Ox; 


< CA < CHI lla. (2.39) 


由 于 flo) Hs Se SF GG = 1,2,… ,n), 则 它 的 Poisson 积分 
就 应 是 Be Aa || < Ay te, 3 


oO f du ~2+(a~1) 

说 明 = E a-l. 

反 过 来 , F $L E ^ai, 则 (2.40) 成 立 , 由 引 理 2.3 HE FB (2.37) 
W. Mit f(z) E Ag, 至 于 模 的 等 价 性 从 证 明 过 程 可 见 . 

注 记 2.4 (a) 由 上 面 引 理 可 见 ， 对 任意 ALR") (a > 0) 的 
醋 究 ， 均 可 归 绪 为 下 面 研 究 A(R") (0 < a <1). 

(b) F ^R") (0 <a<1), 有 如 下 的 结论 : 4O<aci 
MN, FEM 21. R22, eh 22, mE 23 和 命题 2.6 知 ， 
对 f(z) E DUR"), 条 件 


fle + €) + fle t) - 2f(2)hoo < A” (2.41) 
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5 
[f(z +t) — Fr) < Alel® (2.42) 


= tr. 

4Se=-1W, (2.41) 与 (2.42) 并 不 等 价 ， 即 存在 函数 f(z) 
Tce(Rn")， BR EAE (241) 式 ， 然 而 它 不 满足 (2-42). 事实 上 ， 
RX Hardy-Weierstrass A> A] fit os $ 


flx) = S a te Pris a > 1 是 整数 ， (2.43) 


见 flz) RAHAA, HERE, WA 
fiz +t) + fiz— tt} — 2f(r)=2 > a`" [cos 2ra"t 一 jetre, 
k=l 
因此 ， 二 阶 增 量 An f= fitt) + fle—t)—2f(e) 满足 估计 
Ae flo <2 》 a Fatty 十 4 SO a 


ak }t|<1 ak jt|>1 


— ke 
a 
| 5 an) t4 


a*jt|<1 


i x 
< 2A 4 H < A’lél. 
< 2A piel ole < A 


(2.44) 


这 里 用 到 | cos 27a*t—1| < A(a*t)?, | cos Qra*t —1| < 2, 并 在 (2.44) 
AAR AP k = maxf{k,a*lt] < 1},ko = min{k, a*|t| > 1}. 
EBE fi) 满足 


[FŒ +) Fel < Atl, (2.45) 
那么 利用 Bessel 不 等 式 可 见 
(a't? > f f(z +t) -— fle)Pds > Y a7% — 4 
ü 


> DD a 2k jerit — 1/2, (2.46) 
a*ii 
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注意 到 


je?" _ 1? > C(a*t)?, ak 人 ti <1, (2.47) 
(2.46) BLE AR T 
(At)? > Cit? SOL. (2.48) 
ok jt]<1 


“ROOM, (2.483) 是 一 个 矛盾 式 ， 说 明 (2-41) 与 (2.42) 不 等 


tr. 

由 此 可 见 ， 当 0<e<1 时， 在 定义 L1 是 可 用 lf(z 二 可 十 
f(z- t) -2f (xh KARE fe +2) — f(@) ww, 所 有 的 Aala > 0) 
HH ^O ca <1) RA. 

下 面 来 考虑 Bessel #45 Lip 空间 A. HRA: 

定理 2.8 iko > 0,820, W Jo B Aa > Agta 的 同 构 映 
Bt. 这 里 Ja BORA ETS Ja HEL AHE a 与 
Hafla 等 价 . 

证 明 由 引 理 1.8, 我 们 知道 Js 是 1 一 1 的 ,下 来 证 明 万 
是 AY 到 Agee ER ESR, id 


ulz, y) = P,*f(z}, U(r, = Py*(Ge*f) = Ga(z,y)* f, (2.49) 
这 里 Ga(z,y) Æ Bessel tr $ # 04 Sc ih Poisson 积分 ， 我 们 断言 : 
车 i 是 一 个 满足 ?> 8 的 整数 ， 那 么 


I 
oe, < Ay ti, y>0. (2.50) 


(将 在 下 节 证 明 此 断言 . ) 利用 Poisson 半 群 的 性 质 ， 可 见 
Pat = Fy 1 * Pas 21, Y2 > 0. (2.51) 
因此 ， 
Uw, 二 Ty)}= Pry *Ga* f = Py *Ge*D,*f 
= Getz, y1) * u(x, y2)- (2.52) 


设 k 设 大 于 a 的 最 小 整数 ,那么 对 上 式 两 边关 于 nh REL, 
RF yo KKK, _ 
Gtk (x,y) 


2 
oye T Froen) * Dyk tO y2) Y= +yz (2.53) 
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Row. = y= y/2, 由 上 式 和 (2.50) 可 得 


OTK (a y) g gF 
—3 ak le < G(r, ylli a ele: yallo 
Iar le < gg elgg 
< AGTET. AGEe < cy ibrar, 
(2.54) 


进而 ， 对 Yf(x) E L°°(R"), Fa(f) E L>(R"). 因此 ， (2.54) RE 
味 着 Ja(f) E ^aa HA 


|Fafllacse < CIF. (2.55) 
下 来 证 明 Jo 是 满 射 ， 我 们 断言 
.万 {Aa] = Aat- (2.56) 


事实 上 ， 对 vjl) © Acta, BA, Flr) E An, AF E AG, 因此 
(F-A)f E Ag, Ail 


IKU — A)f) = f(x). (2.57) 
从 而 (2.56) 成 立 ， 另 一 方面 ,利用 Bessel 位 势 的 半 群 性 质 ， 就 
有 


h = Jp Ja, I< 8<2. (2.58) 


而 Iz 23, D-o 是 单 射 . 这 说 明 Jp 是 满 射 , 其 中 0< B <2. 
对 一 切 8 > 0, 只 需 利 用 Bessel 位 势 的 半 群 性 质 就 得 .万 是 满 
HN. 由 闭 图 像 定 理 ， Ja 48 > 0) 的 道 映 射 也 是 有 界线 性 算 子 ， 
从 而 定理 2.8 得 证 . 

从 本 节 的 讨论 可 知 ，Lip 型 的 空间 可 分 为 两 类 ， 一 类 是 由 
— Brig |lf(2+t)— f(x) 诱导 的 空间 ， 一 类 是 由 命题 2.6 中 
的 二 阶 增 量 f(z 十 引 十 fz 一 可 一 2 了 f(z)|w 诱导 的 空间 . 但 它们 
都 可 以 纳入 Lip 型 的 空间 A。. 习惯 上 , 它们 分 别称 谓 Holder Ce 
空间 和 Zyemund 空间 ce. 

EX 2.3 COR") RRR 上 全 体 连 续 且 一 致 有 界 的 少数 所 
FR RR ZS el, WA, BABA COR" 表示 集合 


(f(x); 8 Fle) E CR"), fal < m}, (2.59) 
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É FE BK 


KOCE DHNS (2.60) 
ja sm 
的 完备 化 空间 . 
注 记 2.5 (i) 特别 注意 ，Cm(Rn) (me N+u{0}) 通常 表示 
局 部 凸 折 扑 空间 . 


Gi) 在 定义 2.3 中 ， 如 果 底 空间 COR") ERR" 上 连续 有 界 
HRE || l 的 完备 化 空间 . AA CTR") 比 定义 2.3 中 
确定 的 C” 空间 要 大 些 . 当然 也 可 以 选 成 SIR") 在 ‖ ln 的 完 
备 人 空间， 此 时 所 确定 的 C™m(R") 空间 比 定义 2.3 确定 的 Cm 空 
间 要 小 些 . 

定义 2.4 设 s 是 一 实数 ， 记 


s= [sj+{s}, 0O<{s}<1. (2.61) 


WE s> PEES, WA 


CR") ={f: flz) e CAR) f e= ine 


E sp PIOI] E o) 


— yf le} 

cinta zee, Fo (2.62) 

就 成 为 s 阶 的 Holder 连续 函数 空间 . 

定义 2.5 设 3z 是 一 实数 ， 记 
.a = js] +{s}t, O< {s}* <1. (2.63) 
进而 ， 记 
l (ALD) = f(z + h) — flr), heR", (2.64) 
(Alf) = ALARTE), i= 2,3, 4, 2t l 


mE s>0 BA 


C(R*) ={ f(e): fie) e ch (RY (Aes |, CW) | 
+ J. sup ATEY A}; CR") < co} 
lisle ha 
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BLP A s BAY Zygmund 空间 C*, BABM, Xit E Holder 空间 
,还 是 Zygmundecs 空间 ， 均 是 A* 的 特例 . 


§8.3 Besov Ž z3 Ta] 
XWF Lip 型 的 空间 ALR"), REAO ca <i FERE 


义 Besov 型 的 空间 At (R), 进而 扩展 到 a > 1 前 一 般 情形 . 
定义 3.1 HO<a<ll<p,q< oo. RAS (RK) 是 线性 空 


间 
{ f(x): f(a) € IP(R")E ( 人 ite feai < co} 
在 范 数 


leag, =+ 人 Uet AA 由 ， 3.) 
意义 下 形成 的 Banach 空间 为 Besov 空间 . Hg = oo, A2 lR") 
上 的 范 数 就 是 


Olaga = I)e + sup iett- fiee 9) 


P 
Tl, AP,g olj, Ak olR") = ^R"); 5 p= ga 2t, 
Ag a(R") = LF (R") (Aff AH 1.12). 

下 面 我 们 按照 Lip 型 空间 的 研究 程序 ， 来 考虑 Besov W 
间 AS， R”). 

引 理 3.1 RO<a<i, BA f(r) E AR) 的 充 要 条 件 


(fo (vague ale) ay) < oc. (3.3) 


H. Ap RD 上 的 范 数 与 


有 + 《和 Gace le) w) (3 


是 
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等 性 ， 这 里 ule, y) EAA f(r) 的 Poisson 积分 . 
证 明 先 证 必要 性 注意 到 Poisson wR 已 {x) 满足 


f ano, PRO < eyes, Rs ope. 
(3.5) 
容易 看 出 


u(x, y) 
ay 


-|f ire -9 se), 


< Cy! I lf =- Fella 


P 


dt 
C x #)\|p 
+e f Me- 89- A 50 
i t= rt, rc |t], E EEn- BA. 
Ife — t) — Fe)llp = welt) = wpe’). (3.7) 


这 样 ， 车 记 Q(7) = fa _ wplre’)ae’, 则 (3.6) 等 价 于 


Ou 
oy p 


¥ oo 
< cy f Q(rje tdr + of Orr 4dr. (3.8) 
0 y 


这 样 ， 由 Hady 不 等 式 


b A paraa)? <7 (f oroya) a 


i 


i (f Judy) a" taz)” = 5 (f wy rey) 


(3.9) 
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7 = (Peng), 那么 


—(n-+a}g—1 “oO n-id ad ) 

r<o([ w (f atriaryay 

,og-1 i -2 pg a 

+e(f (y ea f Q(r jr“ dr) iu) 

Ca ~ rr —(n+eajg—1 中 
<i Len 


+ pii-e)a— T 
+ a- A (fo 【人 (站 tyg i tar)" 
4d 
ry aya ). 3.10 
sk por) (3.10) 
注意 到 
| Or)? < 2 fe, wire edt’, g # 00; ay 
Ur) <2 2r SUPyer.  Wpirt’), g = oo. 


因此 ， 将 G3.11) 代入 (3.10), BA 


i i 
( fw ya scl ff ke) 
0 p # Tn 40 


-of Mero Je 
Rr 


lt n+ iiy 


ðu 
By 


Jas 


在 证 明 充 分 性 之 前 ， 先 证 明 如 下 结论 . 
引 理 3.2 设 f(x) e L9(R"),0< a <1. Wl (3.3) RSF 


i 
oo d @ 
(f € i mp) 2) < Oo 了 一 1, 24° ‘r, (3.13} 
a 


进而 ， Ac_(R") 上 的 范 数 与 


o+ -人 [ (ess D (3.14) 
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等 价 ， 这 里 uey) ERA f(z) 的 Poisson 积分 . 
WEAR iE AA (3.3) 与 (3.13) 的 等 价 性 ， 其 它 结论 均 是 引 
B31 的 直接 结果 . 注意 到 
{ Oudr; = RBufON), 21 = 
ðu/ðy = F j1 Ry(Ou/dx;), l<p<oo, 1l<j<n 
(3.15) 
这 里 OR; 是 Riese BR. HERBY 1 <p<oolt, RK; Æ (p,p) 型 
算 子 ， 这 样 就 得 (3.3) 5 (3.13) 的 等 价 性 . 
4p=o,g=ooh, Akol") = ^R"), 从 而 (3.3) 与 
(3.13) 的 等 价 性 ， 
4p=oo,l<q<okt, 注意 到 


Ou <f p Bu dy =c | yo 
oo ¥ ox ¥ 


Oz; Ba ||, au 
zl L -Ès 
oy y fz} 
天 | 
az; 


3 


Ou 
OY | 


dy. 


aln 
oo | ae 
sJ dae; 
sof > 
于 是 ， 利 用 Hardy 不 等 式 ， 直 接 计 算 
(|e) 2) 
Q Y az; oo yY 
oa faa q i 
_ -1 (1—2)q—1 
of Le ala) ore) 
=o (i du ||” yll-el@a— a) 


OY Hoo 
C “ 1— ws)" 

a |) 一 一 1 ， 3.18 

< 人 ty Sel y (3.18) 

- 377- 


1 


{3.17} 


a F 


H, RA (317) 也 有 相反 的 不 等 式 成 立 . 
3 p=1,1<g< co 时 ， 仪 需 用 


{ lBu/Bzril < Cf yu By dy, 
oo 4 (3.19) 
hêu/ðylh < Cf y lOu/dx,|}, dy 

来 代替 (3.16), (3.17), 类似 于 土 一 种 情形 的 证 明 ， 由 Hardy 不 等 
式 即 得 . 

“p=le=oh, HEAUF AAR) 情形 的 证 明 ， 参 见 
引 理 2.3 的 证 明 . 

命题 3.1 的 充分 性 的 证 明 注意 到 


fie +t) — fla) = {ula +t, y) —ulz,y)} + {f(x +t) -ul +t,y)} 
— {f(z} — u(z, y)}}, 


选取 v= iti, 容易 看 出 


ou 


e+) FO ~ lel Soler 60 


这 样 ， 由 引 理 2.3 a 
( (F+ t- flz}Mlp)? it)’ 


上 ?+ q 


"a Ou ðu Dna 
<C | 上 eO Uae US + I le) t ra) 


(RJS 


HAAHI. EASE 3.2 的 直接 推论 ， 我 们 有 
推论 3.3 71 < p,q <00,a>0, f(x) © LR"). WHEE 


的 整数 站 > a, ATR 
* ay 3 
pp ¥ 
{3.21} 


us| 
ay | 


atu 
Oy* 


( fe toyota, ett) <e ( E (r 
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这 里 tu HAR ule, y) 对 (y,21,22,--+ en} K B= (Bo, Be s Bn) 
RAFA, OE Owe IB] =k. 

注意 到 Poisson 核 的 半 群 性 质 ， 易 见 

引 理 3.4 Wl<pqso,ar0, ki 均 是 大 于 ea 的 整数 . 


则 ， 
ke Oru dy \ 7 
(et) <a 
a 4 
| ta Ou ou) 
(fowl) < 
= tf. | 


定义 32 设 1<p,gq oo0,0>0, 上 是 大 于 a 的 整数 . 称 


co au, gdy\? 
Aga(R") = {f(r) € EPR"): (f otia) < co}, 


在 范 数 


ole = oo + (f° WIE) e 


yY 


下 的 完备 化 空间 是 Besov 空间 . 
命题 3.5 设 1<pgq<coo0<a<2, 那么 f(x) ens, HH 
要 条 件 是 f(x) e LR") FA 


||f(@+e}4+ f(@—-t}- 27(z) y Z o. 
Re jens 


HWA Eae, 与 


L 


Ife + ( [ Metot ee IA Me ae 3 


prea 


等 价 . 
879 - 


证 明 先 证 充分 性 ， 类似 于 第 二 节 记 号 ， Ale) = fet 
t) + f(z —t)-—2f(r), J 


2 
[ae etree 
Rn Oy p 


Atu 
[az 


o1 
9 


y 
< Cy"? f JA2fllpr" tdr 
0 


+ cf IAZ flpr 3dr, t= rt’, jt] =r, t E En-a. 
y (3.24) 


i 
因此 ， 记 工 = (fe 4 ) ， 由 Hardy 不 等 式 可 见 


r<e( f 4 一 拉 一 f LAF filer” vant)’ 
Q 
10o(f we 让" 是) 
O Y y 
1 
C C = og a 
< [So 2] (A nateg eter) 


Ep ( if(æ+ 4) - fle - t) - 2f); a)’ | 
=c(f. 


re 


(3.25) 

再 证 必要 性 ， 仿 命题 2.6 的 证 明 ， 利 用 
fo = f y Fay) ye tue), (828) 

a 
AFE) ck? > Yee, 有 |. review G27) 
直接 验算 
Gx = au 

aroro [Se] +9 E [pee 629 
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4 y = th 利用 引 理 3.2 就 得 
lazr Y (ly A 
(L, ra ina) se (/ rn ia 


> aa u dy s 
C (ys ne) 
LU p Y} (4.29) 


Oy? 
引 理 3.6 设 fe LPR"), 则 对 任意 整数 上 > 0, BH Se 


Dy 
E y Eyi MR, Hepo<cy<co. 
证 明 = A=ORf, H Poisson 核 的 半 群 性 质 可 见 


ulr, y + ye) = Py * ule, ye). (3.30) 


由 Young PFA Py, |], = 1 FT 
juiz, yi + voile < lu{z, yo) ll;, (3.31) 
这 意味 着 六 =0 时 ， 引 理 3.6 成 立 . 对 一 般 玉 > O, 仅 需 对 (3.30) 
关于 纺 求 导 ， 然 后 利用 Youn 不 等 式 就 得 ， 
类 似 于 命题 2.7 及 定理 2.8. 我 们 有 


命题 37 a>, RA f(z) € as of") ) 的 充 要 条件 是 
F(z) € IP(R") 且 gt Eng (R) j512 on 进而 IIfllag, 


(3.32) 


= th. 

定理 3.8 Ha> Oe >0, BA Ja Æ A (R) AAR”) 
EHE E fa) Hy 

再 面 来 考虑 Besov 空间 Ap (R") PRAKARES EE 
Banach 空间 CEIR) 的 关系 . 

命题 3.9 Khi<pa,e <0, BA 


Apa (R=) < Ana (R”), a, > ea > 0, (3.33) 
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pa (R") = Np, ga UR” ), a > U, qi < qa. (3.34) 


TEAR JER UE (3.34). ABR a < oo, ie 


(aCe) ay" A G3) 


由 引 理 3.6 知 ， 对 任意 yo E Rt. 有 


Yo 
P he yeon Š 


"N q1 
< f yika) Ou dy < Am, 
S fis ail vs 
这 就 意味 着 m 
lE Bye le < CA 六 时 =， Wy > 0. (3.36) 


从 而 f(x) E€ AZ (R"). 这 样 ， 由 (3.35), (3.36) 就 有 


[ yr ðu “dy 出 
0 Əy" |p y 
AP E A ea) 
SW V dy pj Y 0 Y yk "P 
A 

mo a 3u 91 41 
<ca=c| f yr 2 dy 

0 BENIN y 


下 面 来 证 明 (3.33)， 先 考虑 @ > n 的 情形 ， 取 k EAT 
Ql C2 的 整数 ， 注意 到 


jed on mga f 1 
Cf” aa of E < 
id l ai -mg & 4 | 
h a ny coal f yen pN <o 
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以 及 


f yë o2 fu s dy ° 

0 PYF lla ¥ 

< f ye ot || au “ dy $ (fis isin Salo. ga t a E 
~ AJo By y 


1 Ji 
(Eey) 
0 p y 


所 以 
” dy ae 
y 


CE 


= oel De +f woe) 


of dy\* 
<c(/ € y v) . (3.37) 


i) 4g <q H, 申 前面 的 缩 困 知 Ags, (R?) => Ag, (R"). 
进而 ， 利 用 (3.34) 就 得 AG (R CO ASz (RY S Ag 2 (R). 

定理 3.10 设 1< pc vo, a> 0, BA 

(A) £E(R") > AS (R*), p> 2. 

(B) La (R”) ++ AFR"),p <2. 

(C) AZ (R°) => CE 了 mp < 2. 

(D) Ae (R) A+ LP BUR"), p = 2. 

证 明 注意 到 Jp 是 Ar (R) 到 AStC(R") 上 连续 同 掏 映 
射 ， 也 是 CAR") 到 Cga Rn) 连续 同 构 上 映射， RR a= 1 
的 情形 来 证 明定 理 3.10 即 可 此 和 于， £7(R") 可 用 WT PR) 来 
RK 


|| Ou 
dy* ||, 


Oru 
Dur 


7 
由 于 f(z) e Al (IR) 的 模 中 涉及 w= Py * f 的 二 阶 导数 ， 


为 此 ， 我 们 引 六 如 下 形式 的 Paley-Littlewood W wi & 
l Gole) = (lV ule yP), p< o, 63.38) 
Goo(2) = supyso YV uz, yl, p=. 
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(A) # f(z) € CR"), BRA ZL e LPR) GF = 1,2,.…， 


H ge =P,» LU Rg 函数 的 定义 ,有 


of gui ] 
heho] -Df Iz ein dy, = y¥. 
注意 到 S=- Eja n FRAN 
Go(z} < cy ÊE) 
j=l 


利用 


vey) < AA TO) 


sup 
go 


( 见 第 六 章 习 题 12) 和 9 通 数 和 极 大 函数 的 性 质 ， 即 得 


“., a 
\Oaf (elle < An DEL ls 
j=l 


“9 
le (2)lp < An D1 Sale 
j=l 


n), 利 


(3.39) 


(3.40) 


(3.41) 


(3.42) 


a 1-2 
当 p>2 时 ， Gplz) < GF (x)Goo (1). 由 Holder 不 等 式 ， 可 得 


Iglo) < oF Cz) (EE < A Lillis FI 
tt, ER 
œ f || ae dy F af 
一 A , O= 
(\/ € "lav ) z) $ >» du; r 
所 以 ， 


flag, < max( 如 Flajle， VEE) E ER), p22 (3.44) 


(B) 对 和 任意 的 F(2,y) > 0 Rr > 1, HRB) Minkowski 不 等 
式 ， 就 得 


(f (1 rena) sa) < 人 (/ F'(æy)udy) de 


(3.45) 
ir = 2 (p < 2), F(E, y) =|V2ule,y)/?, BA 


oo oo a 
f yl eid = f ( f IVPulPae ydy 
Oo D ir 
oo d 2 
<{ f f Aveta) 
RP 0 


=( Í l aoa) < (1 523") 3 6) 


这 里 用 到 了 (3.42). M 
f(D)la , < max(1, Aplf (Œl, f(z) € CIR”), p< 2. (3.47) 
(C) 当 BE EeLP(R(1<j<n 时 ， 利用 g 函数 的 性 质 ， 就 


有 
“a 
Ay Do lal < Igale) (3.48) 
j=l 


利用 >*<1 情形 的 反 向 的 Minkowski 不 等 式 (BU (3.45) 的 相反 的 
不 等 式 ) AY 


(f. x(a) ae) < (人 vivalay) ，p>2, (3.49) 


FA JH, 


LF @lee < max(1, (ATM Ea, fle) E LER"), p> 2. 
(3.50) 
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下 面 仅 需 证 明 ， 对 任意 的 f(x) E Apa( 有 ") HM (3.50) 成 
立 . 事实 上 ， 对 任意 的 f(z) < 和 ApalR"), 其 Possion 积分 目 然 满 
E wlz,e) € 2U(R"), e > 0. 根据 引 理 3.6 和 估计 (3.50) 就 有 


lu{æ eller S Aplatz, Ha, < Apl FE (3.51) 


此 意味 着 人 ER, 当 上 一 0 
时 ， uiz, e) 在 LPR”) TRAT fie), 从 


f ma ejp(ajdx —+ — 上 (e) Ede, velrt) € SER"). 
Rn Ê 


让 存在 函数 gile) E LR”), 使 得 gile} = 这 站 时 着 
的 f(x) € AD, (R"), 不 等 式 (3.50) 成 立 ， 
(D) 因为 1<p<2, 自然 有 | 

Igle) < lie, @= =. (8.58) 
利用 Paley-Littlewood 理论 ， 容 易 看 出 

AFA In < olo fo) AAR) 685 
利用 (3.42) 和 (3.54) 可 得 

læt) < Ay I 5a Ip < ga(e)lle 

£ 
这 样 ， 由 (3.53) 就 有 
Igal) < “Felis of |. (3.55) 


Alb, to 5 g BR SH, aT 
Ou 


a P in 4 
as -| “cwonse Gis =| 


< Cla, YF) E LR"), 1<p <2. 
(3.56) 
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RAAT (C) BER, 将 (3.56) 中 的 条 件 f(z} © GR”) Rm 
f(z) E€ App R”) 时 ， 仍 有 (2.56) 中 的 不 等 式 成 立 ， 从 而 定理 3.10 
得 证 . 

在 定理 2.8 的 证 明 中 ， 我 们 用 到 了 合计 


OG. 
COED Ay HA y>G, @>9, {3.57} 


这 里 Gale, y) = JePe) = Pile) Gele) | > 8 是 一 个 整数 . 事 
Sk, (3.57) 是 如 下 引 理 的 直接 结果 ， 
命题 3.11 对 任意 的 6 > 0 我们 有 Gole) E^ (R"). 
证 明 EERO < 6 < 1 的 情形 ， 因 为 Gele) € LAR), i 
利用 定义 3.1, 仅 需 证 明 


f IGale +t) — Ga(lt)ldzr < Ale|®, O< pl (3.58) 
E” 
注意 到 命题 1.5, 我 们 有 (Gel) < Clet, 于 是 


f |Ge(x +t) — Ga{z)|dx < 2 | IGa{a)|de < Ale’, 
PEV PESE 

(3.59) 
mHo< 8@<1.5-FAh, HRW 


Fa oo -r| 2 n? 
l= Clayl f ope E EE 
Ox ; 9 å 
0 一 可 | 工 2 -nm- 2 då 2 
=Che,| f ed c= ll) 
0 
= C'sllzl +2 < C'e FP, 
因此 ， 


f lest -Gols)lae <2f ,Cliel de < ap, 
[zl>2|#| (x[>212I 

(3.60) 
这 里 0<8<1. 于 是， 由 (3.59) 与 (3.60) 就 得 佑 计 (3.58). 
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对 任意 日 > 0, 由 于 ! > 如 是 一 个 整数 ， 自 然 有 0< SA <1. 
这 样 ， 容 易 看 出 


Galz) = Ge * Gy * Ga, Pilz) = Py, * Pp * tee DP, (3.61) 


wHy=ytyet--ty. 于 是 


Getz ) = Ga mn)* Get ye) * -Gal y). (3.62) 


现 就 (3.62) HAWKER y, we yw REIT 次, 然后 令 
y = ¥,7=1,2,---,4, 就 得 


je, < Ay itt ， Aly ti — Ay lth y> 0, 8 > 0. 
(3.63) 
因此 ， 由 定义 3.2 推 知 命题 3.11 成 立 . 


68.4 R” 上 的 一 般 可 微 函 数 空间 


本 节 的 昌 的 就 是 给 出 R” 上 的 一 般 可 微 吗 数 空间 的 函数 分 
解 定义 以 及 其 它 一 些 等 价 定 义 的 刻画 . FARA, THAR 
所 熟知 的 各 类 函数 空间 ， 这 些 空间 在 偏 微 分 方程 的 研究 中 是 必 
不 可 缺少 ,， 故 这 里 我 们 将 给 出 这 些 空 间 的 基本 结论 ， 同 时 给 出 
相应 的 评注 , 供 读者 使 用 , 详细 的 证 明 详 见 Triebel 的 专著 [Tr] 
和 [Tr2]. 

定义 441 定义 OCR") = {gp(2) = {9;(2)} Fo, pir) € SR”), 
了 一 小 1,2,…} 满足 


{ suppyolz) C {zr : |e] < 2}, (4.1) 
suppy;(2) C {z: gil g z| < 23+1}, Ff =1,2,---, 
且 对 任意 的 多 重 指标 a, 存在 一 个 正 数 Ca 使 得 
2lea% p(s) S Cy, £ER", j=0,1,.... (4.2) 
Sif) =1, FER”. (4.3) 
= 
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BA, OR) 中 的 任意 一 个 元 素 是 及 * 上 的 单位 分 解 . 

注 记 4.1 (N Al PR 2 RRA a > 1, +R 
EA Rid G(R"). 

(ii) HRY) 是 非 空 集合 ， BEE, 取 0 < o(e) € CR”) W 
是 suppw{r} c {x: $ < jr <23} UK 

w(x) > 0, 5 < |x| < V2. 
令 | n 
gila) = pey YO p2 e), j=l, e. 
k= Oxo 
polz) 一 1 一 》 yla). 
2 二 1 

HR, vlc) = {;(7)}F20 E 要 (更 

HM 4.2 设 一 00 <s < 00,0 <q < 0, p(z) = {y;(z)}f20 € 
PR”). 

(i) WR 0 < p < oo, 称 


By g(R") = {f(r): Fle) E€ S'(R")Allf(#); Bs ll < co} (4-4) 
是 Besov 型 的 空间 ， 这 里 
Ifi BS) = ]27?F py (a)FF; ER”) 
= [or . 
3=U 
(ii) MRO < p < co, $ 
F? (R°) ={f(z): flr) es’, (fl) Fe gll <} (4.5) 
是 Triebel 型 空间 ， 这 里 
f(x); Fa gl} = 2" F py (2) FF; LR"; Lg) 
= NCD 2# Ft pr) FFI) Up. 
j=0 
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注 记 4.2 (i) EEN 429, Bl < p< oo (He 1 <p < oo), 
1 <q < œ, BS (R") (或 Fe (R")) Æ Banach 空间 ,而 当 0 <p <1 
mo<cg< lh, BOR) 以 及 F(R") 均 是 拟 范 Banach 空 
间 ， 

Gi) 在 (4.4) R (4.5) 6, Bi Fly (@)Ff = Fei FF] 
ÆR ERREA, Buea eR. 另 一 方面 , 容易 证 明 ， 
-在 等 价 模 的 意义 下 ， 范 数 的 定义 不 依赖 于 {yi;} © BUR") FE 
取 ， 

(ii) 在 定义 4.2 P, BH yl) & KHR”) KRE v(x) < 
®(R"), 相应 的 Besov 空间 (Triebel 空间 ) 完全 一 致 ， 由 v(x) € 
PAR) 诱导 的 拟 范 数 ( 范 数 ) 与 v(x) € OR") 诱导 的 拟 范 数 
(WR 等 价 . 

(iv) 当 p = œ 时， 一般 来 讲 Fi R”) (0 < gq 51) 没有 确 
定 的 定义 .此 时 ， (4.5) Se EE | | PS (RI) 依赖 
于 ¢ = {y} © OCR") 的 选取 ， FUL Triebel 的 专著 Space of 
Besov-Hardy-Sobolev Type PRIA Ml. Rif, 4q>imnt, Rf] 
A ABB, Te (4.5) 中 的 范 数 形式 ， 可 确保 Triebel 空 
间 Fe, (R") 有 定义 . 

(v) 可 以 证 明 ,， 当 s>0,p,g 之 1 时 ， BE RRL PH 
Besov 空间 Ap a(R"). 


定理 4.1 们 着 0<qg<aa<m,-co0<s<oc, 则 


Bego(R™) > B; 


Pd1 


(R”), O<p<oo. (4.6) 


F? (R")o Fi (R"), O0<p<co. _ (4.7) 


Gi) E O< qq < w,e>0H -æ <s < o, A 
Bae (R") > Bin (R"), = O< poo. (4.8) 


ste FL 由 Tt 
Fets(R") > F2(R"),  0<p< o. (4.9) 


PAn 


GD HF#O<g<0,0<p<o,-cw<cs<om, W 


Be min(p,q R”) = Poa (R") = B (R°). (4.10) 


a 
P Pnaxtyy) 
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3 


证 明 (i) 对 任意 的 (ws}20 € BIR”), f(z) € Big (RB), 记 
a; = 2° FoF f, 注意 到 loo 一 le — Loos 容易 看 出 


F(a); Beg (RN = Wess fa LPR" = (9, lalia 
g=0 


< (Vaslg) = Hah la EPRI 
j= 
= |F); Be (RN, YF) € Bago R”) 


同 理 亦 有 
fla); Fe (RN CNAE) Fig RN VIE) E Fp,go(R"). 


(ii) 注意 到 


oa . oo 
( y gajn \a; |” ) crt < sup[2 +3 la; l] o> 27a) an 
j=0 1 t=0 


< CaupBeroilaill < CCS. 207 ja;l) 
i 520 


sup -2° lol < supla; < CCS 20TH astm) ®, 
j j j=0 


对 任意 的 f(x) € Bts(R"), 直接 推 得 


P: 


IFE; Be, ROS Cl BeatR NN, 0< p S o (4.11) 


Pgo 


Be, MERK f(z) < F(R"), 也 有 
f(z); Fs, (RUS CUS Figs (RI, O< Peso. (4.12) 


(ii) 当 0<g<p< oo 时 , 利用 广义 的 Minkowski 不 等 式 ， 
容易 验证 


laj; EPRI = lla; £R", p) < laz; EP CR”, 4) 
=|| Y laa; LERI < (Ch lias LI (R)I)? 
=O j=0 


=lla;; 1,(Z7(R)I- | (4.13) 
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WR O<p<¢gsoo, WA 


laj; ia(L?(R,)) = || Í. la,|Pder; laj” < (人 {lasl?}; lslldz)? 
=| LR ,ON < laz; tp( LTR™)). (4.14) 


由 {4.13),(4.14) 即 得 (iii) 的 证 明 . 
ERE 4.2 (i)i -oo <a < œ, 0< pS oo, 0< gs o WA 


S(R") > B? (R") > S'(R”). (4.15) 


特别 ， 当 o as wo 0p oao, 0 ga ca h, SR”) WT 
Bs a(R”) Am SR PAT BiR") 及 BiR"). 
fii) 设 一 00 <s coo, 0<p<0, 0 <q < 0, F 
S(R”) 一 Fi (R°) > SR") (4.16) 


H #4 -œ < sco Ic p<w0Oc ge wh, SR") BF 
Fog (R”), 然而 SCR”) Æ FS oc (R") 中 不 稠密 . 证 明 见 Triebel 的 
专著 [rr 

由 注 记 4.2 的 Gv) 知 , 当 D <9< 1 时 ，F%,(R") 没有 确定 
意义 . Rit, S4l<q<oh, WAKEN 4.2, EM ww 
空间 F2 a(R"). 

M43 H-o<s< <q, plr) = {pj{z)}%o E 
@(R”), id Fi (R°) 是 线性 空间 | 


{f(z}: f(x) € SR), HHY CL”, Fa) = FOF hy, 


j=0 
HAW [12% fj; LOR) < 00}, 
在 范 数 
Ifo); Fia RN = ink 25s ZOREY (4.17) 
下 生成 有 Banach 空间 ， 这 里 
[24 fy, LOR u) = sup (XO ZENYE (4.18) 
r j=0 
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注 记 4.3 (从 形式 来 讲 ， 上 面 FS (R") 可 以 毫 无 困难 地 
推广 到 0<g<1 的 情形 . 但 是 ， 些 时 不 能 保证 定理 41 正确， 
然而 , 在 1<v<eo 的 情形 下 ， 能 确保 定理 4.1 成 立 . 

(ii) 依 定义 4.3 给 出 PCR”) 的 模 方法 ， 可 以 给 出 F(R”) 
fEl<p<o,i<¢<00o 情形 下 模 的 一 个 等 价 定义 ， 即 

MM 4.3 HB-wescwml<cpecwlege am 对 
p= {p;i} E BCR"), EN 


F(R") = (72): FE) E€ SR), HF} 0 C LR”), 


f(z) EE F pF AGRI 2 fj LPR, MN < oo}. 
了 一 心 


它 与 到 a(R") 相同 ， 且 各 和 122 有 (RE 与 Ife) FRR) 


fr. | 
(iii) 利用 SCR”) HF Fe (R") (0 < p < 00,0 < q < 00), 容易 
看 出 


S(IR") c (Fi (R°) c SR"). (4.19) 
因此 ， 我 们 有 
WH 4.4 H-w<scajl<g<oo, W 
(Fia (RY = Fo R"), > + > =1. (4.20) 


RE, Foy (R") 的 性 质 可 通过 它 是 F(R”) 的 对 侦 空 间 来 获 


得 . 
注 记 4.4 (i) 由 前 面 的 讨论 ， 一 般 Besov 型 空间 和 Triebel 
型 空间 是 指 
Be aR”), —m<cs<co, apaw 0< gq < ow, 
Fa (R"), -ooc sco, 0<p<oo, I< qe oo, (4.21) 
Fy, oR}, -coc sco, 1< geo, 


其 定义 分 别 是 由 定义 4.2, EM 4.3 给 出 . 
GD 我们 通常 熟悉 的 连续 可 微 函 数 空间 ， 都 是 Besov 型 空 
fl, Triebel 型 空间 {或 它 科 的 齐 空间 ) 的 特例 ， 例 如 
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(a) 4 s> 0m, BS, (R?) = A(R") (Lip 型 的 空间 即 Halder 
或 Zygmund WW 2 fal). 
(b) 4l<p<o,-we<cs<col}, F(R") = SHR"), Bf 
Bessel fv $ Banach 空间 或 Lizorkin 4 [B]. 
(c) 4e>0,1l<psm,l<qgsoh, Be (R") =a’ (R”) 
1 E 26 FAY Besov 空间 . 
(d) 4 O0<p<cofft, Fp zR") = A(R"), 其 中 A(R") 是 局 
部 的 Hardy 空间 . SFR, 4l<p<o ff, RiR”) = L?7(R"). 
(e) F2.,(R”) =bmo(R"), 其 中 bmo(R”) 是 非 齐 次 BMO 空 
Al. 特别， bmo(R") = (hp(R"))! = FS, a(R"). 
Gü) 现 给 出 A(R”) 及 bmo(R*) 的 原始 定义 . 
EX 4.4 设 p(x) € COR"), A PtO = 1, WM Vt > D, id 
pila) = plte), € O< p< 00, BR 
hl) ={f (2); fe) € SCR"), IFE): p(B" 
= || sup IF pF fl L?(R™) < oo} 
Qatl (4.22) 
是 局 部 Hardy 空间 .可 以 证 明 o ARDOI 在 等 价 模 意义 下 与 
ple) E OCR") 的 选取 无 关 . 
定义 4.5 Kf € LioclR"),Q 是 R” 中 的 企 一 方 体 ，jfq = 
alg Jo fede. 称 


"= f; |f: bmo(R")|| = 8 $ — T 
bmo(R") ={/; |f; bno(R") = sup rgy f, If ~ fold 


1 
十 me zal, |f(a}\da < oo} (4.23) 


是 bmo 空间 (也 称 局 部 BMO 空间 ). 

注 记 4.5 对 于 Sobolev 空间 W™7(R"), m BHR, Llep< 
oo 除了 Bessel fp 2 AER HEC St, A HED BSP RB E 
间 的 方式 ， 它 适应 于 有 限 域 OCR? 的 情形 

TEM 4.6 ispao, 0<s BM, 


We(R") = {F | fe WEIER”), lf; WE RD = [FW BR™) 
18" F(x) - 8 f(y)” 1 
+{ dvd \p < OO 
lal=ls] h Je de= ytt ” bog 
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是 Slobodeckij 空间 ， 这 里 0 < {s} <1. 
由 第 三 节 Besov 空间 理论 知 ， 
W2(R") = A(R") = Bi (R°), L<p<co,0<s4 BH 

(4.25) 

利用 调和 分 析 理 论 及 最 大 不 等 式 理论 ， 建立 的 上 述 Besov 

型 空间 、 Triebel SHIRA Rik TORK WRK Se, 调和 

SHAKERASABRP RBS RBH. 上 面 给 出 的 

是 Besov ŒH], Triebel 型 空间 的 二 进 制 分 解 定 义 , 在 应 用 中 

还 需要 Besov 型 空间 、Triebel 型 空间 的 其 它 等 和 价 定 闵 及 其 基本 
HA, REPU BB. 

定理 4.5 B-w csc mw, -wocag cw, Oc g < ww, 
m=1,2,-:+, Ba 

(i) 4 O< p< 00, WT, ÆA Bs CR”) 到 五 2 要 "的 同 构 连 
续 映 射 且 Fo fa) pote =If (x 川 B; - 进而 2 em LOK Bia N 
与 Df(z ); Bey +O Z Ba 等 价 . 

(ii) HO < p < 00, Ni Jo E FS (R) B Fog (R) 上 的 同 构 连 
续 映 射 且 (Ifl =e 进而 2 ehg 

lal Em 
与 上 f(z); Fee + Ea Wee Feet 等 价 ， 

(iii) 设 1 < g < oo, Mi J 是 FoR 到 Fog (R) 圭 的 同 
HERRN, FF A F(x) il pe +e =lf(@2)llr-,,. HEM A ?el<m 
HOF; FSS a Iie); FPES, Bae Fan 等 价 ， 这 里 
Jaf = FOUL + Arti PIF = (7 一生) 一 $ f(z). 

定理 4.6 i -oo < 39 < Ow, -cO <6) < w,O< go < 00， 
O0<q <0, WA 

(i} 4 0 < popi < œ, A] Be (R") = B51 a(R”) 的 充分 必 
要 条 忻 是 31 = $0, Pi = Po, {1 = go- 

(ii) Æ 0 < popi < on, R ER a(R) = Fila CR") 的 充分 必 
要 条 人 忻 是 si = 80. Pi = Po, gl = to- 

(iii) # 0 < popi < co, M ae ) = BCR") 的 充分 必 


要 条 御 是 si = 89, Pi = Po = = 
利用 HHS PAH OE 容易 推 得 
(iv) 车 1 < qoti < 00, W FS 4, (R") = Fes 4, (R) 的 充分 必 


要 条 件 是 si = so, G1 = qo- 
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(v) 4 1 < gog < 00, M S Faol (R") = B2,,(R") 的 充分 必 
要 条 件 是 sl = so 91 = Go = 

注 记 4.6 (i) 定理 4.5， 定理 4.6 均 可 由 定义 及 初等 不 等 式 
推 得 ， 话 细 证 明 可 参见 [Tr2]. 

(ii) 作为 定理 46 HARAR, AG CR") = £3 (R") 的 充 
Sp RR pg =2. 进而 , 当 p 关 2 时 ，As (R") 与 LR) 
不 习 包 含 的 元 素 趟 同 ， 且 作为 Banach 空间 ,它们 其 有 不 同 的 
拓扑 ， 见 [Tr1]. 

定理 4.7 001, 0< gw, 0g < w, 进而 假设 


—0O < S9 < 00, 100 A sp 00, s = [1 — eso + 8s, M 
(Bse,,(R"), Bit, (Rog = Bip 81 #50, U<p<co, (4.26) 


(Fao (R"), Fon R”) eg = Bip S1# 8, O<p<oo, (4.27) 


Pdi 


eG, Jeg 表示 实 插值 ， 见 第 四 章 第 五 节 . 
定理 4,8 设 -oo < sp, 81 < w,0< po <o, 0< m <o BI 


及 
s = (1 — #)so + 881, t. 1-@ | 128 O<d< 1, 
p Po Pi 
那么 
(Boop AR"), Bei p UR") ep = Bp (R”). (4.28) 


定理 4.9 TE -o < a9 < co, —oo < 3) < 00, 0 < qo < o, 
<q c<w,Ocd<1, WA 
(i) MRO p< w,O< p< oo H 


1 1-¢ 1-4 1 1—é@ 1—8 
s=(1—-—@)s +065, 一 三 + ， 二 二 一 一 十 一 一 . 
P Po PI q do 71 
(4.29) 
那么 
(B3? o R"), Be: n (Re = BE (R°) (4.30) 
(ii) 24 0 < po < 00,0 < pı < 00, B (4.29) Maz, W 

(Pog 了 Fpa (R De = Fp lE”). (4.31) 


- 396 . 


进而 ， 利用 对 性 性 的 结论 ， 当 l< qo = 00, 1 < Gi < OO) 时 , A 
Urs. (R"), Pe (Re = Fh (R°) (4.32) 


DD i) 


此 处 sg 满足 (4.29), W C e 表示 复 插值 . 
注 记 4.7 们 当 1<p<%, _o0 < 80,51 < 00,0 <80 <1, F 
EB si A $0, BBA 
(Bee... (R”) Be (R"))e = Be .(R"), s = [1 — ĝ)so + O51. (4.33) 


1 po 


(i) 设 一 00 < 89,81 < 90, 1 < pop go <~,0<4<1 H 
(4.29) Kw, WA 


(Ft | (R"), Fig, (Ron = Be p(R") = Fp p(B), 91 #92: 


Po,9a Pit 
(4.34) 
(Fiag BR”), Fs a(R” Dep = Fpa R”) (4.35) 
(Fe, go R), Fina Rep = B? (R") = Fpp R”) 
1 1—8 1 一 日 1 1-86 1 一 日 
- = + =-= 十 一 一- (4.36) 
P Po Pi gq go qi 


利用 (4.34) 可 推 得 
(BS po (R”), Lp (R™))a,p = (Fos po? Fe 2)0p 一 Be .(R”) 
= Fy p(R”), 81 £ 32. (4.37) 
由 (4.35) 可 得 


(L5 (R”), £5, (R"))e,p = (Fpo,2 (R"), Fp, 2(R")ep 
= F*,(R") = G(R"). (4.38) 


由 (4.31) 可 得 
(£5,(R"), Lp, (R"))e = (F502: FS ate = Fy 2 一 Lp (4.39) 
(£5 (R°), Bip (R™))e = (Fo, Fe,» (R")e = Fpa R”), (4.40) 
这 里 上 = 坪 2 十 & 上 二 1- 二 三 
Pi’ P ` 
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Gi) 由 定理 4.1 及 定理 47 可 见 , 当 1<p<o0,1< qo,99 < 
oo RF, Æ s= (1—0) + 8s, 则 有 


(Bogo (R°), Bain (R") eg = — (Bogo (R”), Fon {(R" eg 


= (Foe, (RB *), Fpa (R" Yes = Beg R” J s1 天 32 (4.41) 
作为 (4.41) WERS, WA 
(Barre? Er Jap = (Ly, Lp Je. = Bgg 51 F $2. (4.42) 


(Bar a Wa dop = (Le, We )6,¢ = Bae 3] Æ 32, 81 > 0, (4.43) 


P- 


(W2(R"), WH (R™))es = BS a(R”), so #81, 80,5, 20. (4.44) 


(iv) 对 于 非 局 部 的 Hardy 空间 ALOR") 以 及 非 齐 次 的 BMO 
空间 bmof( 了 R") 相应 的 插值 定理 和 插值 公式 仍然 成 立 . 

根据 第 三 节 中 定理 3.1, 容易 看 出 

推论 4.10 设 1<p<oo, 那 么 


{ BE CR") > LP(R") > B? oo(R”), 
po 


9 (R*} > C(R”) > BS. (R"). (4.45) 


这 里 COR") 表示 R” EAE NA TM ERARE LTH 
成 的 Banach 空间 . 利用 揪 值 不 等 式 ,， 我 们 有 


(Z7(R"), We"(R"))og = Bpa (R"), (4.46) 
(C(R™),C™(R”))0,00 = BE (R"). (4.47) 
一 般 的 Besov 型 ， Triebel 型 空间 的 对 偶 空 间 的 刻画 ， 可 由 


下面 的 两 个 定理 表示 . Bl <p <oo, yp’ HRA pH KRY 
( 即 满足 十 点 = 1). 40<p<1h, RAAE =o. 对 g th 


. 有 同样 的 约定 ， l 
定理 41i (I Hl<pcw,0<g< 0, -0 <s 00, PA 


(Boa R°) = Bp AR™). (4.48) 
(ii) HE 一 ce < 3 < 00, l< pew Ml<¢q<co, MA 
(Fpa (ROY = Ferg GR”). (4.49) 


- $98 - 


注 记 4.8 (a) 在 定理 和 11 Gi) Wa, Ai < p< co, H 
at, #1 ¢=1, BP 


(Fe (R")) = F5%,,(R”}. (4.50) 


然而 , A-we<scwm,lcpcw, Oc gel, MAA 
(Fe R 仍然 是 一 个 公开 问题 . 
(b) HE -co<cs<o,O<g<1, Ba 


(Ff RY = Be. {R”). (4.51) 


证 阴 见 [Ty]. 

(c) CFS IR"), (Bs ERED 分 别 表 示 OF CR") 和 Bs (R) 上 
HOR VETS Bh, TAP HB AR AR SOR") 中 的 一 个 元 素 ， 然而 ， 当 
max(p,g) 二 00 时 ，5(R") Æ F(R") 8 Bi (R) 中 不 黎 密 ， 故 
在 定理 411 中 去 掉 了 这 种 情形 . BH, Hie Be R”) 是 S(R*) 
在 人 py (lila) 下 的 完备 化 空间 ,那么 , 对 -cp <s < 00,8 


(p RD = Bay (R"), 1 < P < co, 0< g < oo. (4.52) 


4R EAM max(p, g) = co 有 新 的 含义 ,特别 ,注意 到 Zygmund 
空间 C*(IR") = AZ, R") (s > 6), 则 


(C*7(R"))' = BiR") > 0 (4.53) 


ie RH [Trt] 和 和 [Tr]. 
定理 4.12 (i) Hoc sco, 0<p<1, 0< q< 00, H 


—st+n(i-1) 
ong" 


(B; R") = B (R"), (4.54) 


Gi) 证 -o<cs<cm,O0<cp<i1,G<q< co, 出 


~s+n($—1) 
yO 


(F2 (RY = Boo GR"). (4.55) 


注 记 4.9 (i) 注意 到 局 部 Hardy 空间 h (R°) = F(R") 
(0<p<l) 及 Zygmund 空间 CR") = 也 (aa>D0), 因 此 (4.55) 
就 意味 着 a 

(hp RY =G OR"), O< p<. (4.56) 
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(ii) q= o0 Ft, FA 部 wlR") 表示 SOR") 在 上 ss 范 数 - 
下 的 完备 化 空间 ， 那 么 就 有 


Aa n ~stn{2—1) 
(FF o(R")Y = B 


oo, d 


(R"), -oo <s <o, O<p<l. 
(4.57) 
下 面 我 们 着 重 介 绍 一 下 Besov 型 空间 ， Triebel 型 空间 的 几 
eS the, PER. Alt, id 
AL f(x) = fl2+h)— F(z), al, f(x) =a} (ay Ae), 
(Ap F(z) 一 F(t, "t gp hz + a Tn) 一 f(z), 
Ahs f(z) =AR, (An? J2). 
(4.58) 
1 1 


1 | 

— ní — 一 = 2 一 一 一 一 一 一 二 ). 4.59 
Tp ATEEN I), Trg r npg, 1) z) ( ) 
定理 4.13 (I) RO<p<w0<qiw, Ha> eG, E 


MERE M>s HER, BA 


IERRA =i S a ak FO RE) (4.00 
P 
dh ,1 
FS (RaP = + hl sup | AM figy 
IF F(R = Wile + Cf a ou FO ll, 
PER” 
(4.61) 


都 与 HE), Fp R SH. 
(ii) BE O < p < œ, 0 <q < o0, s > max( gap É + mapa) 
AMEAT sHBR, Ma 


[Fs FERS = or e ets FOR LY le 


(4.62) 
与 上 f(z); Fig(R")|| 等 价 . 
定理 4.14 O)HO<p<sw,0<gsim,sa>e, AMEK 
于 s 的 整数 ， 那 么 
一 号 可 dh F 
IFEN Boal? = s+ (fA A aM oN) 
PER” 


(4.63) 
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LAC): Bs gl) = 15e + (f e apf Migs) (4.64) 


ised BEA = Weer So (fresh off ZY a88) 


都 与 f(x), BS i Fit, HH (4.63),(464) 中 的 积分 h RE 
freer 将 (465) 中 fan 换 成 fy 所 得 的 模 仍然 是 等 价 的 ， 

(ii) 记 wp (t, u) = super (AF ullo H 6 > opm AN EME 
FiF mAN >a Ot N<s Oc pcwo,O<gioce. BA 


Wer Bia = Sf (tN wn 5 a a)’ , 
一 工 
(4.66) 
与 f(z)， Beil] Ur. HB, IN = [s], m = 1, (4.66) RAR 
分 形式 的 模 

f(z); Be | 


1 


=|| f{z}llp + a t me SO Ha (un — uid 2) 
f Jæl= [a] 


1 


=||f{z)ly + ( fe 12 S* wt e, Fu =) ， (4.67) 


ja|=[s] 
it A= 3—{s]. 4 N=0, m= [s}+1, W (4.66) 对 应 着 差分 形式 
的 等 价 模 
F(a): BE (RY = IF) + ( fp ay" (4.68) 


进而 , 若 将 (4.66),(4.67),(4.68) 中 积分 局 换 成 Sy 相应 的 范 数 等 
fit. 


Cn Wir) = me -46 
ER Pyle) = dag, Wile) = (dry) Fe 分 别 是 
Poisson # 45 Gauss # AA, M Vf (2) € LCR"), 


Piy) = Fy, « f= Í. p gp O, (4.69) 
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WF = Wea f = (4t)? Í en Rat” faud (Am) 


aR Au + u/dy? = 0 
u + u/dy” = 0, 
人 e0 = fe a7) 
4 
{ te Au= 0, (4.72) 
u(z,0) = f(x) 


的 形式 解 . 它们 分 别 是 I?(R"} 上 的 解析 半 群 . PT GE ML Besov 
型 空间 和 Triebel 型 空间 的 等 价 范 数 . 
定理 4.15 0) 设 0<p<o00<g<o0,s> max(0,n{3—1)). 


设 和 m 是 满足 


8， 1<p<oo, > 
t> {70 0<p<l, m> 8s (4.73) 
的 自然 数 ， 则 
. Be nT) ee m—£)q aw (tf 1 dt s 
IFE) Bpa RAO = [Fp + ( f emi | ， =) 
(4.74) 
及 
oo arp kj d 4 
F(x); Bs RAO = [Fle 十 (/ gih—s)9 oor 2) 
(4.75) 


是 Bt (R) 的 等 价 范 数 . 
(ii) 设 0<p<o,0<g<o0,s> ay 才 m 是 个 充分 


大 的 自然 数 ， 那 么 
| a2 【rm 一 二] "ay! 
Cf 中 | 


(4.76) 


am w (t)f 


WF (2); Fgh = F(z) + a 
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| f(2); Fell = f(z) lp + sae us 


TN? 
7) 


(4.77) 


(<a 
心 
是 FS (R") 上 等 价 范 数 ， 

注 记 49 站 一 般 可 微 函 数 空间 Be (R FER 有 很 多 
等 价 刻画 ， 例 如 ， 样 条 函数 刻画 、 Littlewood-Paley 刻画 、 极 大 
申 数 刻画 、 差 分 的 球 平均 刻画 等 ， 这 里 不 予 阵 述 ， 有 兴 超 的 读 
者 可 见 [Le]. 

Gi) 在 上 面 的 几 个 定理 中 ， 若 4 一 2 范 数 的 形式 按 通 常 的 
HE, AMEKA. Hin Æ (4.76) 中 ,车 4 = cc, 此 时 就 是 


Flin + [sup (ems wos ) 


F 
与 此 同时 ， 当 p,qg>1 有 时， 定理 4.15 中 由 Poisson 核 给 出 范 数 恰 


是 第 三 节 的 内 容 . 
定理 4.16 () BE 0 < pipo $ 00, D < q So, -00 < sp 3 < 


oo. MA 


3 n Tl 
Bre aR") — By! (R ), $0 一 D = 31 一 


Gi) O< prp < «,0<¢< 00,0 <r < o, o0 < 89,38) < 
oo. 那么 
ao n gs m no n 1 1 
Fong ® ) 一 F(R J, 50 一 Po = #1 一 PL po > — Pi - (4.79) 
«Fi 4.10 但 注意 到 cR”) = BS. (R") (es > 0), BA, H 
(4.78) 及 基本 嵌入 定理 4.1 oH AEH Bsts(R") > Be 4, (RT) 
可 推 得 
Boa? (R") = Bag (R") => B3 (R") = C° (R”), 
s>0, O<psmw, Uag w (4.80) 


BTI F (R°) => C™R”), O<p<oo, O<q<i1, m=O,1,2,- 
(4.81) 
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a 
=> Bp,maxip, 


事实 上 ， 注意 到 嵌入 关系 式 ( 见 定 理 4.1 及 推论 4.10) 
By min(p,q)(R") = Fp a(R”) a(R”) 

JÈ . 
Bz a(R") CPR") > By oo (R"), 


容易 看 出 
Beg ? (BR) > Bog” (R") > BZ (R°) > BR (R") > OC™(R"). 
(it) 注意 到 (4.79), 容易 看 出 
本 th T} _ F 
Bop LR ), 30 一 Yo = $1 一 pi 
(4.82) 


Foo gk’) + Firm (R™) 一 
1 
—>—,O< pop < oo, OC gs mw. 


Po Pi 
此 式 可 以 如 强 威 【 见 [Tr11) 
n no ol 1 
F™ (Rr pa p” , — 一 一 ,一 一 ， 
Pi 人) so p pm Pi 
O< pop < agaw, (4.83) 
进而 ， 广 意 到 F(R?) = LGR), l< p< oo 一 oo <s <0 是 
Bessel {i $% 2 fil, MBA, 当 l< popi < % 时 ， (4.83) 就 意味 着 
Tl n 1 1 
— > —, 4.84 
> Pi ) 


Lo (R") => B3 a(R”), 
(iii) 特别 ， 对 于 Banach 型 的 Besov 空间 、 Triebel Æ fal HY iR 


入 定理 ， 由 定理 4.1, ER 4 及 此 注 记 (i), (Gi) 推 得 ， 现 总 结 如 


(1) 设 lz Pi, Po < OO, i < q = DO,— OO Fo, 31 < OO. 则 有 
: n n i 1 
Booq R”) = Be (RR), so- — =s- p’ Po 之 pr 
(2) 8 1< p, po < œ, I< q< 0, —00 < 89,8; < co, 有 
7 tt 1 1 
Feo (R") = F(R"), ap — ss > 一 ， (4.86 
| ) Pial 让 q po 1 pı Po pP ( } 
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(3) 设 1<p< co mm>0 是 整数 ， 那 么 


P- 


BPR") = O™(R"). 


(H l<p<w0<tA#BRm, 1<g <0, 有 


BŽ (R") = CHR”). 


(5) l<p<w0 ctf BR, l<q<w,A 


Bit. n 
Fe, (R°) = C'(R"”). 


(6) 设 1 < Po, Pi <= 0a, 1 < Go. 41 < om, 那么 


Bee „(R”) 


Po -go 


Pi. 


(7) HL < popi < %0, 1 < m,n < ©, ABA 


Fe | (R") 


Pogo 


= Fa R”), 


Pi. 


(8) icp g<co, 那么 


£3(R") => Bi pR”), 
B? (R") => LER”), 


m n 1 

= Bi (R"), so- — =s,- —, —> 
Po Pi Po 

Tt T 
%- — = 81 — —, 一 之 一 

Pi O 

工 > 工 -P> ”, 

P g P q 


(9) H1l<psp<~, legac <0, 那么 


BY 


Po, Ho 


{R™} > Bf 


Piti 


Tt 


性 
(R"), 70 po 之 31 一 一 . 


Pl 


(10) #l<p £ pi < 00, 1 < go £ pi <0, MA 


peso 


Pogo 


(R°) > BY 


P111 


Ti Ti 
(R*), 80 一 -一 之 中 一 一 ， 
Po Pi 


(11) }ġ 1 < po £S pi Z 00, 1 £ gogi £ 00, 那么 


Bt 


Po» Go 


(R"} 一 B 


a1 
P1.71 


ïo 一 -一 $i — —. 
1 Q po pi 


(4.93) 


(4.94) 


(4.95) 
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(12) Bl <p <p < 00,1 <go,m < oo, RA 


F? (R") oy F(R"), so- 元 > s 一 5. (4.96) 
KF MRE B (R) 与 Fs,(R") 中 的 迹 定 理 ， 有 如 

下 基本 的 结果 . 
定理 4.17 (i) RO<psw0<qewHs>rtit 
max(0, fn 一 Dt - 1). 那么 算 子 了 : 
ar fF 


1 
da7 


Tf = (f(2’.0), = (a',0),-- fg", Oz’ = (ze 
是 Bs (R) 到 [Tog Bog? T(R") 的 收缩 
Gi} MEO<p< wm Oc getw A s>r+ 5 +max(0, (r 一 


a- —_ 


(5-1). 那么 算 子 了 是 从 FOR") Bl Teo Be? (Re) 的 
收缩 . 
最 后 ， 我 们 来 给 出 了 有" 上 的 一 般 的 齐 次 可 微 函 数 空 间 . 设 
Z(R") = iP); ple) € S(R"), (O° Fy)(0) = 0, Va c Nu vit 

4.97; 
PE, REMI EAT. ZR") Æ SR") 的 闭 子 空间 . EB 
然 也 是 一 个 完备 的 局 部 凸 的 空间 . 记 Z (R) 是 2( 及 ") 的 拓扑 
HAZE. A f(z)} E SR"), 那么 f(x) 在 ZR) 上 的 限制 属于 
ZR"). 进而 ， 对 任意 多 元 项 式 Plc) 有 


(f+ Pile) = f(y), Vee Z(R"), 
此 处 用 到 
P(2)(e) = (Pa) o) = P(C)FelO=0， Ve e ZR"). 
相反 地 ， 设 f(z) EZR), WA f(z) 可 以 连续 线性 地 扩张 


成 为 SUR") 的 一 个 元 素 . B file) 和 fle) 是 f(z) 的 两 个 不 同 
扩张 BBA fA- fake) 三 0, Ve € (R"), 由 此 推 得 


supp( fi — fi(z) = {9}, 
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这 意味 着 fi lz) ~ fale) 是 一 个 多 项 式 ， 由 此 推 得 

Z'(R”) = S'(R”YP(R”), (4.98) 
这 里 P(R"} 是 E kE Yaar” 的 有 限 阶 多 项 式 的 集 
van 


”定义 47 HOR) 是 形 如 ple) = (ple) CSR) 满 
© 


suppy; C {æ | X71 < jej < 27411, j 是 整数 ， (4.99) 

且 对 每 一 个 多 重 指数 a, 存在 一 个 正常 数 Ca 使 得 
2ilel at p(T) < Co, 对 所 有 整数 1 和 sz c R”, (4.100) 
» y3(x) =1, x E€ R” \ {0}. (4.101) 


注 记 4.11 Lit Hs R”) 是 非 空 的 , 现 给 出 两 个 例子 . 
(i) RRO < (x) ECe(R") 满足 suppw(7) C {z; 5 < lel < 2} 
以 及 


we) >0, <le] < v2, 
4 
pile) = ple) YO o(2-*a), jf =0,41,42,--.. (4.102) 
k=. 00 


BR, VR wee) = 1. HERE, plr) = {vt} -o E 
&(R®). 
(3) Hae CPR") 满足 0 过 名 人 <1 A 


Of L4 ish 
ws6= 1 0， 上 | > 2. 


那么 , HERRER j, L pE) = v2 0306 一 区 2 6), 因此 我 们 
有 suppy;(€) C {6271 < E] s #4} A 


SO vO) =1, VE #0. 


了 一 一 oo a 
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容易 看 出 ， 对 任意 的 专 关 D, 上 面 求 和 式 中 最 密 公 有 两 项 不 是 0 
直接 验证 ， ple) = lepil) E BCR"). 

定义 4.8 设 -oo < sx oo, 0 <q <0, p(t} = {ple} 
E G(R"), 

G) MRO<p<0, 有 


Be (R°) ={ f(a): fle) € ZR"), || F(a); BE, (RYE 


=( 》 PF pF < oc}. (4.103) 


(ii) MRO<p<a, $ 
Fe (R") ={f(2); f(z) € Z'(R"), IF (2): FZ (RI 


=||( > F pF fi [Ip < cof. 
j=- (4.104) 


Hid 4.12 癌 在 定义 48 中 ,大 9g=eo, 则 相应 的 范 数 是 


f(z); Be (R)I = sup 27°F oF flp, (4.105) 
fe); F (R) = sup 23 FE los F fllo (4.106) 


且 不 依赖 于 {wpjy(2)} € O(R") 的 选取 . 至 于 ÉR”), Fp R”) 
的 完备 性 、 等 价 模 、 拟 范 数 等 相关 事实 均 同 于 相应 的 非 齐 空间 
Be a(R”) 和 Fp a(R"). 
Gi) Bs (R"), FER") 是 ZR") = S(R*)/P(R") 的 子 空 
H, ik, ERM SMX P(e) 和 f(z) & S'(R"), A 
| f(z) + P(e); Bia RY = I(E): BER") |) (4.107) 
f(x) + Plz); FaR) = IFE): Foal RD). (4.108) 


(ii) s- 2 Æ BS (R") 和 FS (R) 的 纯 光 清 尺度 ， 理 由 是 存 


È 


在 己 >0, 对 容易 的 入 > 0, 有 
F(a); BS HW = CA f(x); Bel], Fiz) € Bfe (4.109) 
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FOAL) Fjall = OA ifl) Feil, f(z) € Fs,, (4.110) 
RHE -œo cs <a, 0< gS 00,0 <p < oof} FM Triebel 空间 
Fe (R") 需要 限制 条 件 0 <p < 0). 

SEM 4.9 io csao, 1 <q <, pie) = {pa} 
& G(R"), 那么 


Foa = (fe); f(e) E ZR"), fr) € LPR"), 


f(z) E SO Fer F fe H| ( > 2)! leo < OOF. 
ko (4.111) 


k= zo 


其 范 数 是 


1 


Ie); Bsah E ey ll.» (4112) 


k=— m 


这 里 inf 是 对 (4.112) 中 f(z) 的 所 有 可 能 的 分 解 (Feie) teo- 所 


取 的 下 确 界 . 
注 记 4.13 注意 到 
(Fy RY = Eoy (R) 1 和 9< o, “+ 了 =1. (4.113) 


利用 Fey 模 数 不 依赖 于 v(x) < ÈR) 的 选取 ， 可 以 推出 FS, 
的 模 数 也 不 依赖 于 g(x) < ÈR”) 的 选取 . 

定理 4.18 们 设 -22<s<o00<p<oo0<g<o0, 则 
Bs (R") 是 一 个 拟 Banach 空间 (特别 ， 当 1 < p,9 <œ, Æ 
Banach 空间 ), ## A 


Z(R™) => B? (R") = ZR"). (4.114) 

HR, #0 <p <00,0<¢< oo, 那么 ZR”) HF Be (R"). 

(ii) BE -oœ < s<00,0<p<m,0<qg< 0m p=ol< 

q = 00, F3 (R") 是 一 个 所 Banach 空间 ( min(p,g) > 1, F(R") 
是 Banach 空间 ), 并 且 


Z(R") > Fe (R") = ZR"). (4.115) 
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Bit, 4 -o<s<cmO<cp< co MO<¢g<ooh, ZR") Hy 
FP FeR”) 

定理 4.19 G) HH -o ec sco ID co ¢ o 0 < gp w, 
W Riesz REAT T, 是 Bs (R") 到 Beto (R™) 上 的 同 构 连 续 映 
Gt. #0 <p < ool, 是 Pt (R°) 到 ETOR) 上 的 同 构 连续 映 


的 设 0<p<oo, 则 


Fo, = HR"), F3 oR") = BMO(R®). (4.116) 
特别 ， 我 们 有 
F9 (0R") = Hp(R”) = L°(R”), 1<p<oo. {4.117) 


(ii) W R O < p< copm=0,1,2,.--, W 


XO WD" Flp = lfe) WPR = ieh Cr(R™) (4.118) 


|x |=rr 


与 f(z): EaR GT. 

注 记 4.14 (i) Oa, ABR” PEAKS ew ZR") 
的 子 空间 ， 注 意 到 (4.117), LPR") hop A ZR") HFS 
闻 ， 并 且 对 任意 f(z) e SR"), 有 


Il = iE any HE + PO) Foal = pi BE gn lf + Pelle 
(4,119) 


(ii) (4.117) 与 (4.118) 意味 着 
Pr (R?) = CER") = W™P(R") = WR"), m=0,1,2,..., 
(4.120) 
(ii) 根据 定义 ， 我 们 有 
Bé (R°) = LPR") o B R"), s>0, pgh. (4.121) 
F? (R°) = L'R”) n Fg (R"), s>0, pq>1. (4.122) 


(iv) Bs (Rh Fe (R 有 许多 等 价 模 ， 例 如， 在 定理 433, 
定理 4.14, 定理 4.15 及 注 记 4.9 中 ，Bs, MR, 的 等 价 范 数 (或 
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拟 范 数 ) PAR f(z)lip 就 是 相应 的 齐 空间 BS CR") 和 Fe (R*) 
的 等 价 范 数 {或 拟 范 数 ). 

(v) 关于 齐 次 Besov 空间 BS, URAR Triebel 空间 Fe, 中 
的 嵌入 定理 ,在 有 些 情 形 下 ， 类 同 于 非 齐 次 Besov 空间 Bs, 及 
韭 齐 次 Triebel 空间 Fe, PMMA GH, Hi, EEH 4.16 及 
其 推论 中 ， (4.78). (4.85). (486) 都 是 有 效 的 ， 然而， 在 一 
REET, MARR AMA, Pl, (4.90) 和 (4.91) 对 齐 次 
Besov 4 E AAR Triebel 空间 就 不 成 立 ， 


88.5 9 上 的 一 般 可 微 蛆 数 空间 


前 面 讨论 了 民 *” 上 一 般 可 以 微 函数 空间 . 本 节 我 们 将 简单 
地 回顾 一 下 中 上 一 般 可 抠 画 数 空 间 . 众所周知 ， 可 微 肾 数 空间 
的 发 展 与 它 在 性 被 分 方程 中 应 用 是 紧密 联系 在 一 起 的 ， 从 某 种 
意义 上 , EQCR 的 一 般 可 微 中 数 空间 比 有 R* 上 靖 数 空间 应 
用 更 广泛 . Fa, HARA. 发展 型 方程 的 初 
边 共 问题 研究 等 都 是 在 人 上 的 可 微 孙 数 空间 中 进行 的 . WFO 
上 Hatder 空间 ， Zygmund 空间 ， Sobolev 空间 等 ,我 们 可 以 点 
无 困难 地 定 纵 出 其 定义 ， 然 而 ， 对 于 Bessel 势 位 空间 ， Hardy 
空间 等 , BRED LG HASLER ARH. 一 个 基本 的 想 
KEW Ree, AR thee TRKE EB 
is tale HET GL, AE EB) $e Be aA FF 

0 直接 方法 :通过 显 式 范 数 或 显 式 拆 范 数 直接 定义 中 上 
的 可 微 函 数 空间 (作为 DO 上 的 子 空间 ). 
. (ii) 间接 方法 : 通过 民 * 上 可 微薄 数 空间 和 限制 定理 来 定义 
n EKI BY th og Bk Se AT. 

大 察 对 直接 方法 很 熟悉 ,这 里 我 们 采 肝 第 二 种 方法 来 陈 
W. 然而， 第 二 种 方法 可 行 的 关键 问题 是 : 

(a) 对 区 域 史 的 边 异 光 清 性 需要 轩 加 什么 条 件 才 能 用 限制 
定理 有 效 ? 

(b) 确保 Be (0) 与 FEO) HIE AHL BLAS HL AL 
序 . 

HE, Sobolev 空间 Wem 而 言 ， 当 中 不 光滑 时 ， 

MATRA RY. HU AK, BRP AH, BENS O IN 
光滑 条 忻 , F, SQRERPRARBERAN, BAA Gi) 
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是 可 行 的 ， 
定义 oo Foce BFE, l< p< 00, m = 0,1,2,7, 
定义 W™?(0) 是 


{f(z);f € DO), IIf@),W™P(2) = >, laflls < co}. (5.1) - 


lal<m 


在 ||f(z),W™P(Q)|| 下 的 完备 化 空间 ， 这 里 Ofc) 是 在 分 布 意 
SPR, BR Wern) BRA DQ) 的 子 空 间 . 

WP) 的 中 不 涉及 如 以 外 的 点 ， 因 此 ， 它 是 一 个 内 在 
Ali. AWM, WR PAA KO, Wro) 可 通过 
wm P(R")= Fy (R") Æ 9 EY Re Ae BY, 8 


EX 5.2 
WPI) = {f(2); f(z) € D'O), 3g € W™?(R") ig la= f(z)}. 
Eit, gla 是 在 D'O) 定义 下 的 限制 ， 进 而 定义 
F(z), WP)" = inf lg 一) (5.3) 


E wrer) 的 等 价 模 数 ， 

我 们 将 从 类 和 似 于 定 交 5.2 的 限制 性 方法 出 发 来 定居 上 可 
微 函 数 空间 . 一 般 来 讲 ， 寻求 一 个 一 般 可 微 函 数 空间 的 内 在 刻 
画 ， 是 一 件 很 困难 的 事 . flim, 当 0<p<o0,0<g<o0 时 ， 
Fs (0) 就 没有 很 好 的 内 在 刻画 .再 如 ， 当 s <0 时 ， B9), 
FS A) ROAR A A EA ZEB). 此 恰好 表明 限制 性 定义 的 优 
越 性 ， 即 不 能 用 直接 方法 定义 的 一 般 可 微 函 数 空间 ， 可 通过 间 
接 的 限制 性 方法 来 定义 . 当 s >0,p=g=1 时 ，Bs (Q) AWF 
内 在 刻画 . 记 s= [sj 十 {s}, 这 里 0<1{s} <1, 这样 


pe rie Jae f(z) — 82 fa) P 
E Be pl) 一 file + a if. |e — yl tis}e dedy ) ` 
(5.4) 
这 是 Bs (2) 和 一 个 等 价 模 . 


(i) 局 部 化 技术 . w 
A(R) = {f (z); 3g(r) € BE RRF (RE fole) a= f(x)}- 
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Ako, Kn BOM ARAR BR, {0 (2), 是 其 相应 
的 单位 分 解 . 对 任意 F(a) © ACO) 可 分 解 为 


N 
f(a) = 》 fyn  suppfd; CRN ka, fu; e AN), (5.5) 


j=} 


此 时 由 yil) e Cs cE RAR f(z) 一 fa Æ A(Q) 上 有 
FAA MER T ( Fa (R) Be (R) Lii aS Fe E). 

Gi} 可 求 长 方法 .由 局 部 化 技巧 ， 不 失 一 般 性 可 设 flx}) e 
AN) KIX supiy COOK. 4 KK C 0, 自然 可 帘 f(z) 是 
A(R") 中 的 一 人 元素， 如果 AIK, £9, RMARI RI 
下 求 长 技术 . HAS, € y= vic) E R BR” WRG, 
则 f(x} —> fibi) 就 是 BS OR") 到 Bs OR") 或 FR 到 
Eee 了 "的 1 一 1 的 同 构 连续 映射 . TE, BAER" 上 的 微分 
lel FE y = plr) 将 80n Ki 变 成 超 平面 1 和 = 时 中 的 一 个 区 
W, HQ AK, ÆR RS EFE, ER, 映射 lz) fea 就 
将 ANQ) 映射 到 ACR), 这 里 用 到 supple) C Ki 00 FER. 

(iii) 扩张 及 延 拓 技巧 .通过 反射 方法 (L [T] 可 将 A(R) 
PRBS RR AR") 中 的 元 素 . 

总 之 ， 通 过 上 述 方 法 : 局 部 化 、 可 求 长 及 扩张 方法 ， 可 以 
看 出 AN) 中 的 函数 具有 与 ACR") 和 函数 有 相同 的 性 质 . 

定义 5.3 ANER: PHC 区 域 ， 如果 存 在 六 个 开 集 
Ky, 下 2，'…… ,Kw 使 得 


UN kj DON, KNON 0 F=1,2---,N (5.6) 


且 满 足 如 下 性 质 : 

他 对 每 一 个 K, 总 存在 K, LOE BH fa)fz) = 
(A? (a), «++ SPE) EAE y = f(x) 是 Kj BR” 上 一 个 有 界 区 
域 的 1 一 1 上 映射。 GOA, 的 像 落 在 超 平面 {y|y E R”, yn = 0} 
上 ， WONK He At BY ART) BY BAe 

(ii 


AFP (x), AP (x), FR) F. ` 
O Bla, an Rn) Z0, 2 EK;. (5.7) 
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同 理 可 定义 C 光滑 区 域 . 

注 记 5.1 们 微分 同 肛 映射 的 构造 技术 ( 开 集 K RRA 
A; 上 的 映射 f(r) 构造 ) 不 失 一 般 性 ， 可 设 OC BQ 且 含 在 0 
点 某 个 领域 内 边界 aN 部 分 可 由 方程 


zz， 9(0)=0, FeO)=0, k= nl (68) 


给 出 , 这 里 是 超 平 面 {y| ym 二 0} LO RMT PRA. 
进而 g(x") 是 w 上 的 C 函数 . 令 y= hle) = (leh ,hn(2)) 
满足 


Ay(z)=a5, k=1,2,---.n-1, Aalt}=—2,~-9(2"). (5.9) 


Me KOK) 是 以 原点 为 心 的 一 个 充分 小 的 球 , BWA He) = 
A(c) 就 是 满足 定义 5.3 中 的 函数 . 不 难 证 明 ， Ale) 可 以 扩张 成 
Rn 上 的 一 个 微分 同 且 ( 当 jel 充分 大 时 ， A(z) 三 r), 我 们 仍 就 
WA ka). 在 一 最 情形 于 ， 我 们 利用 上 述 微 分 司 凸 映射 h(a) 与 
R” 上 仿 射 映射 的 复合 . 它们 确保 了 此 变换 (vi) =y) HE BE, 
(Fs,) BIE 8S st ERM Flz) f(z) 

(ii) 单位 分 解 ， 记 Kj; 是 定义 5.2 中 的 开 球 ， 我 们 可 找到 一 
个 Ce 集合 Ko 使 得 


wN 
Koch, ACJ K;. (5.10) 


i=0 


则 存在 一 个 单位 分 解 fj (2) OL, 满足 


yj ECM(R"), suppw; C Ki, j=0,1.2,-...,N. (5.11) 
if 
S wy(z) =1，zeE 如 的 某 个 邻 域 (5.12) 
j=l 


分 解 . 
(iii) O28 fen — 1 HEN Co RIB, FY, Konn) 是 其 相应 
的 局 部 坐标 卡 ， 我 们 可 以 利用 局 部 坐标 卡 来 定义 Be (00) 或 
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Fe (00), RAL, 00 上 的 证 数 空间 的 定义 很 容易 直接 扩张 到 
HRM RRR Co HEE. 
HEM 5.3 (i) HO<p< oc, 0<¢< 0, -%0 <s < oo, M 


BS (@) = {7 | f € DQ), 3g(2) € Bs (RK Eg |o= (a! 
5.13 
l(a) Br (Ml = inf alr) lps cre) (5.14) 


这 里 inf 是 对 全 体 满足 (5.13) 的 gle) € BER") 所 取 的 下 确 界 . 
fi) #O<p<mwm,0< gic, -00 << $< 00, ABA 


Fe (0) = {f(x); f(z) € DQ), Igle) € F(R”), g(r) lo= fe). 
Ifa) Fe a ON = inf hela)ley R) (5.16) 
定义 5.4 (HR O<psw,0<gsm, -w<s< oo, 那么 
Bs (89) = {f(z); f(a) € DM), Ws FF (vy,0)) 


E Be (Rhi = 1,2,-++ N} 
(5.17) 


N 
IF); BEY = Y KAET Ola, e- (6-18) 
j=lL 
Gi} HO<p<0,0<qem, o0 < as < 00, 那么 
Fe (80) ={fle); fle) € DaN), sf FO” wa) 


a n—1l\, >; 
€ FoR hj = 1,2, -+> N}. (5.19) 


N 
F(x); FELV = FE MIOT OD, r (8-20) 
j=1 


注 记 5.4 G) 定义 5.3 中 对 (AGO (y,0)) ERR Fo 
(AN OK;) 外 进行 0 扩张， 这 皆 是 在 R" 上 分 布 落 数 意义 下 
来 进行 的 ， 另 一 方面 ， 在 (5.18),(5.20) H, 7(z); BE PA 与 
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F(z); PODI 从 形式 来 看 依赖 于 单位 分 解 i}, 然而 ， 可 以 
证 明 所 有 满足 定 闵 5.2 的 单位 分 解 所 确保 的 范 数 均 是 等 剧 的 . 

GWT Fh) G <q <0) 的 空间 ， 可 按 其 广义 进行 适 
HERES, SUEN 4.4. ` 

f(x) € Bial), vofir) ÆR \ Ko EW BEM AO, A 
的 by A) (FO) He REV FO (NO), (j =1,2,---,N) EMA 
义 为 0. 这 样 yof € BE g(R"), f(z) € Br (RE), j= 12,..,N. 
FE Wh, PY (2) 的 情形 也 是 如 此 . 

命题 5.1 们 设 0<p 世 ,02<9<o0,-% < 8 < do, Ml 
Bs (8) 是 拟 Banach 空间 ( 当 min(p,g) > 1 时 是 Banach 空间 ). 
进而 


N 
of les any + > WAFS Olas cw) (5.21) 


j=1 


是 | Ff, .82 让 的 等 价 拟 范 数 . 

(ii) i£ 0 < p < 0o, D < q <0, -co<s < oo, BA Bs (AQ) 
也 是 一 个 拟 Banach 空间 ， 其 范 数 不 依赖 于 Ko Kn, Ky 的 
选取 及 单位 分 解 及 向 量 函 数 AD,f2 O 的 选取 . 

(iii) MO<p<w,0<¢giow,-wo<s< co, WHF FQ) 
而 言 ， 相 应 的 结果 Gd) 仍然 成 立 . 

定理 5.2 BAER 中 有 和 界 光滑 区 域 . 

中 设 0< qo, qi < 00, —00 < s < oœ, 1/go 之 1fq. MA 


CHD) 一 Boao (n) = Bon (QcP'(Q), O<psoo, (5.22) 
cen) ao Fe go (2) > Fon (Ma pn), Acp<co. (5.23) 
进而 , 4O<p<a,0<qg<wkt, PAC (OQ) MF B 
R Fp {f). 
Gi) @l<p<ow,IO<¢< co, -co<cs< oo, MA 
5, min(p.q) (2) 一 Foa (9 一 By max(p.q) (SW)- (5.24) 


注 记 5.3 (5.24) 式 等 价 于 
{ BS (2) (NH Be), pa, 


8 5 3 4 (5.25) 
Be gh) => 到 ~ Bs AQ), P > 
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引 理 5.3 设 ofc) Æ R” PAAR MS A a AM LE ET 
图 数 ， 则 

G) i D < po S p Zœ, 0 < qg Sœ, -0 <s < 0, M 
f — p(z)fla) 是 BE, a(R") BBs, CR") 的 连续 线性 映射 . 

(ii) it 0 < po S Pi <0, 0 g g < w, -co < 6 < oo M 
f(z) ofa) fle) 是 Fe, a(R) 到 (R°) bith EAE RS. 


定理 5.4 设 只 是 了 "中 的 有 界 光 滑 区 域 ， 那 么 
(i) #0 < po pi < 00, 0 < gogi Z 00, -00 < 89,51 < 00, 则 


n nn | 
B” No B3 O IM, so- — = 81 — —, 89 > 81, 5,26 
(2) (9), #0 1 > 8 (5.26) 


Poo F190 


Be (Ma BS (Q), s- > —-—, 89> 51. (5.27) 
Po Pi 


Fogo Pigi 


(ii) tz 0 < Popi € æ, 0 < gog = OO, a0 < 83,8) < Oo, 则 


f- Ti TL 
Fps, "0 ao (82) — Fp, a1 ($2), äp _ po 之 31 一 pi 80 > 841. (5.28) 


(ii) 设 -oo < s < o, 则 
Be (MN) BB (2), @<qsow, O<p spi sow. (5.29) 
Ft (Qo FS (2, O<geuO<pr<pi soo. (5.30) 


注 记 5.4 在 嵌入 不 等 式 (5.27),(5.28), ( (2.29) 和 (2.30) 中 ， 
SR 上 的 峰 入 定理 不 同 ， 会 发 生 记 之 页 不 满足 的 情形 ， 然 
而 ， 它 可 由 s>s 和 和 度量 m(O) < oo 来 保证 . 例如 ， 对 于 
(5.27), 仅 需 注意 到 


Be (G) B 


Fogo 


此 意味 着 (5.27), 其 中 第 一 个 散 入 式 就 是 PRO PH RAAS 


式 . 
现 设 v 是 Rn 中 有 界 光 请 区 域 册 的 外 法 向 量 ， 定 义 其 迹 算 
子 是 


Pa, Spl ) = Bo y (9), Po 之 Pi- (5.31) 


ar 
Tf = 一 if jon, oe ae " 5 ant: (5.32) 
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FEM 5.5 设 f(x) € Bgl) s > r+) +max(0, (n—1)(3—-1)). 
称 T 是 从 BA) 到 To Bt? (en) 的 收缩 ， 如 果 7 是 


Bs (%) 到 IG- B Bo? 7 (60) 上 的 连续 线性 映射 ， 且 存在 一 个 


4a 


从 M-o Boa? (00) 到 Be, (O 的 连续 线性 映射 9 使 得 
TG=I jil B35 (80) E W M fr BH). {5.33} 


此 时 ， 称 9 是 相应 于 T RRO. 类似 地 可 对 Fe (2) 定义 
Wx St Se PR A US He KD BE a. 
定理 5.5 Br =0,1,2,---,7 Æ H (5.32) 定义 的 迹 算 子 ， 
则 有 
(i) 0 < p,q < œ, s >r+5+max(0,(n-1)(4-1), W 7 Æ 
从 B? Fl Go B282) 上 的 收缩 . 
(ii) #0 < p < 00,0<g<o,s>rt+itmax(0, (n—1)(}-1)), 
MAT EJA Fes(D) A Eo Boy? (8n) 上 的 收缩 
定理 5.6 (i) & 0 < p,q £ œ, -co < s < o0, m = 1,2,---, W 
3 Wark: B30) (5.34) 
|loj<m 
是 BS (2) 上 一 个 等 价 拟 模 . 
, 0 ey PS OO SAS oo H minip, q) > min(p,1),m = 
HA 
$O IS; Fea (O) (5.35) 
[a <m 
E F) 上 的 一 个 等 价 拟 模 . 
Wid 5.5 条 件 minip, q) > min(p,1) 等 价 于 了 4 或 p > 


9 之 1 下 面 和 给 出 一 些 经 典 空 间 的 内 部 刻画 . 
(i) BO < p < oo, m = 1,2,---, M Wr) = Fal) = 


za 且 有 等 价 模 数 


Mol D Cf psd) (5.38) 


Iam 
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(ii) WR ER", = 1,2,-.-,1<p<oo,1< g < oo. 记 


I 
Nai = [\{ehat+ ih en), (5.37) 


3 一 0 


Wo > 0 k,l 是 整数 且 满足 0 < 大 < es > 一 大 WAL, 有 如 下 
等 价 模 


| 一 Fw) llrs cn) + > Cf jaji) 
lack E> 


A Kak OPa) yt 


(5.38) 


34 p = co W qg = oc 时 ,内需 将 (5,38) 做 通 当 修改 就 行 了 .特别 , 4 
p=q=0 R}, ASC". 显然 (5.36),(5.38) 都 是 Wm?(Q) = F (0) 
与 Ap (M) = Ce) 的 内 在 刻 面 . 

当 a E BWW, ARH) Bessel 位 势 空间 


£2(2) = PN), =o <s <00,1< p<, (5.39) 


CUS SEMALAM. 是否 可 以 通过 Bs R") 或 Fe (R”) 的 
差分 刻画 过 淡 Bs (2) 和 FiO) 的 内 在 刻画 ? 一 般 情形 是 无 


法 过 渡 的 ， 除 了 上 面 的 特殊 情形 处 ,还 有 
定理 5.7 设 0<p<o 且 max(0,n( 一 1))<s<1, 则 


» \3 
olt (S KEE aay (5.40) 


|z — yin ter 


是 Be (2) 上 的 等 价 拟 模 . 

注 记 5.6 当 1<p<oo 时 ，(540) Æ (5.38) 的 特例 .定理 
5.7 与 定理 5.6 就 给 出 了 BY (9) (p < 1) 的 内 在 刻画 . 

最 后 来 给 出 齐 次 空间 Be (0) 与 FD 的 定义 及 相关 性 
质 ， 仍 用 DQ) ERR 上 的 Co RRAKRAT OMAK 
数 所 构成 的 局 部 凸 空间 . 
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定义 5.6 (i) HO < p,q < 00, ~00 < s < 00,88 (0) Æ DQ) 
中 的 元 素 在 Be (2) WIR SRL. 

Gi) B 0 < p < æ, 0 <q £ 0,00 < s < oo, MF) 是 
D(Q) 在 Fe (OQ) 拟 范 下 的 完备 化 空间 . 


定理 5,8 (i) 设 
1 1 
lx peo, «gaw, --l<s<- (5.41) 
P P 
或 1 1 
O<p<l, O<g<m, n=l sss, (5.42) 
P 


成 立 ， 则 Be (2) = Bs (0). 
(ii) 设 


1 1 I 
l<pcm,O<g<m, Litn (5-1) <s<i-, (5.43) 
P p min(q, 1) p 
或 


1 1 
0<p<10<q<oo, n( at) cach, (5.44) 
则 Fe (2) = Fs (9). 
推论 5.9 Ko m=1,2,---,v 是 89 的 外 法 向 其. 
(i) 设 3,p,9 满足 条 件 (5.41) 或 (5.42), WA 


Boa (R") = {f | f € By™(0), a lan= 0, j = 0,1,2,---,m ~ 1}. 
(5.45) 
Gi} 设 s,p,9 满足 (5.43) 或 (5.44), 则 有 


Beem (R") = {f | f E FRMO), SS lon=0,7= 0 2 ,m1} 

(5.46) 

注 记 5.7 有 关 有 限 区 域 上 的 其 它 可 微 函 数 空间 及 I?(0)} 

空间 和 的 另 一 类 推广 还 包含 Campanato-Morrey 空间 ， Orlicz 空 
HJ, Orlicz-Sobolev 型 空间 可 见 [KJF]. 
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思考 与 练习 


1. 设 1<p< cook 一 3, 则 存在 函数 fle) e LER") 它 在 每 
— A r eR" WOMAN BAHIA wR. { 担 示 : UL [Stel] 
中 例子 . 

2. HEAR 4 p= 1 RR p= okt, CPR") 与 WePR") 有 如 下 
AF n=1,k RMH, WEHR”) = LR") WES = Le. 

(Gi) n >1,k R, W*P(R") — LER”), (p=1 Hoo), 然 
而 相反 的 关系 不 成 立 . 

(iii) Moe > 1k RAR, WHR") > LER") 和 CER") 一 
WEPOR") 都 不 能 成 立 . (提示 : 参见 [Stel].) 
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AAS IBRD hit 


RB a E e E a a E AMS Hea Ss, 这 不 仅 
ME AH Fourier 变换 本 身 就 是 一 个 典型 的 振 茵 积分 ， 而且 据 
AS HE OE te g Fourier PHA BUTE. ART RTH 
别 是 格 点 的 分 布 等 方面 有 着 重要 的 应 用 . 最 近 三 于 多 年 的 发 展 
表明 , 振 葛 积分 在 非 线 性 发 展 方程 的 研究 中 起 着 越 来 越 重 要 作 
用 ， 主 要 表现 在 LP 一 53 ihih, Haih th E k 


是 建立 在 振 落 积 分 估计 的 基础 之 上 的 ， 
振 落 积分 大 臻 可 分 为 第 一 型 振东 积分 
[Aj = / ePtO ara )da (0.1) 
及 第 二 型 振荡 积分 
TANE) = f PEK (au) fd (0.2) 


两 类 . 但 是 还 有 其 它 类 型 的 振东 积分， 如 在 研究 色散 算 子 时 出 
AW AY) FÉ On 


f PIDH ge. f eit P(E)+ 28) (EdE (0.3) 


的 振 划 积分 , 第 一 型 振东 积分 算 子 和 第 二 型 振 莫 积分 的 主要 区 
别 在 于 :第 一 型 插 划 积分 是 研究 当 参 数 和 趋 于 vo 时 , 函数 IA) 
的 渐 近 行为 . 而 第 二 类 振 划 积分 主要 研究 的 是 核 函 数 中 具有 
振 茵 因子 的 积分 算 子 ZT HARE. 限于 篇 幅 ， 本 章 主 要 介绍 
第 一 型 振 划 积 分 估计 理论 . 有 其 第 二 型 振 划 积分 理论 ， 可 参见 
(Ste3]. 宇 于 与 非 线性 发 展 方程 相关 联 的 振 落 积分 (例如 【0.3))， 
我 们 将 在 下 一 章 予 以 详细 讨论 . 

本 章 着 重 讨论 一 维 情形 的 振 落 积分 估计 及 高 维 振 茵 积分 
丁 计 ， 进 而 异 助 于 据 莫 积分 估计 来 研究 支撑 曲面 上 的 测度 的 
Fourier 2 fA wT. Fourier 变换 的 限制 性 估计 太一 些 重 
要 的 应 用 . 
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§9.1 一 维 振 功 积分 估计 
我 们 首先 讨论 当 入 充分 大 时 ， 第 一 型 振荡 积分 


b 
I(X) = f eYel rjdzr (1.1) 


的 渐 近 行为 . 这 里 相 画 数 oir) ESA EAH, wr) 是 (a,b) 
上 具有 紧 子 集 的 复 值 光滑 函数 ,当然 紧 支 集 这 一 条 件 可 以 去 
A. TD) 的 基本 性 质 可 以 通过 三 个 基本 方法 : 局 部 化 、 尺 度 变 
换 及 渐 近 性 方法 来 建立 

(a) MMAR. (A) 的 渐 近 行为 完全 击 O(c) 临界 点 即 
{x)= 0 的 零点 确定 . 

命题 1.1 itel) [a,b] MBH, i rela, b] it, g(x) F 
0, p(x) € CP (a,b). WERE N>OF 


TA) = 007"), Acw, N>O. (1.2) 


证 明 DRM RAAT 


Die) = ad @) E. 
从 等 式 
DF.) = (PN E= h- EGA 
即 诱导 出 算 了 于 DD 的 转 置 算 子 
Dje) = £m) 


因此 ， 对 任意 非 负 整 数 N, 有 DN (eet) = eht, 由 分 部 积分 公式 
可 见 


b È b 
/ edr = f DN tet aida = J eo Dude. (1.3) 
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由 此 推 得 [fi < 4vA ,从 而 命题 1.1 得 证 . 
mie 1.1 (i) H(z) 40, WW g(r) 在 [a,b] EE, MAH 
y= O(c) 的 变换 ， 此 时 


pi >) 
HA) = f ean Hy) 
pla) y 


ah AH S TR l l)o a) 的 Fourier 变换 ,从 这 个 
角度 来 讲 ， 命 题 1.1 就 是 具 紧 支 集 的 光滑 函数 的 Fourier 变换 是 
HR RE pR Fie AK) 28 BL Be RE. 

(ii) 4 tz) g Cota b) —R EH, AARE dn (1.2) 的 渐 
近 估 计 ， 例 如 


b ih _ piña 
f edz = 一 一 = O(A7*). 
a T 


然而 ， 若 假设 ga) 与 vlc) 具有 周期 条 件 
ba) = pb, wa) = y >, 


则 命题 1.1 仍然 成 立 . 
(b) 尺度 变 按 方 法 .假设 我 们 仅 知 道 存在 有 LIE) > 1, 
来 寻求 [PVM de 不 依 束 于 a 和 5 的 估计 , 直观 上 , 若 作 > 一 
Aba! 可 见 ， 
| az = 007%), A => 00. 


这 一 估计 最 早 是 由 Van der Corput 证 明 的 ， 它 是 下 面 命题 的 一 
+ ARABIC. 

命题 1.2 (Van der Corput 定理 ) H d(x) Æ (a,b) 土 的 实 值 
KARA, BRE pr) > 1, Ve e (a,b). 进而 假设 下 面条 件 
之 一 成 立 : 

(i) k > 2; 

Gi) k =1 H V(x) Æ Ħ if A Re. 
就 有 估计 , 

oo 


< CENA, (1.4) 
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HC, 中 不 依赖 于 由 与 入 的 带 数 . 
证 明 先 在 条 和 件 (让 下 证 明 (1.4). 仍 用 五 与 翅 表 示 命 题 
LI 中 引入 的 记号 ， 显 然 


È ; b , b b . 
[ e-f D(e?* de = (0) ed| +f e^t. (ED) (dz. 


(1.5) 
注意 到 #(z) 的 单调 性 ， 就 得 


b b 
| e^t. FD) oe =| f e**?(4)—* + 4 yal 
1 
1 
A | 
故 车 将 上 式 代 入 (1. 外 BHE AE (1.4), 此 时 Ci 可 取 成 3. 


采用 归纳 法 ,在 情形 上 下 证 明 (1.4). RRA Bie my, 
EVE k +1 的 情形 . 无 妨 设 


Ptr)>1, zela,d. (1.6) 


和 否则， 用 一 p(2) 来 代替 dz) BT. a= cE [a,b] E E 
O(c) 取 最 小 值 的 点 (此 点 是 唯一 的 ， 否 则 与 (1.6) AB). 如 
R pe) = 0, 那么 在 区 间 (c-5,¢+5) HMA 6" (x) > 5( 当 
k=1 时， 还 需要 g(x) 的 单调 性 ). 因此 ， 注 意 到 


b cmd c+ | b o | 
f daf Adaa Pde f Mae 
a ü od etd 


及 归纳 假设 ， 可 见 


性 一 在 c—4 
f HE) da f eDit da 
ca da 


b 
f etl da 
e+d 


< CREATE. (1.8) 


fray 
< OGA. (1.9) 


注意 到 


o+é i 
f etree) dr 
c—d 

b . 
f ea 


特别 ， 当 ole) 关 0 时 ， 则 ce 一 定 是 la, 如 的 某 一 个 端点 ， 类 羽 
地 亦 有 估计 (1.10). 只 是 右 端 用 CLONE +6 RK. 总之， 取 
5 = ATH, 则 人 .4 成 立 县 Cry = 20, 42. 注意 到 C = 3, 归纳 
HW A Cy = 5-28-12. 

利用 Van der Corput 定理 , 在 去 掉包 具有 紧 支 集 的 条 任 下 ， 
给 出 振 萝 积分 TO) TA. 


推论 1.3 Roe) 满足 命题 1.2 的 条 件 ， 则 


< 28, 


就 推 得 
< 2WCL(GAY~* + 26. (1.10) 


é 
f etlehyfrjde 


a 


b 
< Cut (He) f Wed). aa 


证 明 $ Fle) = fE edt, 直接 计算 


r  ， h 
f eA b(a\dae = F(bjolb) -F (apla) — f F(x (zr)dr. (1.12) 


a 


注意 到 
[F(x)| < CAF, xefa b] 


及 F(a) =0, (1.12) A EAE i (1-14). 

注 记 1.2 4R=1, g'(x) 的 单调 性 是 必须 的 . AHR, 
可 取 pz) > 1, 入 二 1, 并 很 设 H(z) BREN RRR ER 
& mix, cosd(z} <0} > 2m{z; cosd(z} > 0}, 由 此 推 得 ， 当 
b> oo Ht, Wits (1.4) PRERE. 

(c) BURA. 渐 近 竹 原 理 主要 刻画 当 和 一 co 时 ， 
IO) RRR TT A. 我 们 知道 ， 当 yle) & CefaD 时 ， MA) = 
fPePMOwalde 的 渐 近 行为 由 le) 的 临界 点 确定 . BR ol) 
”的 支 集 supp 站 (zx) 充分 小 ， 并 且 它 仅 包 合 f(x) 的 一 一 个 零点 ， 那 
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ZA, TA) 的 渐 近 行为 就 依赖 于 满足 6 (20) AO 的 最 小 的 上 并 以 
入 的 指数 衰减 形式 给 出 ， 这 与 命题 1.2 是 一 致 的 ,围绕 这 一 思 
想 的 估计 称 为 驻 相 方 法 . 

SE l4 设 大 > 2 H 


o(zo) = Pro) = +--+ = pe (a) = 0, O8(zo} #0. (1.13) 
WE suppy SE mn WFLA CD HSA, HA 


+o oe - 
IQ) = f PHY (x)de ~ ATÈ Y ajA E, (1.14) 
& Fae xP 
d al , 
Cs)" [POY — ATF Sagar k | = OTN TDA, 
j=0 
Amo, YN ENU 1!O) (1.15) 


一 上 


RAO. 
证 明 HIE R= 2H, PH PRT. 
第 一 步 : RMR, BAS eH, A 


十 2 u 一 1 i 
/ ef ple t da ~ A F > CPAD, vie NU{O}. (1.146) 


事实 上 ， 当 | 为 奇数 时 ， (L16) 左边 的 积分 是 0, (2.16) A 
然 成 立 ， 当 1 是 偶数 时 ， 令 z= (Ales, 注意 到 


容易 春山 
t= iA z J 1 too 2 l 
f er gle dr = (1 — iA) 2 3 f e” war. (1.17) 


WA f(z) = 2 F 的 主 值 分 支 是 由 复 平面 去 掉 负 实 轴 所 决定 ， 
在 此 意义 下 ,我们 有 


i+] 了 十 工 


(Loi) PF aa FAt-jy FF, Aro. 
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因此 ,在 lwlj<1 上 展开 心 一 上 -本 (w= 171), 就 得 到 渐 近 展开 
a& (4.16). 
第 二 步 : ne CSR), [是 任 一 非 负 辖 数 ， 那 么 


f/ ia rntr)dr| <A ATi, (1.18) 
FXE, Saccr(R) 满足 
fi, @#) <4, 
a(z) = | 9, «| > 


这 样 ， 可 将 (1.18) 中 的 积分 号 成 
tao 
f ei tpl ada = J E ~a(=)| dx 
+ J e"a'n(a)a(—)dz, (1.19) 


这 里 8 是 待定 参数 . FM (119) 的 第 一 个 积分 可 被 Ce'+l 控制 ， 
注意 到 (x), ofc) 的 支 集 性 质 ， 第 二 个 积分 就 等 于 


J oN enla) - ol EY}ds 
= f PCD Ha -adz， (1.20) 


这 里 :Df =(-id)-1 4 (4). 简单 计算 可 见 ， 上 式 可 被 


S æt dg = ChA N et 72N+1 12N < -l 
A® diaze 
KEH, FAK 
Fee i+1 
J etr aina Jda] < Cyle t! ANet 2Ntl] N> z: 


这 样 ， 取 。 = 和 A# 就 得 估计 (1.18). 类 似 地 ， 由 分 部 积分 就 得 


J 27 aade = ON), VN >00, (1.21) 
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这 里 of) c SCR") BEA GEE O. 
第 三 步 : 现 来 证 明 当 wz = rz? 时， 命题 1.4 Re. BEE 


+o 
f er ab(a\da = [Pe fe weeds, (1.22) 


这 里 p(x) ¢ C(R") AZ supp yl) LEX 1. 对 任意 整数 六 > 0， 
由 Taylor 公式 可 见 


ez (x) = yo æi 十 aiti Ryte) = P(x) + at Ry (£). 
j=D 


FH, 022) 中 右边 积分 可 转换 成 三 个 积分 


N 十 ec ` 1 空 . 
Sa f et eT pidr, (1.23) 
J=} aed 
too a Ze 
f er Nt Ry(rje* w(aldz, (1.24) 
+ oo 
[Pee i) - 12 (1.25) 


这 样 ， 分 别 对 (1.23),(1.24) 和 (1.25) 利用 估计 式 (1-16), (1.18) 及 
(1.21) 就 得 [TS cP plede 的 渐 近 估计 . 
有 了 上 面 的 准备 ， 来 考虑 天 = 2 时 的 一 般 情形 ， 此 时 ， 可 
将 A(z) 写成 
plt) = efr — ro + Oz — 297°), c #0. (1.26) 


© d(x) = elz — zo {i + e(z), 这 里 e(x} = Of|x 一 tol) 是 一 个 光 
HRA, Ak, 4 r ro tt, le(z)| <1 H A(z) 4 0z £ zro). 
W U fio 的 充分 小 的 邻 域 ， 在 其 内 上 述 条 件 成 立信 

y = (x — zo)ll +(e), 
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则 映射 oye IU Wy=0 AN-T+SERAK RSA, 
自然 有 cy? = gz 六 此 . 


/ ePO) yp(r)dz = f ev (dy (1.27) 


满足 , 4 Uc suppy, M d(x) e C™(R). Hike, 4k = 2 时 ， 
命题 1.4 成 立 . 
最 后 ， 对 于 上 > 2 的 情形 ， 注 意 利用 


{+1 


+00 2 k k 
f ere T zidr = CEAl — iA) E., (1.28) 


类 似 地 可 得 估计 (1.14). 
注 记 1.2 在 命题 14 中 ，aj 依赖 于 g(x) 及 v(x) 在 zo 点 
的 有 限 阶 导数 .特别 ， 当 二 2 对， 我们 有 


27 1/2 
dg = (5) (ap). 


类 似 地 ， 估 计 (115) 中 的 界 仅 依 赖 于 olr) Role) 的 有 限 阶 导 
数 在 supp ya) LM ER. supp y 的 度量 及 oilo) 的 下 界 . 


§9.2 Patti me Rohit - 


本 节 我 们 将 致力 于 讨论 高 维 情形 的 振 划 积分 
= f ete h(a )dx, n>2 (2.1) 
Rr 
的 浙 近 估计 ， 有 些 与 一 维 情形 是 一 样 ， 然 而 有 些 合 计 就 芝 弱 一 
E, RAFET, WE EN, H 


他 a ð 
ve = (5% (wo), Zeleo) 5 5 (eo) ) =O. 


REPR £ = zo FE AE AR O(c) EBM O CR 的 临界 点 . 
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命题 2.1 pe CPR"), oz) BS Aw mM, AF suppr 
LARA, BA 


TA} = f el hii(a\de = OQ MY), Aco, VN ESO. (22) 
yn 
证 阴 设 xo E supple) 存在 一 个 单位 向 量 与 一 个 以 zo 
为 中 心 的 小 球 Bs, (eoh 使 得 
(Er Vidz) 2C>0, re Bs, {ao}. (2.3) 


因此 ,， 全体 (Bs, (20) }eccsuppy: 构成 了 suppw FT. FB 
有 限 覆 盖 定 理 ， 存 在 NTER B, 及 相应 的 CY pa AR g 使 得 


N iy 
> 9;=1, 2€suppd, [J Bi > suppy, suppg; © By. (24) 
i jl 


i, BA IA) 就 化 成 了 


N a 
> f eb (alde, Yy = gj(a)¥(2). (2.5) 


j=l 


H y; € C(R"), suppy; C By. 因此 , 就 将 整体 佑 诗 式 (2.2) 化 成 
每 一 个 小 球 B 上 的 估计 式 . 选取 新 的 学 标 系 z1,T2,:…… en, fF 
得 ri HS ERM, AH E Vele) = SP (a, Tn ,Zi 2c > 0, 
Ba ith, h — Sf te fA A tS a ELD 可 见 


f em (alder = f ( f EPO i {e + 2nd) dez- dtp 
=OA-*), N20, 1<j<N. (2.6) 
因此 ， 两 边关 于 了 了 求 和 ， 即 得 情诗 (2.2). 
XFRESRAH, CRAB RRA OT RAR : 
mM 2.2 vic) 是 光滑 函数 且 suppy c B,(0), O(c) 是 实 
(EE aK A EES BGR ER o (k = jel > 0) 使 得 
jar é(xe)| = 1, x € suppy(z), (2.7) 
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| f es)ae| < CBA + lvl) (28) 
这 里 OH 不 依赖 于 入 和 由 ,但 依赖 于 少 的 上 +1 阶 导数 的 L 
这 时 


注 记 2.1 人 与 一 维 的 Van der Corupt 原则 ( 见 推 论 1.3) 相 
E. RE Cr KR A o, 而 一 维 的 情形 则 不 依赖 O(c). 另 
一 方面 ， 一 维 情 形 对 wz) 没有 紧 支 集 条 件 ， 而 高 锥 情形 由 要 求 
pir) 具 紧 支 集 的 条 件 . 

Gi) WA 22 给 出 的 估计 不 是 最 优 的 例如， 当天 一 工 时 ， 
命题 2.1 就 是 例证 .再 例如 ， 当 中 = 2A, RE p(z) = gr RH 
命题 2.2 仅 能 给 出 和 -3 的 衰减 估计 ， 事 实 上 ， 下 面 命 题 3.3 表 
RAE Be oA! A ee it. 

(ii) ER SMR, RMA BRA Jgn e 2 b(x)dax 
MA ABM A? hy eM it. 

TE iE BA ti 2.2 之 前 ， 先 来 证 明 一 个 引 理 . 

FH 238 it Pr ÆR” 上 全 笨 玉 阶 齐 次 名 项 式 所 构成 的 实 
的 线性 空间 ， 则 存在 dkn) 一 Ce il 个 单位 向 量 


ELE, gE 


使 得 齐 次 密 项 式 (E e) (GF = 1,2,--- dkn 构成 了 Pp 的 一 个 
EI. 

证 阴 由 第 三 章 第 二 节 命 题 2.1 知 ， 单 项 式 z*(|a| =k) 是 
P, HÆ, H dim Pk = d(k,n), 现 来 证 明 Ph 有 形 如 {(€ - 
zj an) 的 基底 ， 由 Pi 上 内 积 的 定义 


(P,Q) = PIOQT) = QI) P(x), P(t), QUE) € Pk, (2.9) 
HE, 车 Pa) 是 正 交 于 全 体 (E-r), B (E V) Plz) = 0, VE € R”, 
换言之 ， 

(O P(t) =0, VEER", (2.10) 


MHEG P= 0. 此 说 明 Pi WaT win (€-2)*, JE = 1, £ € R” 
所 构成 . XAA dimn Pr = dik n), 因此 在 在 £1 £2,-.. Ean) 使 
得 (名 .zi 是 疾 的 一 个 基底 . 
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命题 2.2 的 证 朋 据 引 理 2.3, 若 存 在 满足 |e| =k HS BH 
标 a 使 得 gliro] > 1, 则 存在 单位 向 景 £ = exo) 使 得 


E .Vglzo)| > or > 0. (2.11) 
进而 ， 和 由 于 el) 和 的 Ce MAR, MTA 


KE- V) b(a)| > >0, xE Blxo}, (2.12) 


RE Biro) 是 以 ro 为 中 心 ,半径 是 clolici. HR. HARK 
fF, ERIR {B(z0)} cnp 就 构成 supp? WARS BR, AAA 
FH A fie op ABR RE EL, FEE Pon ge. ,gm 使 得 


| Seg (2) =2, suppg; C Bj, O< gi <1, (2.13) 
So IVg] < by. 
Mic t = gip, BA 
` N - 
f eb (a)da = $ J ery da. (2.14) 
gel 


Fm eit (2.14) PARA fePPHO we ade. 16 AC Br AY A 
系 司 得 rr MSS Ae (在 每 一 个 球 Bi E, CBRE, 2.1) 
式 ). HR, e Ve >. 因此 ， 由 命题 1.2 及 推论 1.3 可 得 


f tds -一 J (fee eye 。 ,2njazijadra oe i ee 


< Chla ATE {Bl co + 上 人 让 la deny (2.15) 


两 边关 于 3 RKA, BiA i (2.8). 

当 n 二 1 时 , 车 z= zo MAM Oo) 的 临界 点 且 z = 二 zo KR 
是 pie) 的 有 限 阶 0 点， 通过 变量 代替， AR RR Ole) 化 成 
正则 形式 6, 且 在 z=0 的 附近 , A = trt. 然而 , 对 高 维 的 情 
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形 ， 没 有 和 相对 应 的 一 般 性 结果 .但 当 扩 二 2 时 ， 有 与 一 维 相似 
的 渐 近 性 估计 . 
定义 2.1 Hey BHR de) 一 个 临界 点 ， 如 果 
2 
a eo), 1 < hi<n (2.16 


EnS nxn EE, We z= cy BIRLA A. 

利用 Taylor 公式 , 容易 看 出 e(r) 的 非 退 化 临界 点 本 质 上 是 
一 个 孤立 临界 点 . 

HH 2.4 E oleo) =—08 ro Æ plr) HIERIE AA. v(x) 
HEE suppt AGE r= xo KHE- RAR, M 


f eP pade w ATEN aA, A> ow, (2.17) 


j=0 


这 里 (217) 是 在 


d y igla) 一生 ~ j _ 
(sy) 人 e plrjder 一 和 2A = OA 2 ) 
(2.18) 
意义 下 上 成立 . 
注 记 2.2 在 渐 近 估计 式 (2.17) H, a; KRM A(z) 与 
w(x) Æ zo 的 有 限 阶 导数 . 特别 ， 


ao = ġ(zo) (27)? [] (-in,)-?, (2.19) 


这 里 HiH, ,An 是 矩阵 (2.16) 的 特征 值 . 类 似 地 (2.18) 中 误 
差 项 的 上 界 仅 依赖 于 和 志 在 supp 上 的 有 限 阶 导数 的 值 . 
命题 2.4 的 证 明 与 命题 1.3 的 证 明 步 又 相同 , BE O(a) 
一 个 标准 的 二 次 型 ， 


Qile) = 2 一 > r, O<men, (2.20) 


g=m+l 
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则 
J Alaere gide ~ ATIE Sc;(m, DA, (2.21) 
n j=0 


AE l= (lis sn) 是 多 重 坐 标 ， UD = zh oi. 
车 有 一 个 1 是 奇数 ， 那么 ，(2.21) 左边 积分 就 恒 等 于 0, See 
然 成 立 . 一 般 地 ， (2.21) 左边 积分 可 以 改写 成 


Tt 十 号 a. nm 十 ee 2 © ay 
IL / Ethie j x? da; = I / ey yidyl FAITE, 
j=1 %7% j=1" 
{2.22) 
mt tli ; n _ 
RB Ta HAE, AD Lt, MR GOT 


D-i- 展开 成 和 -1! 的 级 数 形式 即 得 估计 (2.21). 
类 似 于 一 维 的 情形 ， 对 任意 n(x) < CP(R"), 有 


f cM) ain(n)da| KAN ETF, naje ce. (2.23) 
事实 上， 考虑 锥 
r = {a Ja? > Ey re = fo: al > EEY (2.24) 
1 7 一 2m 7? 7 3 a 


显然 ， re c Ty EMR. 因此 ， 容 易 找到 nn 个 零 次 齐 次 


也 


ÑO o()=1, s#0, supply cP. (2.25) 


j=l 


因此 ， (2.23) 左边 积分 可 改写 成 
[ eA )aln(a)de = > f elein R s(x) dz, (2.26) 
Rn foi JRn 


在 每 一 个 锥 内 ， 通 过 引入 
Dye) = e>), Dif = (+2iXz;)-! cf (2.27) 
i 
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及 分 部 积分 技术 ， 容 易 看 出 ， 对 任意 el) e CoR”) 满足 


1, iz| < I, 
a(x) = | 0, t2|>2, O0<a(z} <1, (2,28) 
就 有 

EDANE) eile- aT < Cyd fa|!2%, a EP, (2.29) 


这 里 用 到 
[rl> (ay lr, eer | (2.30) 


因此 
f ele ein rN ajde = J eD) pln (2); (rT)a{ dz 
E” Re £ 
+ Í ARNE DN ein{s)Q; (1) — a(=))]de 
Ra E 


<0!" 十 OA f e| AY de 


jz| te 
=C (e t” + ATN gh IN tn), (2.31) 


令 二 A-3, 上 式 两 边关 于 7 从 1 到 nn 求 和 ， 即 得 估计 式 (2.23). 
类 似 于 (2.23) HIER, 38H, fne sR”) H n(x) FEO 
AE TP) SR ARO, IBA 


/ eleni ede = OTY), VN > 0. (2.32) 


因此 ， 对 于 特殊 Oe) = Q(x), A (2.21),(2.23) 及 (2.32) 及 
ar M2 1.3 的 证 明 技 术 ， 即 得 个 计 (2.17). 

下 面 来 证 明 一 般 的 情形 , 因为 (20) = Velo) = 9, B x F to 
是 olr) PAE AB Ne AR, BBA A Morse 引 理 ， 存 在 za HIN 
bt Biro) 3) y 空间 上 0 点 的 小 邻 域 BO) 的 微分 同 肛 y = gie), 
在 此 变换 下 ， 相 函数 G(x) owe AE RR AR te HE AN HB ah 


ri ti 
ay) OW- SS yj, OS men, (2.33) 
j=l j=m+l1 
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这 里 指标 m 与 相应 的 矩阵 [p 2) wo) 的 正 值 特征 值 相 一 致 
这 样 


IAB pf rd = il Wp dy 

[ie w(x} T an wg (TD 

m ATI S a I, A 00. (2.34) 
z=0 


89.3 ”支撑 曲面 上 的 测度 的 Fourier 变换 


SER" P— SE m EF HRI LB TA TSR, id do 是 
R” 上 的 Lebesgue MBS LMR SMR, BB yl) € COR”) 
HERBS SHAH S 上 的 一 个 紧 支 集 ， 

AZ BOR” 上 的 有 限 Borel 测度 du = W(tz}do, 自然 它 是 支撑 
曲面 5 上 的 测度 . 我 们 拟 研 究 du 的 Fourier 变换 在 co Sb BA 
近 行 为 . 这 是 一 个 很 著名 且 古 者 的 问题 ， 它 最 初 是 出 现在 数论 
的 研究 中 ， 特 别 是 用 于 研究 到 ”中 区 域内 的 略 点 分 布 . 现在 看 
来 ， 它 在 振 葛 积分 理论 中 扮演 着 重要 角色 . 尽管 dp 的 渐 近 性 
质 对 所 有 的 非 等 高 斯 曲率 的 超 曲 面 艾 可 , 但 我 们 还 是 很 乐意 从 
一 个 典型 的 情形 开始 我 们 的 讨论 . 

命题 3.1 B Sl E R 中 单位 球面 WS") 上 的 诱导 测 
度 dolz) 的 Fourier 变换 


5o-/ 。 Ania § to (x) (3.1) 
RAE fait 
da(é) = O(|g|"7"), l> oo (3.2) 
HERA 由 Bessel RIA) HEMT, #r BE UE AA 
do{t} = ), (3.3) 


自然 就 有 渐 近 估计 (3-2). 下 面 证 明 (3.3), h S 的 对 称 性 ， 无 妨 
te é = (0,--- D, En), 因此 ， 


doe) = | 677e dola), (3.4) 
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fP S M 
do = doy_ = (sin 8)” Zdon 2d0. (3.5) 


TÆ, 
DE = f [ ezrlElicosefsin bn-2dr 2d0 
0 Jgn-2 
el e—2"ltl cos 8 (sin A)" -240 
Ü 
i r n—ł 
Sono f emae d (= cos 8) 


DCE) Jaz: (2m) (3.6) 


(rie z 


注意 到 jc。 ?| = n 故 (3.6) 就 意味 着 (3-3). 


衰减 估计 (3.2) 并 非 因为 S 上 的 支撑 测度 的 Fourier 变换 
是 经 典 的 Bessel 函数 而 特有 ( 因 Bessel 函数 其 有 旋转 对 称 等 性 
质 ). 它 本 质 上 依赖 于 曲面 5 的 曲率 性 质 ， 具 有 相当 的 广泛 性 . 
事 空 上 ,对 于 具有 非 负 Gauss H Æ Ai H H mt iiH Borel 测 
BS AB A AL E A TT (3.2). 

我 们 先 回忆 一 下 一 些 几 和 何事 实 , HE SER PH n-1 E 
曲面 县 其 上 每 一 点 的 Gauss 曲率 非 零 . 所 请 在 zo ES AAAS 
的 Gauss 曲率 ， 意 指 : 通过 R" PH ARS wee eR, BH zo 
BM ec=-ObL AE 点 的 切 平面 就 变 成 超 平面 zu = 0. 这 样 ， 
在 原点 的 附近 (BR xo 的 附近 ), 曲面 SS 可 以 表 成 


=|¢n- 2| 


En = (Fr, T3, ,Tn 1) 
A ve CO, (0) = Volo) =0, W (2-1) x (n — 1) EE 
3y _ 
(Iran 1<2,7s50n-1 (3.7) 
的 特征 值 Yis ¥2:° nl1 称 是 5 在 z = rý Pa AY FE AR, 它们 的 


积 或 矩阵 (3.7) 的 行列 式 的 值 称 是 5 在 z= zo 点 的 Gauss 曲率 
或 总 曲率 . 
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定理 3.2 假设 5 是 下 "中 县 有 非 零 Gauss 曲率 的 光滑 超 曲 
WM, i de= pdo, 那么 


ldo(é}| < Al€| 2". (3.8) 


证 了 明 注意 到 ， «suppy NS AR 中 紧 集 上 且 5 中 每 一 点 的 
Gauss H RAR, AA AM TITER Beon Bu 使 得 {Bp 
SEL 构成 了 suppwn3s 覆盖 ， 且 在 每 一 个 BnS F, 8 WA 
程 可 表示 成 

Tn = ple, Z2 ;Tn—1)- 
Ru, do = (14+ |Vyl")!?daidza---dz,_,. 这样，(3.8) 式 就 归 
结 为 证 明 


人 et)3(z 人 及 (zjdzadza de, ,| < AATE, (3.9) 
EK"™-1 


这 里 suppd(x) C 原点 的 一 个 邻 域内 ， A= [El > 0,6 = Any = 
(minac In) 是 单位 问 量 ， 


n—l 


Pirn) = 5 TiN + play, £2, et ,Tn 1 ns (3.10) 


j=l 


AA 
iar 


GETA (0) 40. (3.11) 


pfl0) = Vey(0)=0, deticjksn-il 


我 们 就 如 下 三 种 情形 来 证 明 {3.9). 

(i) 当 7 充分 接近 于 北极 点 ow = (0,0,--- ,1). 
Gi) 4 DRIFT BABA mw = (0,0,--- ,一 1). 
Gil) 单位 球 S 中 的 其 它 点 . 

首先 证 明 情 形 (i) 注意 到 


Wy 下 f 7) = (71, ae fini) + nn Vo P(e), 


因此 
Yo :EB(r, TV) ,= 0. (3.12) 
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注意 到 3 2 
detla Wom) #0 1ShksSn=i, (3.13) 


AH Bes bg EE, 24 EDRF nn i, EE r = r'in) 
使 得 
Ve: (rn) =0, 7 €Of(nn), (3.14) 


z'=r' in) 


这 里 O(nw) 是 jw An DBR. SEEN, ERE BHM 
郴 数 ， 故 有 


ald mhn) #0, nE Oly). (3.15) 


这 样 ， 只 要 suppy 充分 小 ， 使 之 完全 属于 zo = rn) 的 小 邻 域 
内 . 由 命题 2.4 就 推 得 估 讨 式 (3.9). 同 理 可 得 情形 (ii) 的 证 明 . 
于 面 来 考虑 情形 (ii). 依 定义 
Va . B(x’, n) = (T, ue In) +trVé(z), (3.16) 
Art+::-+72_,2>Cr0k 
Voir = Oir), zx > 0. (3.17) 
四 此 ， 当 suppi 属于 0 点 的 充分 小 的 邻 域 时 ， 就 有 
\V.P(2',9)| > C > 0. (3.18) 


这 样 ， 利 用 命题 2.1 推 得 


j etl ple dzi ds ,| = OTN), N >20, A> co. 

a (3.19) 
由 N > 0 的 任意 性 就 得 估计 (3.9). 

当 S EH hM (dims =n-1) 时 ， 上 面 的 讨论 给 出 了 5 上 
支撑 测度 的 Fourier PHM BM, 下 面 考虑 更 一 般 的 情形 ， 
也 就 是 说 研究 支撑 在 有 限 型 光滑 流 形 上 的 测度 Fourier 变换 的 
whit. 所 谓 有 限 型 的 子 流 形 是 指 : 设 是 RRR” 中 的 m 维 的 
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光滑 子 流 形 ，1 < m < n 一 1 对 任意 一 点 z & SS 在 此 点 与 任 
何 一 个 仿 射 超 平 面 至 多 有 有 限 阶 的 接触 ,更 确切 地 ， 有 


eM 31 ES ËR 中 的 m 维 光 滑 子 流 形 ， 对 和 任 一 操 
zo E585, 在 zo 点 的 充分 小 的 邻 域内 考察 5S. 记 S RICH RN 


p: U -= R”, OUcCR™ (3.20) 
A, XE U ÆR” 中 原点 的 一 个 邻 域 , AT RUE 3 光滑 嵌入 
R”, 这 里 假设 向 量 Fe ee 在 每 一 点 zf EV 处 线性 无 关 . 
对 任 一 xo EU 和 和 任 一 单位 向 量 ne 区", Kw 
[y(x) — pira n 


在 zz 一 zo 时 ， 不 以 无 穷 阶 的 方式 趋 于 0, 即 存在 一 个 多 重 指标 
ce, 使 得 


a [ele)nle—2ro 天 0， ja > 1. (3.21) 
自然 ， 对 于 充分 接近 (20,9) 的 7), PR 
dalele illz- #0, |el > 1. (3.22) 
BR 
k = inf (lel; Of hole) |2.4# 0, Yn E RE A i aE, jal > i} 
(3.23) 


Ep Ero AMD, PRES E r= ro 人 处 的 型 .如果 可 CU 是 
RPS, BWA y EU, PRAE 


ku, = max{ks, 其 中 表示 yp 在 I 点 的 型 }. (3.24) 


注 记 3.1 (i) S Æ R? 中 的 曲线 时 ，5 是 有 限 型 流 形 等 
价 于 曲线 S 的 曲率 在 xo 点 不 依 oc 阶 的 方式 趋 于 0. 类 似 地 ， 
HSER 中 的 曲线 时 ，S 是 有 限 型 子 流 形 等 价 于 对 Veo € 5, 
在 zo 处 曲线 S 的 曲率 和 搁 率 均 不 依 无 限 阶 的 方式 趋 于 人 . 

Gi} WẸ dim(S) =n- 1, SHR PHBH, UWS 是 有 
限 型 子 流 形 等 价 于 对 Yzo cS, 至 少 5 在 此 点 的 某 一 个 主 有 曲率 
不 依 无 跟 阶 的 方式 趋 于 0. 
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(ii) 4S 是 实 解 析 情 形 ， 呈 是 有 限 型 子 流 形 等 价 于 S HEE 
浸入 任何 一 个 仿 射 超 平 面 . 
定理 3.3 i SER” P-TtHAARHH m 维 子 流 形 . 
设 dp = ydo, 那么 
Idu(€)| < AJETE, (3.25) 


XE k ERI suppy 1S 的 型 . 
证 明 由 单位 分 解 定理 , 曲面 5 上 支撑 测度 Fourier 变换 转 


ea -f emilek (alder (3.26) 
E am 


并 且 supp? € C@(R") 可 选取 的 充分 小 ， 现 记 £€ = An, JA > 0, 
in| = 1, W— ETE T a, lol < k EB 


8%[ylx)n] #0, 2 € suppy, (3.27) 


这 里 supp 信 可 取 的 充分 小 ， 因此， 由 命题 2.2 即 得 估计 (3.25). 

注 记 3.2 当 8 是 实 解 析 的 曲面 ，S 是 有 限 型 子 流 形 是 豪 
减 估计 (3.25) 的 必要 条 件 . 否则 ，5 就 浸入 一 个 仿 射 超 平面 . 
ER, SFE AFUE E dul) 就 是 常数 . 

注 记 3.3 支撑 在 章 次 函数 定义 的 曲面 上 的 测 讶 的 Fourier 
变换 具有 如 下 情形 的 衰减 估计 : 

(G) 设 pla) ER” EASA ACR > 2) 次 齐 次 多 项 式 ， 如 果 它 
是 非 负 退化 ， 妈 


aig 


det( Oz; OT; 


)#0, 2 #0, (3.28) 


BA, HERH y ECER), RNA 
f e Tiels) tEn] h gdr = | eld 
T a 
= OE) + JAN Ë, (3.29) 


这 里 dy = alx)é(r — p(a))drde, S 是 由 T= glr) BARB HM. 
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( 更 一 般 地 ， 设 w(z) 是 并 一 阶 齐 次 实 函 数 ， 它 除 原 点 以 
外 是 光滑 的 ， 设 rank(gef-) =r, 2 #0. 则 


f eil Mi tie] gjde — f etmi EtA] dy 
n S 


=O(j + ANE, WE CSR"), r> T. (3.30) 


而 当世 又 时， 没有 一 般 的 结果 . 特别 ， 当 k= 二 1 时 ， 有 


f einate E alhada = [ ei2" [eet rr] gy 
出 


=O(lt| + Di r<n-1, yr) ECS (R"), 
(3.31) 


这 里 du = o(z)6(r 一 gp{z))drdz, SEA T = ple) 所 决定 曲面 . 


89.4 Fourier 变换 的 限制 性 估计 


我 们 知道 LHR”) ERRAI Fourier 变换 是 连续 函数 ， 上 自然 
CER 上 是 处 处 有 定义 的 . 另 一 方面 , 当 1<p<2 时 , 根据 经 
典 的 Haudroff-Young 不 等 式 ， Fourier 变换 是 LP(R") 到 L? (R"} 
上 有 界线 性 算 子 . 因此 ， 对 Yie) E LPR"), Ff ER” 上 几乎 
Ababa, We p>2int, 一 般 来 讲 Ff RETEST MA 
数 ， 故 天 在 性 "不 能 几乎 处 处 有 确切 的 意 立 . 

当 n>>2 时 ,人 5S 是 R"* 中 潢 足 适 当 曲 率 条 件 的 光滑 子 流 形 ， 
那么 ， 存 在 po = po(S) (1 < po < 2) 使 得 对 任意 f(x) E LPR"), 
1<p<po, 限制 在 :5 E, Fourier BHR F(E) 几乎 处 处 有 定义 . 
这 一 事实 也 是 数学 家 Stein 最 近 几 十 年 才 发 现 的 事实 . 这 充分 
表明 对 于 高 维 空间 Fourier 分 析 的 理解 是 很 组 惕 的 . 

SM 4.1L? 一 L 限制 性 质 ) ASH R 中 一 个 给 定 的 光 
WTAE. do 是 其 诱导 的 Lebesque ME, KS AA L? 限制 
性 质 ， 若 存在 一 个 98= qip) 使 得 


( Í AORE] < Aval sof laren VF (x) € SIR”), (4.1) 
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这 里 5o 忆 3 是 开 子 集 , 其 闭 包 so 是 5 MRR. 注意 到 SCR") 
HAF LR"), (4.1) 式 中 不 等 式 对 YFfz) Ee LPR”) 也 成 立 ， 

刻画 光滑 曲面 的 限制 性 质 及 寻找 p, g 的 最 优 范 围 是 一 忻 很 
AYER CH, xe ESHA RRR, RTRs —# 
特殊 情形 建立 LP 一 LY 限制 性 质 或 对 一 般 情 形 建 立 较 器 的 LP 
一 LE? 限制 性 质 . 

定理 4.1 RS ERRERA k mE. 则 存在 
po = polS) = 325, HE SAA L? — L? 限制 性 质 ， 即 


( f ÄER) < Apa(So)l fl Vile) ESR), (42 


这 里 1<p< po, So CS 是 开 子 集 并 且 So 是 5 的 紧 支 集 . 
证 明 利用 单位 分 解 及 有 限 覆 盖 定 理 , 容易 看 出 , hit (4.2) 
等 价 于 


(f fe Peed) sa ESR) Ga 


这 里 oO RRETA., TERM BRA RR RHR, + 
dn 二 ydo, FP MAF RA 
Rf(£)= Í e 78 t(aldx, WEES. (4.4) 
Rn 
这 样 ， (4.3) MERE R E LPR") 到 L?(5, dy) 的 有 界线 性 算 
F. 为 证 明 此 事实 ,我们 引入 算 子 RHEE AATF R 
R'f(a) = f rtf (Odn(e), TER” (4.5) 
5 
注意 到 
(RF, Rf) 12,3, = RS, fh ee an: (4.6) 
及 Holder FFA, FAEH., WE A: LPR") > {5, du) 是 
ARRET, BAM sue R*R: (R — (R) 是 有 界 
线性 算 子 ,这 里 是 p ERAN. 直接 计算 
"H r) 一 2 —anige d d 
(RRP) = f rine [cmv Fa ayaule) 


~ 人 n fee due ) f (y)dy. (4.7) 


这 意味 着 


(RRP) = (+e) KE) 5 de) (4.8) 
另 一 方面 ， 利 用 定理 3.3, RNA 
IK(z)| < Alel Ë, (4.9) 


BK(s) BSR BR, 因此 


iK(a\l<Alel"?, 0575 (4.10) 


利用 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 ， 易 见 


1 
IR Rflg < Apal lip q = Sot 1l<p<d (4.11} 
mq=p', M 


_2n TOET (4.12) 


WR'RG |p < Apllfiles P= any 


weal, yit Apc aeo M] < p< po 就 得 限制 性 
fe it (4-2}- 
eyo 4.2 在 定理 41 的 条 件 下 ， 有 如 下 限制 性 估计 


i 


~ q _ P 
(f. pear】 < Anal SOS» 9 iy “WY 


L<p po Wf(2) € LPR"). (4.13) 
证 明 注意 到 
\ filz=(S0) < fl mn) < Fila (4.14) 


此 式 与 (4.2) 式 插 信 就 得 估计 式 (413), 
ig as RSE R PAB AO HE A OE ERE, 
册 有 Le 限制 性 估计 
人 POPLO) Z ASile f(s) E PR, 
° on + 2 


， (4.15) 
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这 里 So Cc 5 是 开 子 集 ，B6 是 5 的 紧 子 集 . 
证 明 设 %(z)>0 且 yle) e CPR") HARM EB RH 
位 分 解 定理 ， 容 易 看 出 (4.15) 等 价 于 
(S WOPKE) < Arlt 
f(z) € S(R?°), 18 pS po. (4.16) 


注意 到 suppy TRARD DRE, LABi (经 过 适当 的 旋 
转 和 平移 ) 曲面 8 可 以 表示 成 


En 一 @(E1, £2, rt »€n-1).- 


Wid du(é) = ydo, 类似 于 定理 4 中 引入 的 算 子 吾 及 其 形式 共 
WAT R*, 就 有 


J IÑO] du = (RRS, fjr) = f TO) Hajdz, (4.17) 
3 Rn 
这 里 (T(z) = (f * K)(e), 而 

K(x) = f ere Edale), (4.18) 


因此 ， 利 用 Hölder PEA, Æ BE UE HA 


ITAN < Apllfil fr) € SR”), >. -1 (419) 
就 得 估计 (4.16). 进而 ， 注 意 到 

IP filoo < AN, Yæ) € SOR"). (4.20) 

仅 需 证 明 

IF lle, < 4 VE) € SR"), (4.21) 


就 得 估计 (4.19). 于 面 证 明和 估计 (4.21). 对 Res > 0, 引入 


es 


K,(2) = E Í ePrize ble, PETIH NEn — bE DDE) dE, 
(8) Ja (4.22) 
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这 里 E = (£1, 625-7 Ena), WE’) = WENA + VAE. 因此 ， 
dp = Plt dé", n{s) © CPR") 县 在 原点 附近 ols) = 1. FERR 
替 En bn + HED 则 


e5 二 oom omir. 
Kala) “raf ed 
Rn 一 1 


Stolen): de 
Ret (4,23) 


我 们 断言 : 函数 Glir) KF s BRR HK BA Ole.) =1 H 
满足 估计 
[Cs (2n)) < elen 8S, (4.24) 


现 取 ciy) e CP (R") 满足 Cly) lly <1 注意 到 


a 
e* 


一 = 0), 
Ms) g=0,—1,-2,- 


a” 


£ 
lim =~ = 0, = wa ca ch. 
上 ee Is) SSermases 


这 里 feb BAEK. Aa, KAI 


eo asi 
asly) = | Fy Sa ¥>% Retsj>0 (4.25) 
0, y <0, 


BSW aAa A A 5 一 aly) 对 所 有 seEc 有 解析 的 扩张 . 事实 
bk, ÆR eS"), NoE THEA, 4Re(s) > ON, RA 


+o 
a(d) = f og(y)d(y)dy 


e n° N+s—-1 a N 
af wD ceed a 


E CD ACR 
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mH Cyl = (N +s —1)(N+4-2)---s, HA 
d 


g were — Cu(s)y* ! 


及 分 部 积分 公式 ， 由 此 可 见 ，ast9) 可 以 解析 地 延 拓 到 Re(s) > 
-N, E N WAEI, 分 布 值 冰 数 s 一 as 四 可 解析 扩张 到 5 
注意 到 ， lim,sosE{s) = 1, H (4.26) 式 易 见 ， 当 入 二 1 时 ,有 


aol) = — f j S- [cludotulidy = @(0)C(0) = pl0), (4.27) 


从 而 知 ao Æ ô- 函数， 若 取 Ci) E Cr(R) A suppe 上 恒 等 
F 1, BA 


ji asly)" "dy = / a (yd(yjdy, oly) = ey). (4.28) 
R È 
由 (4.28) 式 ， 容 易 看 出 


| f as (y)dy < Asju T, s=0+it. (4.29) 
ik 


因此 ， 由 上 面 的 讨论 ， 若 取 Cw) = narh BA 


ea 
Glen) =a fe nln dEn 


7 人 “a, (én)le 7" > H(En)] den 


a 


+ f Ca (En )le rr (én) dEn. (4.30) 
g 


ix HAE CH(R) A suppn LST 1, kB ame. H K(x) 
表示 式 (4.23) 可 知 Kaz) 可 连续 延 拓 一 个 整数 函数 (其 值 是 
Hi, tm 至 老 以 多 项 式 形式 增长 的 光滑 函数 ),， 这 样 ， 容 易 看 
出 

(a) Ko(x} = K(x); 

(b) |K izn peleh <dA,reR",teR, 
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(c) Kiger (£)| < A, E € R”, tE E, 
这 里 (a) EI RP Ol.) 三 1 的 直接 结果 , 利用 定理 3.2 (4.24) 
与 


f eTM 2 Hen HEY) ofl E dE < Clen T, (4.31) 
n-i 


直接 推 得 (b). AR, (ce) 是 从 表示 式 (4.27) 直接 推 得 . 
现 考 虑 解析 算 子 艇 工 ， 工 (f= K, f. H (b) 及 Young 不 
WATE u 
Psat 534 lo x All Fila. te R. (4.32) 


由 (c) 及 Plancherel’s H, Fy A 


Wiesel File < Allflle, Wee R. 


因此 ， 利 用 Stein 型 描 值 定理 可 得 


ITS ley, = oho < Avil fe, po= TT. (438) 
对 任意 的 1<p < po, 由 (4.20) 及 土 式 可 得 
[Tfly <Apllfllp, 1<p<po, flz)e SR), (4.34) 
因此 ， 定 理 4.3 得 证 . 
推论 4.4 在 定理 4.3 的 条 件 下 ， 有 估计 
( 人 forate)" < Apa(So)llfli 1< P < Po, 
q= -2 (2), f(r) eR’). (4.35) 


p—-in+i 


WEAR 注意 到 (4.14) 及 (4.15), Hiit ee EBA (3-35). 

注 记 4.1 (a) 以 前 面 结论 可 以 着 出 ， R 中 的 光滑 曲面 S 
具有 (LL?) 限制 性 估计 ， 表 明 下 面 三 个 条 件 互相 等 价 . 

(i) R: LAR") ++ £7(S,du) 是 有 界线 性 算 子 ， 

(ii) U = R*R: LP(R") +> LP (R") 是 有 界线 性 算 子 ， 此 处 
p 是 p OS Ga. 
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(iii) fla): — fs fee? E dule) 是 LPR") 到 LP (R°) 的 
BREF. 

(b) 具有 非 零 高 斯 曲率 的 光滑 超 蝎 面 $ CR" 具有 (LLL) 
限制 性 质 ， 当 上 且 仅 当 1<p< 2 Chee 


|= 
kw 


(4.36] 


a (c) 对 一 般 地 光滑 曲面 5 CR", dim(S) = m < n, # |du(z)| = 
lwac(z) = O(a|—-"), 则 当 


(4.37) 
Bt, (LP, ZL2(dy)) 限制 性 估计 
(J KOLOJ < Ap(So}||Filp, Fle) ES(R (4.38) 


成 立 ， 这 里 So CSHATR, So 是 5 的 紧 子 集 . 
注 记 4.2 SRR PHP Me HM, 在 3 的 每 一 
点 至 少 有 上 * 个 主 曲 率 不 是 0, 那么 ， 当 


2k+4 
1<p< 
SPS kyd 


时 ， 限 制 性 估计 (4.38) 成 立 ， 实 际 上 ， 条 件 (439) 等 价 于 R*+ 
中 的 具 非 负 高 斯 曲率 的 超 曲 面 的 限制 性 个 计 的 条 件 . 

定理 45 RS ÆR H n-A, deS E 
E— SiR ESE, AB RE fh it 


(4.39) 


(f jan) <Cyllfllp, F(z) € SOR") 


成 立 的 必要 条 件 是 p< PELE, 

iF AY 考虑 及 "中 的 n 维 长 方 体 Qe, 使 其 中 一 组 边 长 是 E, 
其 余 边 长 为 we. OEBAR, PEN POR 3 上 .的 
革 一 个 点 且 使 得 3 在 此 点 的 法 向 恰 是 方 体 总 =。 的 以 上 为 边 长 的 
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那 一 边 . 记 FE = xo. (E BRAM, Q: 与 5 的 交 相 当 于 一 
以 VE 为 边 长 的 wn 一 1 维 方 体 ， 因此 ,车 限制 性 悄 计 成 立 ， 就 意 


味 着 ， 
ce < ( f jida) <Cullfln s> 0. (+) 
另 一 方面 ， 忽略 次 要 因素 ， f(x) 就 相当 于 是 
sinea, sin Vern ES sin y Efn 
TI To l En , 
直接 计算 
e000) 
这 样 ， 由 (*) SG) RA q > MS Wes px BH. 


注 记 4.3 4ASHRE PHAN, IERA ATHEN tE 
向 上， 和 此 时 有 ( (Js flde)? 2 


ens", IF lle = Ce oe . aa ,由 此 推 得 ps fn. 
还 忆 讨 论 限制 性 售 计 均 是 限定 在 So C S (So Æ S HR 
TAD Lit, IEE, RMR OE AEA KA 


定理 4.6 @HS= ih & —= OE) AAD RM, Hic 
E = (ëe En) € RP}, OE) 是 下 "的 非 退 化 的 二 次 
型 ， du = dé! W 


@ Jean) = (f Fle’, QEA? < hole 


2n + 2 
， > 2. 4,40 
n+3° °° (4.40) 


Vf (a) € EPR}, p= 
(b) 设 5 = {€; € € R7, QE) = 0} k- TEN, Q ÆR 


非 退 化 的 不 定 二 次 型 , E E AO H, S 上 的 支撑 测度 是 
de = |82 dé", Z E E = (67, En) 的 分 拆 写 法 确保 |S =| 天 0. Hk 


zB 
~ 2 272 
(Pa <All p= 5 928 (4 
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{(c}RS={E:€E€R" 满足 OC) = 1 是 非 退 化 的 二 次 曲 
m, i du = [sel de’. 那么 

(i) 4S MBER (EE Of) ERA EREE, XA 
负 值 特征 值 ), 则 有 


卫 
a 2 2r 2n+ 2 
2 << 一 -一 <= < > . 
(fifo du) < Apllf lle: aa SPS Gg 223, (442) 


(f oFan) < Apifly 1<p< Bn=2 (443) 
(ii) 当 S ER ( 即 Of) 的 特征 秆 都 大 于 人 0 时 ， 则 


2(n + 1) 
mts 


( fÍ KOKI ° < Aplf 1<p< ,n> 2 (4.44) 


UER ofa) 由 定理 43 或 注 记 4.1(b), An >2 时， 就 有 


(f 1 jeepa) < Apllfilp, 1 SP < ant. (4.45) 
Re T ty £2 Tn_1 T 
bp-i f(x) = fp Ro ae Fa) 
易 见 


În- FE) = Ra fy). 
因此 ， 将 Spi f(z) 来 代替 (4.45) 中 的 f(z), 就 有 


Bf (a) ls = R J fay, RQ Pay) 
- y kniki 


TE 


— RTI- 


E ( IFE, QEPE, 
jy“ |S 


a ~ nta 
lia- fl) Las a < Apllér-1f(2)lp = ApR ? | fs, 


452 . 


上 面 二 式 意味 着 


1 


(fo, HGE erie’ < ART E IF lp: (4.46) 


因此 ， 仅 当 P = 3t m, Æ (4.46) 中 令 R — oo, 就 得 估计 式 
(4.40). 

(b) 注意 到 锥 面 S 在 每 一 点 te S\ {0} BHA n—-2 THES 
的 主 曲 率 ， 利 用 注 记 4.2 可见 


( | jean) < Aplf 1< p< =. (4.47) 
Sn{$<|6'|S2} n 
现 令 Sp fle) = f(Raa,--+ Ren), BA 

不 F(E) = Rån f(t) = R"F (RE). 


用 SR Sla) 来 代替 (4.47) 中 f(x), 注意 到 due) = R? dul Rg), iat 
得 


( f mejro PAMO) 
Sn <Je} 


= ( f AOP) 
SM{2k -1<i [2+1} 
<Aplir-:f (zy = APR? Wf@)ilp, R= 2". 


因此 ， 


a 
2 


r an 
*d < Apllfllp» P= ——; (4-48 
(fi Er |<2e+2} IFON mo) 一 ILF Ilp P n+? ( ) 


下 面 证 明 (4.41). 取 p(E) E CS (R?) 满足 


1， lt#| <1, 


e®={ 5 lel > 2. 
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令 pir) = el) — (28), A, BEAR” 或 RO 的 单位 分 解 


1=y(f)-S yla E EER. 
j=l 


t= So y(2-%e), £ E R™\{0}. 


J=— o0 


现 令 Ê = (6), 自然 Oz) € S(R") E fhn B(z)dr = 1. AB, 
Y= ¥(€), BR U(x) E S(R") H fen 亚 (zjdz = 0. Hid fee) = 


e "f(*®), 于 是 ， 


于 -i = By; 一 ajri, Boj = (2-48), Ü,- = p25 E). 


BELEX SEDME ST 
Sj(f) = f * Ba i, ÈS (AE) = FHES (8), 
A = GD — Sjal f) = fede, 
或 AE) = FURIOSO). 
于 是 . 
Flz) = > Aff). 


了 一 一 oo 


现在 ,在 RR’ | oi ae fx, zn), RA 


f@= 》 f= So Alf). 


k= — oo k= — 30 


注意 到 部 分 和 算 子 S RA 是 (pp) BET, Ait 


(4.49) 


(4.50) 


( Í FOPA) < (> 上 Da elena ioraa) 


SAY [I fellzecey)? < All FP) leem) 
k k 


Jn 


<2, 
n+zž2 


<Allflls, p= 
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这 里 用 到 Minkowski 不 等 式 ， 从 而 (4.41) 得 证 
(c) RMR Ql) = ap + ait +7 - eo a l, 
a>0b>0 满 足 a+b==n. 先 考 虚 nn 之 3 的 情形 ， 构 造 


G.(a) = ha)T(z + 1) (1 = Q(z 2). 


ix A(z) 将 在 后 面 确 定 . 由 Gelfand-Shilov 的 飞 [GS] 的 第 290 
公式 ， 直 接 计 算 可 得 


GC.) = 及 [>z)2z 十 号 +1r 呈 一 1 { ~sina(z+ a) Baral y)2) 


Qty wt = 号] 
WT El Jepy (Q Yy j2) 
2sin m(z + zy! isin x(z + 


=) z 
2 Oty, yer? tE 
+ sin nb/22 = Ne) I} (4.52) 
aa ° 
a (2G /2™ 
这 里 Jaz) = (4) 2 mT +m+1) 
RIEA, z 


Iy(z) = ei^] (iz), Ka{z) 
for 


是 Bessel pk 2 BY Se Bi Ze 
cosh(Atje—7ohC dt, SHAY 


Seas [atz) ~ Ta(z)] = 


ht{z) = | a 3)sinmtzT 5h, nite, n>3 
z+ 


Ri(z+1)"sina(z + 3), ?是 偶数 , n>a. 
(4.52 
这 样 ， A(—-1) 40. 因此 G tai du W Ata { 见 后 面 论证 ). 
我 们 断 育 : 
Gal < x — < Re(z) < © (4.53) 
事实 上 ,注意 到 在 HP < Re(z) < 
(sina(z + $))7 


TE 


SZ E, A(z) HENTER 
的 极点 (用 到 nn #2). Wie, 42 = 
(yy). 则 (4.53) 等 价 于 证 明 


一 十 m F, 


ua), [urFa(u)|, A Ko O< Rel < 


1 
3. (4.54) 
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iH Bessel BAER, 易 见 


Du) = l Olu’), “>o (4.55) 


Ofu 3), u — 00. 


因此 ， 仅 需 估 计 Alu*Ky(u)| Ba. h Kal) 的 积分 表示 式 推 知 


Ka] = | f cosh{Atje Trb dr] < 00, u — 00. (4.56) 
0 . 


而 由 Kat 的 级 数 表 达 式 可 见 


ox EET. a 
dAu*Ky(u) = 59 ( D [AL(—k AG) + APA — k)(5)**)- 
k=0 ” 


由 此 推 得 
Aut Kalu] < oo， wu, (4.57) 


这 里 因子 AT REA HO 处 的 奇 性 . 
当 n= 二 2,4 二 b= 二 1 时， 选取 A(z) = (z 十 1) 'sinr(z+ 1), Wi 


IGz(y}| < 29, -3 < Rez < 一 1， (4.58) 


这 里 Rez < -1 是 因为 Kaz) Æ Rez = 一 1 MH BBR. AE 
理 4.3 和 估计 - 


-一 1 1 27h 2n +2 
Ila * gila < Cpllglly, a tg th aang SS nts (4.59) 
就 得 限制 性 估计 (4.42) (Be (4.43)). 注意 到 
C-D) La, 
aral, TET 
那么 ， 
tim, /ceeie= jim hiz) f (f oant) Pia 
= cf pdp, We € &(R™) (4.60) 
5 
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此 意味 着 当 z 一 一 1l 了 时， Gs 收效 于 cdu. He, WHR 
be a EG, 扩张 成 带 形 区 域 {x; 一 入 < 之 Rez < 0} LA rE, 这 
BAcCR. 现 构 造 解 析 算 子 入 


Tg = F(G.9) =G, +g, 2 = Rez + iimz. 


Tzgllz < [h(a)T(z 十 了 一 | glk, Rez = 0, (4.61) 
及 和 估计 (4.58) 有 


mtd Tt 
Tagle < C'llalh, -z < Rez < 一 可 (4.62) 


由 Stein #A EH 


<p< 2n -+ 2 
427° n43 


HE BP Gi it (4.59), 从 商 估 计 式 (4.42) 成 立 . 同 理 ， (4.58) 与 Stein 
插 箱 定理 就 得 估计 式 (4.43). 

当 3 是 椭 球 面 时 ，3 是 玉 "* 中 的 光滑 紧 集 且 3 的 每 一 点 
的 Gauss 曲率 都 不 是 0. 由 定理 4.3 RARR EEA AH 
4.44 

注 记 4.4 由 定理 45 H, Sait (4.42),(4.43) 中 AYE Re 
必须 的 . BA, (442) F p> 23 A UB) P p> AaB? 
回答 是 肯定 的 . 事实 上 ， 考 虑 


fly) = (1 + Argo, 


7-1glls < Cliglip: , nea, (4.63) 


由 Besse! 位 势 理 论 可 见 

. 1 = aelel? 二 _, a0 

Ho = Grasp | eT /S eam g F (4.64) 
且 满 足 


{ F(a) = 证 -本 二 Ole [el +0, (4.65) 


f(a} = Of(e7 iil), |z] = 00, 
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这 里 yla) = 12 2°T(S YEG- 3). H ap < n it, 就 有 f(z) € 
L?(R"). 然而 


f \fenPauey) = f Fp, (4.66) 
现 考 虚 满 足 ]ys| H pee, BRE 
fa ef atwa «= t, 
aaa 
(4.67) 


因此 ， 对 任意 p< 起 ,虽然 f(z) © Lr, 1E fO g Ldu). 这 就 扒 
p> 28, 是 必要 的 . 

在 n= 二 2 时 ， 取 f(y) =e, ERB fl < ee 是 不 依 
赖 于 t, 若 当 p= 二 1 时 ， 有 限制 性 佑 计 


[iPass collfh < 00, (4.68) 
Wicd, SA lS) ao RE SWERTE. 从 而 得 知 ， 
“4 p= LAt, titt (4.43) 不 能 成 立 . 
定理 4.7 (a) pl) ÆR LERARBRAER™ \(0} 
JR, 7 
Pe t 1 | 
rank(5-——— }(€ 】 之 7 é = (r »én—1) 天 ü, (4.69) 


么 ， 当 7 > E 时 ,就 有 


2 dé" 和 — i 
(fe. oF Gira)? Alfea 0a < TA, 


2n — 2+ 2k 


ar apa? Te) SSR"). (4.70) 


p = 
(b) p(x) ER EN i- KARR, E Ro) 上 光 
fet H ie E 


rank(——— )(") > r > 1, E AD. 


x A 
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考虑 锥 面 5 = {6 OR": in = o(E)} 并 记 dul) = 简 , 则 


(fiery? = Cf AEE gia) 
cAslfly, J(e) € SR, (4.73) 


这 里 p= ria oo < a < §, og = ib 

证 明 (a) ERE A BYP zn = g(r), 2 CR 所 
决定 的 光滑 超 曲 面 8 满足 : 在 £€ S\{0} 处 至 少 有 ”个 主 监 率 
JES. 因此 ， 利 用 注 记 4.2 BY A 


dé! 3 
( Í en PECO Pe | 


<2° ( Í pa 
Snf{h<|é|<2} 


Ir +4 
r4’ 


<Apllf lp 1<p< ¥f(z) € SCR"). 


(4.72) 
& bpf (x) = (Rx1,- _ , Ran-1, R Enh 易 见 


EHE) = BMT pf) = R71 (RE p Rén_1, R En). 
H Spa f 来 代替 (4.72) 式 中 f(z), 注意 到 du(d) = dé", W 


— adult) \’ 
bp_1 2 
(a | R FCE) a) 
1 
=à f RB FOP oe 
Rn-In{d<|e}<2} ie" Po 
-(f EARE. R ANE i) 
Ra=in{ clec} l'l 


“tek ast vet ote? OY 
— pn-ti+k- =r te r 2 

E (ae Rats lg pI 8) 
<ApR” > flp R=2*, vf(x) € SR”) 


l 
= 
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因此 ， 当 p= eh 时 ， 就 有 


全 
( f(g)! | 


F Az dE” i 
< (fs, {f(s ,PE )| és) 
<Aplifiip, YF) E SR”) (4.73; 


利用 Littlewood-Paley AR 32 RE, ERLE ARA gi OL (4.49) 
和 (4.50)) 


f= 》 fale) = SO AMA), z= (2,20), 
k k 
注意 到 As 是 tp,p) 型 算 子 ， 利 用 Minkowski 不 等 式 可 得 


= xg dull} AN ? aa 
(Ec) ize) S (E rase AO ie =) 


<Ap( >> AD? < dz fel)? HL, 
k k 


2{n 一 1 十 下 ) 
SApll fh;, p= nh-1+ 2k} 2a" (4.74) 
这 里 要 求 > > AD 它 确保 当 0<a< ttt, p< ti. m 
O<a< t 自身 意味 着 p>1. 从 而 (ai 得 证 . 

(b) 注意 到 锥 面 5 = {E E RE, = pE 可 袖 为 二 次 型 
QE) =2-~6) =0 所 刻画 的 锥 面 ， 故 dul) = tde = 
le; dE. APE =9(f) LEAC RDE r HERR 
EF, H Yfir) € SOR”), 利用 注 记 42 可 得 


27 +4 


Fret 2 dye) ; 
(fs, Lacs J| fn) < Aplf llos ISPS rig’ 
(4.75) 
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4 def = F( Flay, ++: fxn), 自然 有 
Gp-1f = RORf(E) = R"F(RE,-+- , REn). 


WH fp-:f RRS (4.75) 中 ， 应 有 


一 一 2 i 
g- 2 
(set Rfle)| | 
_ dé! F 
= Ren ‘Rk i a 
(renan FURE eE | gna) 


sR teti Ke gp E V 
(ee eee aoa | 
<A,llép-1f lly 一 A RTF || fllp YFfz) E S(R”). 


由 此 推 得 ， 当 nn 号! tatis t, R R=2*, 可 得 


( f dalé) 
Sn{zk—-1<|ér/<2e+1} | 名 2e 


_ i 人 过 dg" yn 
=t (Fé, plenI Epam?) 


Snf24 SS24+1] 


FO } 


2 
SApllflle Yæ) € SR"), p= irag (4.76) 


SERIF (a) 的 证 明 ， 由 Littlewood-Paley 分 和解 定 理 及 Minkowski 
不 等 式 就 推 得 b) 的 结果 . 


§9.5 ” 某 些 线性 发 展 方程 解 的 对 称 型 时 空 估计 


本 节 我 们 利用 上 节 建 立 的 Fourier 变换 的 限制 狂 估 计 来 研 
究 线性 波 (色散 波 ) 方程 解 的 对 称 性 时 估计 . 本质 上 , -线性 波 方 
程 的 解 的 估计 正好 是 Fourier 变换 在 某 个 光 渭 曲面 车 的 限制 性 
fi TF HY BR A. 
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定理 5.1(Tomas 对 偶 定 理 ) Hl <p < 2, fls) e LF(R4,S 
AR 上 的 一 个 光 清 曲面， di 是 5 上 的 诱导 Lebesgue 测度 
“A A 
( 人 ljan) < Cpllflly YJE ELER) 61) 


成立 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 下 E Ldu) 它 确定 缓 增 分 布 Fdp 
满足 (Fdu)* € LR") H 
(Fan) < Cy ( j Flan) ， ll 62 
所 
证 明 先 证 必要 性 . Mt Vf (2) © (R) (1 <p<2) BR F(z) €E 
E? (du), 考虑 


1,1 
P g 


[FOFO < ( [OPa f PPan) 


= 2 à 
< Cyllfilp (f |F] du) ,l<p< * 53) 
注意 到 f; fO)Fdu(é) = fan f(e)Pdp, 那么 (53) 就 意味 着 
1 


ee 1 1 
Fah <(f IFPaD!, Ped, itzei (84 


再 证 充分 性 . 由 Holder 不 等 式 ， 直 接 计 算 


[red | 1 
< Calli ( 人 FP dy) j (5.5) 


由 此 推 得 [5.2) 式 成 立 . 
定理 5.2(Strichartz 定理 ) wp = ASH, f(x) € LR), 
gt, E LP(R*+), 记 u(t, 2) 是 线性 Schrodinger 方程 的 Cauchy 


问题 


< fill E deila 


i = R”, teR 
ae gitz) xek”, ER, (5.6) 


u{0, £) = f(x), x e R” 
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MAR. Mee LAR") (3+3 =1) H 
hulzen < CUA + hald a=. sa) 
证 明 利用 Fowier 变换 方法 ， 直 接 计算 可 见 
ult, = SH f(z) + f SCE — r)g(7, a)dr (5.8) 


是 (5.6) 的 解 ， 此 处 


sof — Af — FLH TEE py — f etile E= 2nlE F Fat. 
(5-9) 
注意 到 5 = {(6,7): RE7) = T- arg? = 0} BR 上 的 抛物 
Mm, Wl SE 可 表示 成 


sf= fe DdD =F fd), (510) 


这 里 dp(E) = 6(7 — 2al€*)drdg, 2 = (x, t),€ = (&,7). A, FAH 
面 9 上 Fourier 变换 的 限制 性 估计 !( 见 定理 4.3) 可 得 


2n+ 4 
p= 


$2 § h fal n+l | 
(fia)? < Clil heLR™), p= 


(5.11) 


Mi, E Tomas Xf (JR HE CWE 5.1) 就 有 


SF amr = FO Fedele < Callia = Callfll2. (5.12) 


另 一 方面 ， 注意 到 
ISO fllo = Are «flo < CH-3F (5-43) 
及 能 量 守 恒 
IS®fle = fl Ye) € PR"). (5.14) 


AS, | Aa fii (2 me BE] 


I 1 


mal_l 1 
ISO fle <Cle FP fll, 2Sa s+o=l (515) 


1 
P 
FÆ, AJE Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 及 (5.15) 就 得 
t 
| f S(t 一 Tiglé, tT }dr|l za (Re+1) 
0 


t 
区 
<C ljali rem)» (5.16) 
EMF = 1—14n(2- t) 因此 定理 5.2 得 证 . 
定理 5.3(Strichartz 定理 ) i B= (m? — A), & B? fole) € 


L?(R"), B-73 fi € LAR”), giz,t) € LP(R™*), 记 uls, t) 是 线性 
Klein-Gordon 方程 (m 4 0) 或 波动 方程 (m = 0) 的 Cauchy 问题 


{ uz — Aule, t) + mu = glz, «eR ,teR, (5.17) 
u(x, 0) = folz), us, 0) = filr) « € R” 
WAR. M u e CFR") HW E Ait 

lulle) < CUB? folz + B? fille + lialle») (8-18) 


这 里 二 ++ = 1p 的 范围 是 
(a) 当 m >0 时 ，p 满足 


2int+1) < < Zhe] 
nts SPS net? L li], n22 (5.19) 
Zir+2} < q < ntn, p g 
6 . 
L< p7, l<¢g<oo, n=l. (5.20) 
(b) 4m=0NM, př Æ 
2(n + 1 An + 1 
= ar, g= tD, n>32, {5.21} 
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WEAR 采用 Ff = (2n) È fea TEE 的 形式 (车 采用 通 
常 的 形式 , LBS m= 2m, 下 面 推导 中 用 m RE m 仍 就 成 
立 ), 直接 计算 


1sin(m? + |€|2)3t 


u(x, t) =F! cos(m? + JEPY tF fo + F7 i Ffi 
, o, o (m? 一 |€|?)2 
+ [i rEZ EG =) ye, var 
= j i cheer HEP o, (Os GE 
+ f ee Vn) Tore a 
+ f rae nar, (5.22) 


此 处 p+ = Bft th), p- = 2(Bfo— if). 因此 ， 当 9 三 0 时， 
u = F1(Fdy), T] S = (6,0): —|é)? = m?) Æ n+l #2 RM! 
t ÉI HRM, AE 


du{£) = So = E, (5.23) 

ery t= Vm +e, 
F(£) = 5.24 
(©) ty t= -VE 十 | (5.24) 


注意 到 
Flic = flea? + lo- EPa / Vn? + EP 
=||B? foll + WB? All (5.25) 
因此 ， 利 用 限制 性 佑 计 
(fd) < ln p WEE (a) 或 (b) 的 条 件 。 (5.26) 
及 Tomas 对 偶 原 理 可 得 
lu alz < Cll lizacay) = CIB? Folla +B- È Alia). (5.27) 
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PRS Ro ZOMT, cL? 一 £9 估计 Ul [MSW)) a A 


_,sin(m? + |f/?)2t 2 
in + Et aly < Cle Alles > 


| I 
i ? + |§|?)z 
i 1 1 1 1 1 
二 一 €<- < = - —, -—-+-=1, m#9, 
2 i q~2 n+? p qg zx (5.28) 
1 
_, Sin(m? + |é|*)z¢ min 
pt eal, < cl -$+ ln 
(m? + ||?)2 
1 1 i .1 1 1 
< 7 < » m>od, #0 -+-=1. 
2 n+l 2 p q (5.29) 
注意 到 ， 当 m 关 0 时 , EG-ArSisi-schaA. AFA 
2-1_ RR 
q P 
因此 ， 当 mm 关 0 时 ， 总 有 
_,sin(m? + [é|?)2¢ _2 
(m? + |§|?)2 
i 1 i .1 1 1 1 
二 一 <-<i- ， jl #0, = 十 二 一 1 
2 m%-+1 g 2 nm+2 P q (5.30) 


这 样 ， 当 满足 (a) 中 的 条 和 件 时 ， 利 用 Hardy-Littlewood-Sobolev 
不 等 式 及 LF 一 L3 估计 可 得 


[pine + pg 
0 (m + |€|?)2 


LafRn+1) 


a 


< Cigli), 
(Rn) (5.31) 


t 
<|/ Clt -7|- |g lpd7 
ü L 


-1+2 4 m=0 H pit (b) 中 的 条 件 时 ， 


这 里 用 到 2 
4 p= aaa 才 有 1 “十 全 一 一 利用 (4.29) 及 Hardy- 


Littlewood-Sobolev 不 等 式 就 得 估计 (5.31). 综 上 推 得 定理 53 成 
i. 
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推论 5.4 it 
Ifo. FN, = {|B foll2 + B= All < œ, (5.32) 


UF IK Klein-Gordon 方程 或 波动 方程 的 Cauchy 问题 


tee — Au + miu =0, m > 0, (2,t) E€ R" x R, 
u(O) = folz), ut0) = filz), s ER (5.33) 
的 解 满 足 如 下 估计 


ell] 2 ¢m2 +3) < Cil(fo: Fadlicsys a> Ü, (5.34) 
这 里 
2n + 2) 2(7 + 1) 
(a} — go a ro 


2 —~1 
和 + < g< o, sa, mz O; 


-1 
0<s< 一 m #0: 


2 2 一 上 | 
An +2) < < oo， s> 一 ， mZxz~Q. 
n 


GEAR 当 s=0 时 ， 就 退化 成 定理 5.3. 当 s==1 时 , Rw 
fe fh it 


slay = qi (Au? + |uel? + mul? jdr)? 
R” 
= ||B fole + llfillz =I fo. Fla) < %- (5.35) 


因此 ， 对 于 具有 有 限 s 模 的 初 值 函数 (fo fi) 的 解 u, 可 以 通过 
Bessel 位 势 (m > 0) BE Riesz 位 执 (m = 0) 作用 于 具有 1- 模 的 初 
tË P ži (dJa fos 4af1) 或 Usfos Tfi) BSS iR 


uig, t) = F7'(cos(m? + |E tF fo) 
sin{m? + |E} t) 


二 


FIA}, m = O, 
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或 
sin |é|¢ 


u(x,t} = Fl {eos EEFT fo) + F (Te Fh), m= 0 


而 得 到 ， 因 此 ， 由 定理 5.4 知 tw CLR") 且 满 足 定理 5.4 中 的 
fir (Aa ERS EMSA Pe). ARN RAARBEAT IONS 
SSH SE SORE, A 4 = Ju E LER) 
Bou = Jeu ES 有 + AA) Al ie B25 [a] Ag Sobolev BR A E M HE 
ue A(R ERE 


lellara < Cllellen gy < Cio dlie m #0, 
uljen £ Cllullze perry < Clo fy, m= 9, 


其 中 g 满足 推论 5.4 中 条 和 件 (a) 或 (b). 

注 记 5.1 由 定理 4.6 及 注 记 4.4 的 证 明 ， 容易 看 出 当 s>1 
时 ,推论 5.4 中 的 指标 范围 是 最 佳 的 . 进而 , 当 m =0 时 ,相应 
的 时 空 估计 (5.34) 不 能 推广 到 s <0, 此 时 g= HE < Mary 
SEMIS PR. 4m 40-1, <s<0 时， 是 否 有 相应 的 
空 时 估计 ? 这 也 是 一 个 有 趣 的 公 并 问题 . 

定理 5.5 设 ole) 是 实 值 的 1 次 齐 函 数 且 在 R"\{0} Ew 
W, EF oD) 是 以 oc) 为 象征 的 氢 微 分 算 子 .假设 : 


ey 
一 一 一 一 > 
rank( FE oc) =" rel, €#0, 


WUE SO oh A E AY Cauchy 问题 


{ uw = ip{D)u, xe R”, te R, 


u(0)= f(@), ER” (5-36) 


的 解 ufr,t) € E(k), AE 
lulz, t); LYR < ARV? tf llzeqge), VF(z) E L'R”), 
(5.37) 


这 里 9 = 2842 ao Sa < 了 oo = E n 特别 ， 当 pt) = |é] 
A, r= n- l, mo = 0. 
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证 明 注意 到 Dy = ge ae, 这 样 
u — pmiz- 十 2riz- f 
(2,8) [oe Fedt = fe POleiaulé), (5.38) 


这 里 = (6,€n41) CR, f= (m, È), WH S = {E e RH; fapa = 
PEN 由 定理 4.7(b) 的 对 偶 形 式 可 得 估计 
Nell serey < ANVO*? Filer), (5.39) 


这 里 用 到 g 的 题 设 条 件 . 
注 记 5.2 对 于 波动 方程 的 Cauchy 问题 


{ ti = Au, 


u(z,0)=0, wr,0) = ffx), (5.40) 


可 视 为 定理 55 的 特例 . JER, $ v= u =i Aau 则 ”满足 


f ne =i Atv (5.41) 
v0) = f(z). 
FR, v 满足 估计 (5.39), 这 样 就 得 w 的 空 时 估计 

ullra < AV? fll cage), (5.42) 


这 里 g= HO a < 与!, n>2. 当 a=0 时， 就 得 定理 5.3 


中 波动 方程 的 对 称 时 空 合计 . 
定理 5.6 设 wlz) 是 下 "上 的 天 阶 齐 次 实 函 数 , CH R*\{0} 
上 光滑 ， 进 而 设 
Pp) 2n 
rank( Fe Be Z E#A0, r> Pe 


Sel, Sr=nW, v(t) 是 一 个 二 次 型 多 项 式 ， 则 色散 流动 方 
程 的 Canchy 问题 
{ w = ip Du, «we Rte R, (5.43) 
ulz, D) = f(x}, ze R® 
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的 解 ult, e) 满足 如 下 对 称 性 时 空 估计 
leie, tjies < AUD" Flle < All filezier), (5.44) 


这 时 q = Ze Zast, 


než ’ 


证 明 注意 到 Dj = zaa 根据 (5.43} MM RAK 
u(x,t) = f ete STA FEE = f erTi F(e)dulE), (5.45) 
R” 3 


这 里 E = (fény), B= (eb) e RM S = (Fe RY, Enpi = 
P(E} 应 用 定理 4.7(a) 的 限制 性 估计 对 称 形式 可 得 估计 (5.44). 

注 记 5.3 作为 定理 5.6 的 特别 ， 考 虑 KdV 方程 的 Cauchy 
“问题 


Out Pu 
Br pa’ u(0) = f(x) (5.46) 
的 解 满足 如 下 对 称 性 空 时 情 计 
Hula, Hissa < Allflzzmy, Wf(e) € £7(R). (5,47) 


此 事实 是 定理 56 在 n=1,k=3,a=0 时 的 特殊 情形 . 
思考 与 练习 


1. 证 明 Bessel 函数 Jm(r) = A [T emin e ime do 满足 


2. 利用 命题 1.1 及 命题 1.3 证 明 


Jim (7) = (V272 cos(r — 2 一 =) + O(r 8/7), p+ oe. 


Jan ior tery) gr tree > bir, rs oo. 


3. 将 Bessel HAC m 换 成 一 般 P > -至 的 实数 ( 详 见 第 四 
章 ), 就 得 Bessel 函数 的 一 般 形式 


_. (7/2)? etiarf1 — 5 
Jalir) = GoD ra sf (1 — 8%) ds, 


证 明 J (njlp > 3 是 实数 ) 仍 满足 上 面 两 题 中 的 估计 式 . 
A. TESA Moser’s 引 理 ， 
5. 证 明 如 下 精确 的 渐 近 信 计 式 
(i} 


fe ei" ab(a)da ~ ATË Va; ATI aj = = (im) 5010) 
ix j=0 + 
(i) 设 A BRA A A, APA 


Ac Ag eo ~ ATF — 了 = im 全 | 
fe wr)dr ~ A La 7a; = (otA A) WO, 


这 时 Aa = Too ae E O) E A RE 
(ii) 设 Via) € CR(RY), BA 
J er" ab(alda ms > ajx TITT, ap = tt wo). 
0 ‘x0 
liv) 设 Wz) € CL(R"), Relu) > -1 那么 
f ela latde ~ Ss; ajA ITP, 
oo j=0 


a gtt _F p0). 
3 TU 十 上 十 1 


6. (a) 对 于 Bessel H aX Jm{z) (m > —1 是 实数 ), 有 如 下 精 
确 的 渐 近 估计 式 
TT THT 可 = —24 
Jml) 一 可】 2 cos(r 一 本 一 人 7 了 


Sn 
+e? tsia ~ p sr j-l op + on, 


- 471 > 


这 里 a; = (—1) (m, 27)2-*, by = (-1)? (m, 27 + 1)277 7," m 


Tig +m +k) 


(mk) = EFG m k) 


(b) Jm(m)} = cm7? + O(m-3), m = 00, 这 里 c= 二 


7. 证 明 注 记 4.2. 
8. 证 明 Tomas 定理 : H1l<p<2,4+i=1, 48 
lar)’ * gla < Coilglls, Yg € EP(R™), 
则 有 限制 性 居 计 
@ aay) < Collgllp, Yg € LPR"), 


这 里 du 表示 由 光滑 曲面 S 诱导 的 Lebesgue 测度 . GEA: 


[ Fiaw | idan = f Fi. ) 


<- 472 >» 


第 十 章 ”线性 发 展 型 方程 解 的 时 空 估计 


我 们 在 前 面 异 助 于 Fourier 变换 在 光 洲 子 久 有 形 上 的 限制 性 
定理 ,给 出 了 一 些 发 展 型 方程 的 对 称 性 时 空 估 计 . 本 章 我 们 将 致 
力 于 研究 线性 发 展 方程 解 的 混和 型 时 空 估 计 ,， EEI RRE 
方程 的 研究 中 起 着 极其 重要 的 作用 . 研究 温和 型 时 空 村 计 的 主 
要 方法 是 前 面 建立 的 Besov 空间 理论 、Littlewood-Paley 分 解 ， 
乘 子 帖 计 及 振 划 积分 估计 . 我 们 从 一 般 的 色散 波 方 程 出 发 ， 直 
接 研 究 其 正则 性 的 时 空 傅 计 ， Menai, 这些 结果 不 仪 深 
刻 ， 且 与 许多 经 典 的 数学 问题 相 联系 (如 著名 的 工 . Carkeson J 
想 ). 鉴于 Schrödinger 方程 在 量子 力学 中 的 重要 性 ， 我 们 将 在 第 
Zø FAE SAE RAA HZ fitr. 第 三 节 我 们 将 在 Besov 
空间 的 框架 下 建立 被 动 方程 的 时 空 策 计 ， 它 是 Ginibre-Velo 的 
最 近 成 果 ， 它 把 经 典 的 Strichartz 估计 及 其 日 后 一 系列 的 推广 
形式 给 出 了 很 完善 的 推广 . 第 四 节 我 们 着 重 讨论 Klein-Gordon 
MARA Sit, SR, FAN Sih, RP 
的 L? 一 LAPUA. 最后， 我 们 利用 Hormander 的 
乘 子 理论 ， 建 立 线 性 抛物 型 方程 、 Naiver-Stokes HARA 
titt. 


510.1 一 般 线 性 色散 型 波 方程 解 的 时 空 估计 


我 们 首先 来 研究 形 如 
u —iP(D)ju=0, ceER*, ER, 
l - (1.1) 
ufe,0) =wofe), «eR 
的 解 | 
ulr, t) = W(t}up(z) = TF let Ot Fugle) (1.2) 


fe) ent 222 i H AA AS J SE HE A, GD = FA, Onh 
a; = Be UE 


PID) = ay f EPONE, (1.3) 


: ATS: 


HE Fourier 变换 采用 Fg = (Br) fan et Egidi 的 形式 . 

容易 看 出 ， 对 任意 的 wir) E HR”), ufa,t) = W)ua(z) 
HR") 上 形成 了 一 个 单位 酉 群 ， 因 此 ， 仅 从 可 币 性 角 上 度 来 
H u(e,t}=Witho(e) 在 五 * 型 的 空间 中 没有 整体 正则 性 ， 即 
当 uo(z) E HR”) 时， 对 Vt > 0, RAJE ulz,t) = W(t}uo(2) € 
HR”). (9A, HEE e > 0, ule OEHR"). BEE, 4 
车 不 然 ， 反 向 求解 (1.1) RBA. Re zs, 是否 还 有 其 它 
形式 的 正则 性 呢 ? 这 一 问题 可 从 两 个 方面 来 考察 . 一 方面 ， 
从 可 积 指标 的 增加 来 看 (可 视 为 革 种 意义 下 正则 性 ), 具有 整体 
的 时 空 秆 计 ， 这 一 工作 源 于 LSegal [Se2] 及 R. Strichartz [St4] 
关于 波动 方程 及 Schrödinger 方程 工作 . 例如 ， 当 P(E) 是 满足 
r= rank( Sae) > 2A OM KATKRSWK ( 见 第 九 章 定理 
5.6) 时 ,问题 (1.1) 的 解 满足 


2 2k 
= ont ae (1.4) 
Ti 


ete, tles < Cluollezmy g 
特别 , 24 P(E) = EP BS, (1.1) 就 是 经 典 自 由 Schrödinger 方程 , 而 
估计 (1.4) 就 对 应 着 第 九 章 定理 5.2 SR ERT Sit. 另 一 方 
m., AR) HE AH RE RE, 虽然 问题 (1.1) 的 解 ule, t) = W(t)uotz) 
在 HR”) 中 没有 整体 的 正则 性 ， 然 而 ， 在 局 部 意义 下 ， 有 共有 
形 如 


T 
f f (1— A) F ule, t)? dedt < C(T, R, lluoll2) (1-5) 
-T dialer 


HB EMER, E m 是 象征 PE 的 最 高 阶 数 ， 即 当 
{soo 时 ， PO) 具有 形 如 O( Elm) 的 行为 ， 局 部 光滑 性 的 研 
究 源 于 T. Kato [Kal] 关于 KdV AEM LH, HAA EMA 
JE FE AP BEES OE D AA ODE, 同时 可 改进 著名 的 
L.Carleson 4 48, 


lim u(w,t) = uo(#), 2 ER, w€ H?2(R), (1.6) 


EP ule, t) = S(t}uo(e) = Fleis t Fuy(é) 是 自由 Schrödinger 方 
#2 WY) Cauchy 问题 
人 x E 有 nm teR, 


(1.7) 
u(2,0) = u(r}, æ €R” 
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解 . 
围绕 这 两 方面 的 问题 ， 我 们 来 研究 一 般 线 性 色散 波 方 程 的 
RaW Sst IEE Sit. SRN SR RABE, 
并 对 相应 的 问题 予以 简要 的 评述 . 如 前 面 记号 ， 天 三 全 一 全 入 
A R = D| = (A)? 分别 表 示 s 阶 的 Bessel fr HH MATA s 
阶 Riesz 位 势 的 道 算 子 ，r aN Hiber SH. 先 考虑 一 维 情形 : 
定 兴 1.1 PRA RRR plr) CA, MRERE 
中 设 人 OC 及 是 有 和 限 个 区 间 的 并 所 构成 的 开 集 ， g(x) E 
C3(N, R). 
(ii) 集合 54 = {Ee NU{too} 满足 "(= 二 0 或 limg ,e668) 
= too} 有 限 . 
Gii) 设 En E Sg, H Eo Æ too, FE RM 5,c1,c2 Ra xO, W 
JE 
eq\€ -to < PHON < ealë —fg|9-7,  |E iol < e. (1.8) 
(iv} HE £a = too E Sy, 存在 seli'caz Raf 0, 使 得 
alge? < OS l, 人 > a9) 
(v) eE 至 多 有 限 次 改变 其 单调 性 . 
容易 看 出 ， 当 dx) = (R(x), ac R, Rir) 是 有 理 函 数 时 ， 
只 去 O(c) 不 是 线性 函数 ， 就 有 oe) eA 
引 理 1.1 设 名 EA, 记 
I(z,t} = f etA- E a eit dE. (1.10) 
th 
则 对 x,t, p = R, Ag tatt 
(2,D| < Cel + IAT, (1.11) 


这 里 Ce MK RF EN 1 中 出 现 的 常数 . 
if AA 由 Van der Corupt 引 理 ( 见 第 九 童 命题 1.2), 就 得 


b l ` b 
| f et Pl) ab(E}dE| < 108)? Con f wod 


p(z) € C?la,b], |Ø” (E)| > 1, € € `a, b]. (1.12) 
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下 面 分 情形 来 证 明 佑 计 (5.11). 

(a) O<m< [é"{|/< M, OAR. 由 Van der Corput 不 
等 式 ， 并 注意 到 gj 车) LARKKREH DWE, BM o 有 
wh. 于 是 


(a, t)| < f eitm R iak gr (e) atA de 
at 
< CUm IM + f 13 +l 18") Ho" (eld) 
< Co(1 + BDI (1.13) 


(bj) 0 < m < |p E <M, OAH. EE too HK ial, 

就 有 
im Ip 从) = o0. 

利用 分 部 积分 ， 容 易 看 出 Met) 是 收 伍 的 ， 完 全 类 似 于 (a) 的 
推理 就 得 形 如 (5.11) 的 一 致 性 估计 . 

(c) 0 < a (E <M, BR. H EAI E RA 
改变 其 单调 性 ， 因 此 ， ACR RIM A fo HE oo O HK 
是 


cl — Eol < eE) < elé -ET [€-—f5| Se, a >2. 
(1.14) 
注意 到 相 函 数 集 A 在 平移 变换 ， 线 性 扰动 下 保持 不 变 ， 事实 
E, 8 goir) eA, BRA EE-E of +bCA 并且 具有 相同 的 
控制 常数 . 因此 ， 无 妨 假 设 &0 = 0, 由 (6o) = 0. KARA 


I(x,t) =f eH Eie E p (ey a tie gg 
全 | < 


+f ci 人 全 引入 (上 = Ty + 1. 
BEG 


易 见 ， Jo OR (a) (b) Brae, AR AT 五 . 
此 ， wos 1E: K Se} 分 解 成 Q = h U Re U Na, 其 中 
= {£ € ©, |é] < min(e, we 
M = {£ € OM, l'E) 一 专 | 至 |}; 
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= VQ, U Ra). 
Æ (j = 1,2,3) 上 给 出 T(z.t) 的 估计 . 注意 到 (1.14), 容易 
看 出 


Í et HO) Fe E (Ea HP de 

Ga 

<e f T gE < Cej è, (1.15) 
|g <min(e,|47 > ) 


4 EEN BM, AR PE ~ [El ~ Eh ATEA | ~ [F/R 
利用 Van der Corupt 引 理 可 见 


itp Eiri itip > H 去 t 4 
fe "Otode| < Cumin B'O amex "(O 


+a+lap f ONIO 
<C{1 + |A) max |" (E) max J6” (£)? 
<C(1 + |AN? (1.16) 
这 里 用 到 |4" (£)|/ mingen l6" 2 1 A 
order(|6"(£)|?) = order( |g" (17$ 1p" (E) +1. 
现 来 考虑 Mm 上 的 估计 ， 注 意 到 
WO -Fl CKO Cli, lezk 4, VEE Ns. 
利用 分 部 积分 技巧 , 直接 估计 就 有 
A pitre- iré p (E) ag 


<f lg + 1g) OLON wa FeO + CHOI ha 


Ip" (£) 一 $! PE) Fl 
ef JØ” (E| € ~(g41} 
< 站 7 (4 + (81) oe gaa + a ep i dE 


Baro | sp s+ | aa] 
l= + 


[tl gpg E? 
+CT? < CA + 8M3, (1.17) 
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这 里 用 到 了 H RARER BBN AE. 

(d} 0 < m <|p"()|, 2 AF. 由 YE.4, 无 妨 设 仅 存在 一 
A go ED WEOE = 00. 根据 4 在 平移 变换 ,线性 鳄 动 下 的 
不 变性 ， 无 芒 假 设 三 0 及 


colt < pP {E < elél, OF¥a<2, ll<e, k=1,2. 


如 果 0 < a < 32, 完全 类 似 于 (c) 的 证 明 方法 可 得 形 如 (1.11) 的 
fhit. 如果 a <0, 分 解 = a UNU ns, 其 中 
M ={EEN: l= < |e Seh 
M={€EMNN, Elsen WE- <I 

Mg = {EER LUN. [El < E} 


注意 到 


sl 


f aes f Eae = cre, 
EEI |£| > fe[7 = 


fù (c) AY UE AA Bp 45 BB bn (1.11) 的 估计 . 
(e) limgsod(Q)=0. RRA, SC) 满足 


eille? < He) <eal€i*-?, Elze, Of a<2. 


Bl, Ma=lht, $f) ~ logg. KR OIA Rik BB 
改 ， 这 里 省 略 其 证 明 . 因此 ， 无 妨 假 设 


alé < [P(E S eE, a A1, a #0. 
否则 ， 可 对 4 作 线 性 扰动 ， 当 0< a <2 时， 考虑 
={€eQ: e7! < |El < TE}, 
M%={€ENM KZA 6- Fl Sigh, 
Qa = {E E€ (MUN); [E] = ec *}. 


完全 类 似 于 (c) 的 处 理 方 法 ， 就 得 形 如 (1.11) Aft. Aa< 0 
时 ， 仅 需 将 ?ai 收 改 为 


M% = {en |E] = max(e ,lt *)} 
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2.23 HE, A BE AY IT. 
(£) lime oo dE) = 00. HEY oli) 满足 


alé oe < elél, 1S k<2, ard. 
Wwe MY O;.7=1,2,3. 仿照 (e) 的 证 明 即 得 恬 计 (1.11). 
推论 1.3 Bde A, WA 


b 
f |e 8) 128 g (E 3 PP w(E) aE 


b 
< Cel1 + JANT? {we +f voa. (1.18) 


证 明 令 P(x) = f ett) irige at dt, 利用 分 部 积分 
及 引 理 1.1 Oa tt (1.18). 
定理 1.3{ 正 则 的 Le 一 L 估计 )， 设 x)e AM 17> 0, E 
X ' 1 
W,(t}uo(e) = f OHENEE (19) 
则 对 任意 ye [0,1], 有 如 下 估计 
|W, (t)uo(e)||_2 < cltl uol 2. (1.20 
若 换 成 I? 一 L 估计 的 语言 ， 即 令 h =p 就 得 
和 (ao 的 ll < CTT? uolo I<ps2 (121) 
证 明 引入 解析 算 子 艇 
Wy tiptt)uolz) = S er P Ode. 
È 
自然 ， 有 Wingpltjua(e) = I(—2,t) * uo. 根据 Young 不 等 式 和 引 
理 1.1 可 见 
NW rett)uolleo < CO + 18)? teolla- (1.22) 
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另 一 方面 ， Plancherel 恒等式 意味 着 
[Wialt)ualle = lwot x)||2- (1.23) 


这 样 ， 由 Stein 播 值 定 理 即 得 估计 式 {1.20) 或 (1.21). 
定义 1.2 称 (p,q) 是 关于 一 维 色 散 被 方程 的 正则 性 容许 
对 ， 如 果 它 满足 


225p. 


同 理 ， 称 (p,9) AAT n 维 色 散 波 方程 的 正则 性 容许 对 ， 如 果 
它 满足 


2 1 1 271 
了 一 ?一 有 2<p<a(n) =>) n> 2. 


定理 1-4(-# ERR ARS IEMEN Sit) BEE, 
W(t} 如 同 (1.19), 则 对 (@,t) E R”, AME fh it 


We (t)uoll ecm, tey < Cll uolle- (1.24) 


lf Welt — r)g{., 7dr 


< Cllgilee' r gry (1.25) 
Li (R, LP (R}) 


| f Welt — rIg(-,7)dr 


< Cllgllyw m pepe (1-26) 
LER,L7(R)) ve RER 


x H2< p< =1- 2, 2= (5-3). 而 pg 则 分 别 是 p 与 9 
By SEA RT. | 
WERA FE RR 9g{2,t) E S(R*), 考虑 


L. We (t)ualx)g(z, t)drdt = | vole) | Wot dtas 


f ws (Oaea (1.27) 


< |/tto (2) [12 
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现 来 估计 
if Wa tgl, de 7 II We (t)e(a, 2) We (7)g(z, 1) dtdedr 


-fff p(t — T)g(a, ar) JE gle, ijdtdz 


< | J Wott = 7)gte, tar 


ig, tr cm, Ermy 
LI (R, LP (RY) (1.28) 


FARIN (1.25) 成 立 , 则 将 (1.28) 代入 (1.27), 并 利用 SR?) 在 
形 如 L? (R, LP (R) 中 稠 性 ， 就 得 估计 (1-24). 注意 到 (1.25) BA 
(1.26), 因此 , 仅 需 证 明 (1.25). 利用 正则 Le 一 L 估计 式 (1.21) 
A Hardy-Littlewood-Sobolev 要 入 定理 可 得 


| f wot gts ar < | f wa otear 


EF (R,£3(R)) 

< Cilgll ee em iry {1.29) 
这 里 用 到 > = 古 一 (1 一 8). K, ROPERS p£ ff, Hit 
(1.25) 成 立 ， 当 pg 二 o0 t, (1.25) 显然 成 立 ， 

注 记 1.1 “d6¢AW, 定理 1.4 未 必 成 立 . AW, RAO) = 
log |£, 9 = 1, 定理 1.4 就 不 成 立 . 然而 , 当 BE PUN, ANH 
fit RAR. 
yee 14 的 应 用 ， 来 考察 一 些 经 典 色散 波 方程 解 的 相 

(a) 当 o(€) = £7, We = 2, (p,q) = (6,6), 此 时 ， 定 理 1.4 恰 
好 对 应 Schrödinger 方程 的 对 称 时 空 佑 计 


WS(t)pllzscez) < Cllelleza@y, Ve € £R), (1.30) 


此 时 S(t} = ety = Fle HE y E A H Schrödinger 方程 的 
Cauchy 问题 的 解 . 3 0 e [ol 就 得 到 混合 型 的 时 空 佑 计 


IS@)elizem ty < Cllelle, (1.31) 


(1.32) 


If S(t — 1) fl, r)dr 


SCF lly eae my 
LAR, LPIR)) 
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Hep 2=($-1),2<p<oo ERS oE = 常数 ， 故 对 一 维 
的 Schrédinger 方程 而 言 , 正则 性 容许 对 与 道 常 的 空 许 对 是 一 再 
的 ， 即 (p,q) 满足 z 一 (圭一 as 2<p< oo, 利用 Tomas 对 偶 原 悍 
及 插值 定理 ， 易 见 


i 
| f S(t — T)g(x, Thdr 
0 


S Cille pe pet epyy? 33) 
LEOR, LP (R) RE) 


这 里 (p,9) Sia) 是 尾 意 的 容许 对 .此 不 等 式 及 n 锥 空间 中 
-的 Schrodinger 方程 的 时 空 佑 计 将 在 下 节 讨 论 . 
(b) A P(E) = [1% a > 2, 此 时 


Watt = DFU, — = f © EHDA aE, 
” (1.34) 

这 里 Ustt)wo Em FE ERA EY Cauchy 问题 
u(0) = uo (x) (1.35) 


的 解 . 特别， 当 a =3 时 , 正好 是 KdV 方程 .将 定理 14K 
许 应 用 到 (1.34), 就 有 合计 


oO 


gf 222 
Ds ‘ Ut) ual Lacm, Le (Ry) < Clluollz, (1.36) 


2 t 
De | Un{t — Tg, T)dT|| bap, Lr (Ry) < Cllall ys (r 1r Guy 
? (1.37) 
Herp 6 = 1-2, (p,g) 是 关于 一 维 色 散 波 方程 的 正则 性 容许 对 ， 
若 令 92.8 则 有 


eg 
IA Ua(tjuo||LaR, Lr) < Clluoll, 
DEE fi Ual — 7T)g(z, 7)arl|rs em, Lr Ry) < Cllall je em, ce eR): 
(1. 


38) 
xo =1—2,4 = F(t t) 


定义 1.3 P(E) ER PA PH KR (Kk > 2). MR 


k 1 
q =n(>—-), (1.39) 


其 中 


22 p< om, n £k, 


2<p<%, n=], 
2<ps 4, n>k, 


此 时 ， 称 (p,q) — RERI Ae (1.1) 对 应 的 容许 对 . 

自然 ， 若 不 计 (1.38) 的 推 必 过程， 形式 上 令 8=0, 就 得 到 
2% Hh ff) Strichartz 估计 : 

定理 1.5 设 (pahina) 是 一 般 色 散 波 方程 (1.1) 对 应 的 
容许 对 ， 则 


| ||Ua{t)uol] ran, zr} < Clluoile, 


Ifo Valt ~ r)i, ndrim re S Cll pe. o amy’ 
(1.40) 

WH, Ya=3,p—q=s8m, (1.40) 中 的 第 一 估计 式 就 是 KdV 
方程 对 应 的 经 典 的 对 称 性 时 空 估计 . 

注 记 1.2 (a) 定理 1.5 是 振荡 积分 估计 | fpe t EdE < 
Cle] 及 Tomas 原理 直接 推论 . 

(b) 就 正则 性 时 空 估 计 而 言 ， 是 否 有 形 如 (1.40) 中 的 混合 
型 估计 ? 记 sp = 上 52(1 - 2), 可 以 证 明 


3 一 pL 
|| D2? f Uolt — Ta TJdT|l Egr) < CD: Ol rs my’ 


(1.41) 
这 里 (p0) 与 in) 是 任意 正则 性 时 空 容 许 对 ， 
(c) 当 glr) = P(E) AURA m(> 2) 的 实 值 密 项 式 ， 则 相应 
的 正则 性 时 空 佑 诗 (1.24)-~+(1.26) By ae ae. 
(d) 注意 到 


WDS = Ont f e AOH gr (OE HE dE 
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是 定义 在 曲线 S = {EAE C R? 的 奇异 测度 dolt, lE) = 
oO O)(F SEJE 的 Fourier 变换 ， 则 定理 1.4 HH (1.24) 可 改写 
成 do € L3(R; I?(R), Vf € (R). 进而 ， # P(E) = K7, a > 2, 可 
取 do(é,o(€)) 一 dé, 此 时 ， fdo BFR Sobolev 空间 ,更 详细 
HO, FOB hee BN BE E R. 

定理 1.6 #2 S={7eR*?; 1 =(6,/619), E E Ra >1} ÆR 
中 的 曲线 ， 对 任意 正则 性 时 空 容 许 对 (pg), 有 如 下 限制 性 估计 


2 | 
( f Panon w) < Olflemy site 9=1- 72, (142) 


这 里 2 <p < 00, du(n) = dé. 
注 记 1.3 (i) 4a>2,-% <0, Ke, f(z) 是 一 个 分 


i) 条 任 a > 1 是 必须 的 ， 它 确保 曲线 5 = (Eii) 任意 满 


ofe—1jfé 
E 了 关 0 处 具有 正 值 曲 率 下 = armas 
Gil) 4a>2ht, HA 5S = {8,67} Æ E = 0 she HAE O. 
这 也 正 是 其 振 落 积分 估计 是 ollt- +) 而 非 OH) 的 理由 . 
一 般 来 讲 ， 对 于 具有 严格 正 曲率 的 曲线 对 应 的 振 落 积分 佑 计 是 
O(t). 
(e) L. Carleson #948. 我 们 有 
定理 4.7 设 u(x, 丰 是 自由 Schrodinger 方程 的 Cauchy 问题 
ue —iAu = 0, ER teR, 
{ ulz, 0) = woof), ceR 


HA, Æ ur) e W4(R), 则 


lim ule, t) == wlr), ze i. (1.43) 


事实 上 ， 当 uvolt) eB’(R),s > iit, ule, t) = S(t}uo(z) = 
Fli t Fu 在 A(R) 中 生成 一 个 Co 群 ， 因 此 


lim Julit, æ=) 一 ao) = 0. 
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由 Sobolev RA EH, HRA (1.43) 成 立 . 当然 s > 3 的 条 件 


am. L. Carleson 猜想 就 是 寻找 最 佳 的 so > 0, 使 得 当 s> 80 
时 ， 有 imo ulz t) = ugle), x € R. 
L.Carleson [Ca] 在 1979 年 证 明了 当 s 之 3 时， 有 


lim S(t)ua(e) = lim ur t) = ug(z), Vuo(a) c H°(R). (1.44) 


与 此 同时 ， 他 还 我 到 了 一 个 函数 wo(z) e H*(R), s< 3, 使 得 
lim|S(t)e0(z)| = %0. (1.45) 
然而 ，s = 1 是否 最 佳 值 并 不 确定 . 直到 1982 4, Dahlberg 和 


Kenig 在 [DK] 中 才 证 明了 (1.44) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 s > L, 
对 于 高 维 Schrédinger 方程 的 Cauchy 问题 


{oy nwt zeER", ER, 


u(x,0) = ulz), æ €R”. (1.46) 


同样 存在 L. Carleson 猜想 . Kenig 和 Stein 利用 Komogorov FF 
法 证 明了 当 s> Sat, 8 


lim S(t)ug(e,t) = uotz), uo(x) € H'(R”). (1.47) 


然而 ，s > 4 是 否 必 要 ， 没 有 明确 的 结论 . 直到 1987 年 ， 了. 
Sjölin 在 [Si] 中 用 一 套 全 新 的 方法 证 明了 


， 3e 1 
lim S(i)ug(z,t} = uols), uole)e¢ H*(R"), s> z (1.48) 


CHEW “nen, s>: PRR. 因此 ， 高 维 情 形 的 工 . 
Carleson 问题 仍 是 公开 的 . 
26 He, Sjölin 还 证 明了 如 下 结论 : 将 Schrodinger 方程 
换 成 象征 是 P(E) = Ee (a > 1) 的 一 维 色散 波 方 程 
iu, + P(Dju=0, ze R”, tER, 
{ Oula) z eR 
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#8 BY AY L. Carleson 猜想 ( 即 定 理 1.7 的 结果 ) 仍然 成 立 ， 
下 面 给 出 一 维 色 散 波 方程 解 的 反 向 时 空 估计 ， 作为 其 直接 
结果 ， 可 得 到 L. Carleson 猜想 ( 即 定 理 1.7). 


定理 1.8 Ke A, W(tjwofr) 如 同 (1-19) Hee, M 


(fo ementa) sa (/ aior SOP a) i 
(1.49) 


证 明 ERB GCA Se) EFAAET MRA. RRR 
R, RIJE Ei O(c) ASH, dee) RENKA, AA 
亦 有 wiz) A, 直接 计算 


Woltjuole) = | elt tre to (€)dé = f eties ia) Bon) dn 
= Wy (z)vo(t), (1.50) 


这 里 doln) = tomh a). 因此 由 定理 1.4 可 推 得 
(f sup (Wolthuola)|*de)* = WF ejor 
=||W P(e) Go(n) ie" DITA | gm, rp ay) 
<c( Í penere tan 
=c( f a(o ER Baot, 


这 里 用 到 dy 二 (at n) = p EMPEY- 
推论 1.9 设 P(O 是 阶 数 之 2 Bgm, uls, t) 是 相应 的 
一 维 色 散 波 方程 的 Cauchy 问题 (1.1) 的 解 ， 如 果 


f OPE ld < oo 


则 
lim ulz, t) = uotz) « ER, (1.51) 
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并 且 对 Vo < MAE ule), 虽然 它 满足 


f Viole Pl eagle < 00, 


然而 (1.51) 不 成 立 ， 

显然 ,由 推论 1.9 就 准 得 L-Carleson 猜想 .推论 1.9 的 证 明 
详 见 [KR]. 

高 维 情 形 的 振动 积分 估计 .， 我 们 知道 ， 要 歼 得 一 锥 色散 
波 方程 的 Cauchy 问题 (1.1) 的 解 正 则 性 的 时 空 估 计 ， 关 健在 于 
给 出 形 如 (1.19) 的 振动 积分 稍 计 . 由 驻 相 方法 H2), A HA g 
(E) 的 Hessian ERE TT det(A) RAB lO, n 维 
色散 波 方程 的 Cauchy 问题 (1.1) 的 解 正 则 性 的 时 空 佑 计 依 赖 于 
如 下 振 划 积分 


W,(t}uo = fe _ ett de (See), \Fao(€)de (1.52) 


的 估计 来 得 到 ， 然而 这 是 一 件 很 困难 的 事情 ， 即 使 oE) 用 实 多 
项 式 PEH 来 代 震 ,也 非 易 事 ， 另 一 方面 ,与 一 维 情形 下 相对 
Bi, (1.52) 所 给 出 的 振荡 积分 与 相应 的 发 展 方程 解 的 正则 性 时 
空 估 计 能 和 否 有 类 似 的 对 应 关系 ? 当 ple) 是 实 值 的 椭圆 多 项 式 
时 ， 问 题 很 容易 解决 . 然而 ,椭圆 型 条 件 不 是 必要 的 ， 在 下 面 
的 讨论 中 ， 我 们 将 会 举例 说 明 这 一 带 实 ， 

引 理 3.10 20 B—PR RR 中 一 个 开 球 的 补 集 ， 
pir) EC™NO,R) BRE m > 2 及 常数 cl,cz 满足 


| cE"? < [VAE < elft, 


cafe" < HEE) = det( gee) < caller", (1.53) 


LO G(E)| < elms Jal <a +1. 
则 有 
| f e CAE 0 pH GE t Eag] < CA + BI 
i 
(Bta) ERx RxR”, (1.54) 
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XE y ECEN). 是 不 依 束 于 (4,t,c) 的 常数 . 
证 明 为 简单 起 见 ， 我 们 仅 考 虑 8 = 0. 类 似 于 引 理 1.1 的 
EH, 一般 情形 仅 需 作 少 量 修改 就 妥 了 ， 现 考虑 只 的 子 集 


w = (EEN: él < T=] 
1 1 1 
M% ={E EN: [gl > SIT, IVAO- $I < FIRIR 


_ 上 | 一直 _@ 1) 
Qa ={E EQ: [E> altl *, VO) - Fh > SIF I}. 


BR, QCM UNUN; 记 el =1,2,3) 是 从 属于 此 覆盖 的 单 
位 分 解 ， 定 区 


i= f fp, OQvO MOO, j=1,233. (1.58) 
BR, 1 <Chy-?. 注意 到 


[Vo — Fl w (VAE) ~ lel, E E Qs, 


构造 
— " r. — Op £ it m— 
m= UUs, U; = {6 € Mala I> Zeke '}. (1.56) 
12 ARF SP EO AR ny (EL 记 
Ing = f tty, (EG AB, (1.57) 
现 定义 微分 算 子 D; ARERREET'D 为 
0 ppa 8 -ip ass 
Dj;f = (it gg ea) EAL ‘Dif = ag, tit ae £j} f} (1.58) 
这 里 j= 二 1,2,…,n. 利用 分 部 积分 ， 容 易 看 出 
Mail =| f ei pp (gs Hol) 
1 m-2 n 
< 6 gimme = Cr, 
a dog a le E iso 
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这 里 用 到 Leibniz 求 导 法 则 及 supp nj CQ, 的 条 件 . 
下 来 估计 五 ,注意 到 


IVAO IŽ o E, ek? < |e), EE Ma. 
SMA = [Z REEN A ~ [6], E € On), 选取 ko 使 得 Vele) 一 
i 车 这 样 的 &0 不 存在 ， 我 们 将 在 后 面 考虑 此 情形 . 

Vi = {E E Ra E-l < IATE}, Va = {en lE- Eol > 
LAJE}, 容易 看 出 fl2 CC UVW2. 这 样 可 将 五 的 估计 化 成 fan, 122 
的 估计 . 当 &E 页 时 ， 


e Bil 
lA 
a 
be 


Inf sc E de | 本. (1.60) 
|f—fo|<CA7 3 


4eeVe tt, RAMA: 
(i) |Voelé) 一 2] > cl2|3, 
(ii) |VA(E) — Z| > [Vali — Valé) > elél”? — éol. 
Heb, ERG) BO 的 直接 结论 ， 仅 需 证 (i). 注意 到 
Ai 


Velo) - ZI < FI, 


因此 
= A 
[VEE — Vello) = |D AELE - £0)| > CALE — £o] > SIF. 


故 断 言 成 芯 ， 

另 一 方面 ， 122 5 h 的 估计 相似 . Wah ARR 
1 
Vn 
将 foo ot RAL n CRS hba, M (1.58) SEAR Moe FD; 与 
1D;, 分 部 积分 nn 次 可 见 


od Tj T . 
Wi={EeVa:la — P12 ggh FHLB an 
J 


|122;| = | f esee $D? (qaz; Hel? )dé|, 
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这 里 suppnzz; C Wij, 利用 Leibniz 法 则 可 推 知 


EI POF ENE — Eol 


1 C 
t mn . FA ~ . 
DF (na23| FO]? i < > [22 — Bp 


jel” 7 十 上 二 12 


C j 上 一 上 | * 
| 二 一 jtnf2 ee a 
|f22,;| ie > A | | E - eim 
i 了 ÜE; t 


wat f _ lE — éo[ 7?” dE < Cle? 
| le—€ol 2 ŁA 3 (1.61) 


BG, SB infe |Vel(é) -— 2|> 2 /4|7 IE. Ro We 


Volo) — ŽI < 2inf Vel) -了 | 
则 
[VAE ~ Fi 2 IVE) — Veo): 


因此 ， 仿 前 证 明 即 得 形 如 (1.61) 的 估 诗 ， 
引 理 1.11 设 P(E) = Pia Sle |, my > 2, j= 12,0, mi 
则 
T(z, t) = f e HE- HPE) dé < CÈ, (1.62) 


这 里 [HPE] = Ca E. 
ik RA 注意 到 Hæ, t) =c] [i Tj (æ, t), 此 处 


. m= msi 
L(a; t) = f ee Haee >= dey. 


由 引 理 1.1 知 [2 (2z,2)| < Cle 2, 由 此 推 得 估计 (1.62) 成 立 . 
定理 1.12 i P(E ER XZH, HP) = det(G?, P(g), 
y> 0. 对 任意 (c. the R" xR, EM 


W,(t}uo(2) = fe ©+*8/ P/F dobolE)dé. (1.68) 
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则 有 有 


Wolt}uo(w)ll_2, < elti” heolig 0<9<1 (1.64) 
或 
IW, -2(thuoleylp < cle "FP iluolly, 2S p<oo, (1.65) 
这 里 vp (€) WE 


(3) 4 P(E) Æ m PRETA (RATE E OK MLE 
F), wp(&) E Cm (R") A 


1, [P(E] > clél™, 
0, IPE < lE. 
(ii) 4 PE) = Dia PBE) H Pilé) 的 阶 数 关 2 时， 此 时 可 


取 v,(€) =1,€ ER”. 
证 了 明 SA TAT 


Polg) = l (1.66) 


Wy.ca(t)uo(z) = Í i e CAE isE) H PI ti {EY (EdE, (1.67) 


注意 到 Witig (wo(z) = (r,t) * uor) 利用 引 理 1.10 及 Young 
不 等 式 有 


Wy 4ia(t}uol@) loo < Coltl 7? lelli. (1.68) 
另 一 方面 ， 由 Plancherel 定理 可 见 
Min (tuo(z) = Juo{z)lls, (1.69) 


FÆ, Al Stein 插值 定理 即 得 估计 (1.64) 或 (1.65). 
定理 1.13 R (p,q) 是 名 维 色 散 波 方程 的 正则 性 容许 对 ， 
在 定理 1.12 条 忻 下 ， 有 如 下 正则 性 Strichartz 型 时 罕 估 计 : 


[Wg (Duoll sR; Er") < Cilvolle, (1.70) 


< Cllgll 
LAR; Lr (R™)) 


Lf Welt — rjal, r)dr 1.71) 


LT (R Lr {R=}? ( 


- 49] ， 


< ll 
LER LR") 


"a W(t — rigi, r}dr (1.72) 


LY (RLr' (Rn) 


这 里 要 求 0< 8 < 2,6=1-2. 

证 阴 ”由 定理 1.4 的 证 明 (1.70),(1.72) E (1.7) HARAR. 
下 仅 需 证 明 估 计 1.71). 注意 到 定理 1.12 和 Hardy-Littlewood- 
Sobolev 不 等 式 ， 可 得 


' J. Walt — T), T)ar lirare 


<i f pornlar 


colo, (REL (R7) (1.73) 


从 而 定理 1.13 得 证 MAE POU eH, O< 6 < 2 Ri 
主要 是 由 Harqy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 所 派生 的 要 求 ， 这 与 
多 维 人 色散 波 方 程 的 正则 性 容许 对 的 定 关 1.2 中 aln) 的 条 件 一 


Pr. 

现在 , 利用 定理 1.13 来 考虑 高 维 色 散 波 方程 的 Cauchy(1.1) 
的 解 的 正则 性 时 至 估计 . 

(a) 当 P(E) 是 椭圆 多 项 式 时 ， W(tjwo 可 写成 |D nm» 
Wolt}uo. 此 时 Woltjuo 仍 有 Vpl) 这 一 因子 ， Rit, 4 PE) 是 
FRA SMART, yE =l 此 时 我 们 就 推 得 


l u — iP D)u = giz, t), 


u(z, 0) = uol) (1.74) 


BIAR ule, t) = W (t)uo(a) + fo W(t 一 7)g(,7)dr, 其 中 
W(t) f(e) = (2n)-? f eiPlOtrier Fleyde (1.75) 
Ro 
MLE an F EMH R E fa tt : 


定理 1.14 设 (p,q) 是 多 维 色散 波 方程 的 正则 性 时 空 容许 
对 ， 则 (1.74) 得 体 解 ule, t) WEA Fih it 


anim 
[D2 -PW (tuo llezca.zecesy) < Chuolls, {1.76) 
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f Dm W(t — rjg, r}dr 
I 


< Cllgl ce rrr ers)? 
(1.77) 
AE p=- I= RE I= (0,t). 进而 ,对 任意 2<p< oc, 有 
Le — L” èt 
ior Fw esl < cl" Pluto)ly, 2 <p< o0. (1.78) 


Li(RLP(R") 


注 记 1.4 (i) HF e= (1-ž)<2 5 2< p< aln) = 等 
价 ， 因 此 ， (p,q) 是 正则 时 空 容许 对 就 意味 着 8= (1 — §) < 2. 

(ii) 车 记 sp = ( 寺 一 nlm — 2), 则 对 任意 的 正则 时 空 容许 对 
(pa) 及 poah 有 如 下 混合 性 正则 性 时 空 佑 计 : 


lf IDIW {t — r)gl, r}dr 


< CIDI: gt, T), 


LAU LP) FUEL)’ 
(1.79) 
这 里 = 及 或 了 = (0,2), 对 于 (1.74) 的 解 ， 自 然 有 如 下 通常 的 


Strichartz 估计 . 
引 理 1.15 PHA m HAKRAAS MA, m> 2, Ml 
W (f)uc(z) W E 


[W (tuolle < CITE- P uol. (1.80) 
证 明 yle) < Cee(Rn) 满足 


waf b Fist 


0, |zi > 2. 
由 支撑 曲面 上 的 测度 Fourier Æ # fit (E 2% ILE E id 3.3) B 
| f eP OHE pedel < Coll + hT. a8) 
Rr 
对 任意 天 > 0, 考虑 


f er pE yag = kk" Í eit Pla tikan mdr 
Ran k R" 
< Cok" (|tk”| + [ka] 7 


T a. -52 
= Coll + ŽE < Colil- 全 ， 
(1.82) 
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另 一 方面 ,注意 到 


lim citPetenty de = f ett PCE Hiei ge, 
7 


hoo Rr 


因此 
f etaed < Colt| =. (1.83) 


这 样 ， 利 用 Young 不 等 式 及 Plancherel 恒等式 可 见 


{ lele, Dl S Clé|~* uoe}, 


lele, Dll = leote). (1.84) 


利用 播 值 定理 即 得 估计 (1.80). 
定理 1.16 设 wolx) € F(R"), g(z,t) € LAR; L” (R”)), 
(pgh Ona) 是 色散 波 方 程 的 任意 两 个 时 空 容 许 对 ， 则 


u(x,t) = W(t)ue(a) + f Wt —r)g(z, T}dr € LIR; LP) N O(R; L*) 
0 
HM Ætti 
|W (tuolz)l|| zerri < Clluo(e)lle, (1.85) 


l f W- 7)g(e, 7)drl array S Chal eeey (186) 


REFR IES A W A. 
WEAR #Ẹ yir t) € SCR” x R), 考虑 


[we ug (x), O(a, tdi = feen woned 


f W(t a 


< fluolls (1.87) 
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利用 引 理 1.15, Plancherel 定理 及 H-L-S 不 等 式 ， 可 得 


| / wiere sjaal) =| /一 oxp(iPOOFUE, Dal 
= ( f F expiir PE) Fear, | F- exp(—is P(€)) Feds ) 
- Í (vie, T), Í Fl exp(i(r — SNPE) F Yds) dr 
< f een Ka 
< (f [wer Bar ) ë (f | [fF epitr- 9) P@)Fodfidr) 


SOW Ee crane (Re yy" (1.88) 


J F eelit T SPE) F yds 


这 里 用 到 2 = (4-1) 于是， 将 (1-88) 代入 (1.87), 注意 到 
S(R" x R) PAF LY, LP (R), 从 而 估计 (1.85) 成 立 . 

下 来 延明 (1.86)， 当 (p,9) = (Pug) t, AAAH Hardy- 
Littlewood-Sobolev 不 等 式 可 见 


| f Wit— rel, T)drhea cr re) 
i 


< | 1/ 性 -了 -lellwer 


< Cligll errer iny 
q (1.89) 


rh (1.88) 式 ， 对 任意 的 时 空 容许 对 (p,g) E Pra) 总 有 
| WE- DI Darl ieran < Cllrs cy (1:90) 


i | [we 7 ngC, TET] peo (rrm < Cig] ne cree’ gyp (1.91) 
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当 pl = (00,2) WP, BRA Gigi) = (1,2. MER vE 
S(R"*)), 考虑 


[Um t—7)g (dr) dt = f [oon Wir — OyL, H)dtdr 
=f (on, fwe dene dr 


[we — tji- t)dt 


<|lgl ertr 


£°° (RL {E")} 


<C|jglje (RLI {R=} lell ss (7b? 1 (Rn) " 
因此 


I Í Wit = 79657 )r || or ZLpPfRni) 一 < Cllgllarc: ;E2(R"}}- (1.92) 


一 般 地 ， 当 了 之 时 , KRA p <p}. 对 (1.89) 与 (1.92) 利用 插 
值 定理 ， 可 得 


| [we E Tgl T)}d7 | ratr Er) < ellgl| ya (Li (R)? P 之 Pi. 
(1.93) 
m p< p H, 注意 到 > = 5 十 a, 于 是 ,由 Ginibre Velo 的 混 
AHAH (A [GVY3]) 可 得 


a 


1/ W(t = 7)g(, 7)ar <C |/ W(t — 7)g(-, 7)dr 


Lotf:Lr) L=(R; 57) 
1-@ 
x [we — Tgl, Td 
T £1 {R;L71(R"}) 
< Cllall p <p (1.94) 


LRL (R*))? 


这 里 用 到 估计 式 (1.89) 及 (1.90). 进而 ,根据 (1.93) 及 (1.94) 就 


得 估计 (1.86). 
作为 本 节 的 结语 ， RA A ee E R YE OH BEA FR 
部 光滑 效应 ， 证 明 可 参见 可 见 [KPV]. 
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定理 1.17 设 ORR 中 一 个 开 集 ， g) € CO) AWE 
Alr eR, 方程 组 


(£4, ° o 1 Sk, Z, Ekt] 1 En—1) =F, 
E 一 人 k=1,2,::-,n-1 


BEAN 个 解 . 对 和 任意 alz,s) e LOR? x R), f(z) e SR"), 定 


W(t) fle) = 上 e CHEE afe, AENEA. 


MA Aes tF 
“ 2 ade FOP n 
I cg fetter dtdr < CRN A EZOM > 2, 
i (1.95) 
sup f 7 maD dt < Cc A ree dé. n=l. (1.96) 


RACRKRMT RAN. 进而 ， 当 4 三 1, pE) MN, AF 
恒等式 


f werara= f Pix ner asm 


_ a IB (Ee) 
注 记 1.5 EES ME KPV] 给 出 的 ， 它 是 Kato 
局 部 光滑 效应 的 推广 形式 (Ko). 应 用 到 一 般 色 散 波 方程 ， 则 有 


如 下 一 些 局 部 光 消 效应 . 
(a) Æ N= R”, alz, 5) 三 1, HEN (e,t) = WI(Duo 是 


{ Tr 一 iP(D} = 0, (1.98) 


u(x,0) = uo{z) 


HR, P(E} 是 m 阶 多 项 式 函 数 . 这 样 册 结论 (i) 可 以 推 得 


| [f I — A) P ule, t)! dedt < C(T, R, luola}. (1.99) 
-T J|2i<R 
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(b) 当 n=1 时， 结论 Gi) 对 应 着 的 整体 LOL 知 计 


. FO? 
IW OFlaceczam = f | in dé. (1.100) 

HH, “OQ = PE) = 上 "6 时 ， 上 式 意味 着 
\IDIEWE)Fleocmsz~) < Elle (1.101) 


(c) P(g) = SL lel, 定理 1.17 的 结果 意味 者 : A 
f(z) € HR”), 则 ulz, t) = W(t)uo(z) € HELT (R°) , aet eR. 
4P(Q)=TL tE m, 4 fe HR”), 则 


ap =L... mya- 1 
ulz, E H tomo ost $ CR"), ae.t € KR. 


toc 


(d) 定理 1.17 HK ee 清楚 地 肇 面 了 色散 波 方 程 的 色 数 
性 特征 ， Back, AR PE = yi 十 | 此 恰好 对 应 着 经 典 
的 Klein-Gordon 方程 ， ROHR BAILS, 即 P(E) 0, 
但 是 ， 仍 然 得 不 出 局 部 光滑 效应 ， 这 充分 说 明 Klein-Gordon # 
程 、 波 动 方 程 与 色散 方程 虽然 都 上 有 具有 时 空 估计 ， 然 而 经 典 的 波 
动 型 方程 没有 局 部 光滑 效应 ， 

(e) 当 n= 11,906) = iE F e(z,s)=1N, ÆA 117 意味 着 


lalatenatey =sup (flue, dPae) < Clif yay 
(1.102) 
另 一 方面 ， 由 定理 1.8 可 知 


u zer ERY = (f sup ulz, ltde) < CIF ll py: (1.103) 
出 (1.102), (1.103) 及 插 信 公式 就 得 对 称 性 的 Strichartz X! it Zs ii 


计 , 
( [f lca ) < Clifll-a- (1.104) 


(f) 与 [K2] 与 [CS] 建立 的 局 部 光滑 性 相 比 ， Kenig “全 到 
KPV] 中 建立 的 局 部 光滑 性 关于 变量 t 是 整体 的 . Fe, RE 
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存在 Cy 使 得 当 |G > Ca Bt, [VAE Ci > 0. 利用 结论 0) 中 
AS fi it & Planacherel 定理 就 有 


FOP 


T 2 
Jach- WPdide < CO+R+T) | SAOP 


dé. (1.105) 


610.2 线性 Schrödinger 方程 解 的 相关 估计 


ty BF ALS, #2 PE Schrödinger 方程 是 一 个 典型 的 色散 波 方 
程 ， 因 此 ， 上 节 建 立 的 时 空 相 计 均 成 立 ， 需 要 指出 的 是 ， 对 
Schrödinger 方程 而 言 ， 其 象征 PE) = [Ci WA APS 常数 短 
阵 . 轩 此 ， 它 不 奔 在 正则 性 时 空 估计 (然而 ， 反 向 正则 性 时 空 
估计 存在 ), 这 意味 着 就 Schrddinger 方程 而 言 ， 正则 容许 对 与 一 
般 容 许 对 是 一 致 的 . 

E 2.1 称 (p,q) 是 相应 于 Schrödinger 方程 的 时 空 容 许 
X, WE =n- ih 其 中 


a{n} = 一 一 一 


2ip< ow, nol, An 
2<p<a(n), 2<n <o, n—2 


现 将 上 节 有 关 色 获 波 动 方程 的 一 般 结果 应 用 到 Schrodinger 方 
程 


| u,—thu=g(2,t), ceR", teR, 
u{0, x) = u(x), rt R” 


(2.4) 
的 解 u(x,t} = S(thuo(x) + fF SE- r)glz, rdr, 就 有 如 下 佑 计 : 
定理 2.1 i (p,9),(p1.91) 是 相应 于 Schrödinger 方程 的 任意 


两 个 时 空 容许 对 ， uols) € L?(R”), g(a, t) E L (R; LP (IR*)). pij 
(2.1) 的 解 ulz, t) © LAU, LP(R”)) NCU; L (R")) 且 满 足 估计 


S(t)uol| Lacr;Lr ar < Clluolle, (2.2} 


If S(t — rigtx, r)dr 
i 


< Chall rm 23) 
Lw(7;LF(R*)) FENCED (R9)? 


这 里 I 二 民 或 1 是 含 原点 0 的 区 间 . 
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定理 2.1 本 质 上 是 定理 1.16 的 特例 ， SR, CRA 
定理 1.16 ARMS. 主要 原因 是 解 算 子 S(t) 的 (1,00) 型 估计 
可 直接 从 Schrödinger 方程 的 基本 解 的 表达 式 得 到 . 上 节 提 到 
E ft i oh A Be SY) at 2 th ct A ay HES BBY Besov 空间 上 ， 现 以 
Schrödinger 方程 为 例 ， 说 明 这 一 过 程 的 基本 方法 和 思想 . 

定理 2.2 Ws CR, u(x) € H*(R"), g(r,t) € LUC; Bs, a), 


W (2.1) 的 解 u(x,t) € CU; HOR") £92; Bsz(R")) 且 满足 估计 


|S(t}wolx)ilzecBs ,) S Chuolla en), (2.4) 


< Cllg(z, tll 


BIU: Bs 2) 


| f S(t — Tala, r)dr (2.5) 


L’ (Bt, z ; 
这 里 (p,@) 和 (21,91) 是 相应 于 Schrödinger 方程 任意 两 个 时 空 容 
许 对 ， 了 = 及 或 了 是 含 原点 0 的 区 间 . 

证 明 ERE) WP = (—A)-2 1, 从 而 由 Schrodinger 方程 解 
的 L? 一 2 估计， 容易 看 出 

S(thuollee = ISEX-AV telp < CT E luotia p. 
于 是 ， 利 用 播 值 公式 (AP, A?) = Éi, ,就 可 推 知 
Stt)uol ys, = S(t)uolloma < Cit!” huota)lop2 (2.6) 

借 此 式 以 及 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 可 得 


lS Huolla: ee < Clluoe)ll > (2.7) 


完全 类 似 于 定理 116 HLEH, BF (2.6) Ri ROE A 
得 


if S(t T TILE, T)dr < Clla(z, OM et cbs, (Ray 
O 28 
这 样 ， 注 意 到 B2 = LNB FR, 组合 定 理 2.1 HAIE 


(2.7),(2.8) 就 得 估计 (2.4),(2.5). 


Ea Bs a(R") 
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尽管 Schrödinger 方程 不 存在 正则 性 钩 时 空 傅 计 ， 然 而 ， 
由 Schrödinger 方程 对 应 的 解 算 子 et 具有 局 部 光滑 效应 (也 
称 是 Kato 局 部 光滑 效应 )， 就 Schrödinger 方程 而 言 ， 意 指 对 
Vuol) € E7(R"), 有 D2 etteanfz € 12 (Rt), a, 4n=1 
BY, Oe A AEE Cp.) = (00,2), RA Ri AE Ee fh 
ih, BRA Hot FE BR 8 AB OK AY BR. 

id {Q@ajaez" Æ R" HARE, HAT Q UKE 
R. 则 将 一 般 色 散 波 方程 的 Kato 型 局 部 光滑 效应 结果 ( 见 定理 
1.17} 应 用 到 Schrödinger 方程 ， 有 

定理 2.3 {ulm t) = S(tt)juo(z)+ 用 3 一 T)g(x,T)d7 & (2.1) 
的 解 ， 则 有 如 下 情 计 


sup (f D2 S(«)uol*dt Í < Cluais) 2 = 1. (2.9) 
~ da 3 — ,T)dr|*d i 
sap( [7 ls f se- nete ndrpd 
< Olge, D; A(R; RY), m=1, (210) 


ce 
sup (f f [D8.S(¢)uol?dede ) <CR\lugll2, 2 > 2. (2.11) 


agg" 
oo t 4 
sup (N J vaf S(t — rT) g(a, JarPadz ) 
oe gn 


<CR 5 @ fi a(x, Capaadoj ， n> 2, (2.12) 


QEZ" 


这 里 DZ F(x) = CLUE FO)’ @). 

WERA 估计 (2.9),(2.11) BER Kato NETET TAT 
z (W EPJ 3 的 结论 ). 下 来 仅 需 证 明 非 齐 次 情形 的 局 部 光 
滑 效应 (2.10),(2.12). 容易 看 出 , 此 时 w(x,t) = B S{t— g(a, T)dT 


te . 
ia {re rER*, te, 


(2.13) 
v(0, 2} = 0, x e E? 
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的 解 . SESE NB AR EL (2.10). 就 (2.13) 的 两 边关 于 (x,t) BR Fourier 
变换 ， 然 后 求解 可 见 dEr) = elkr) 一 长 站 容易 春 出 


f + 和 ~ 4 匹 T tte £ + 
ilar, t) cf |: 2 A TjdEdT. 


因此 ， 关 子 时 间 变 量 利用 Plancherel a2 nf W, 
i , 2 3 一 pine ÂE T) É, T) ae 
(J penra) =ò J | e Pe 
onc 20 3 
=e (/ f K(x- y, 7) 9! (y, ray var] . 


这 里 KUT) = e idi 表示 通常 的 主 值 积分 
仅 对 时 间 变 量 取 Fourier Si. RES : 


K(i, 7) € L™(R*), A AG Tilo < M, 


ARAME, AA b MGM (2.15), 容易 推 得 


(J PEIER Fat) < CM @ Lay, “Esco” 
<em | (f of Pads ) 


(2.14) 


ar ) 


(2.15) 
gO 表示 


(2.18) 
1 


du, 
(2.17) 


这 里 用 到 Minkowski 7s ak. FREER Br ce (2.16) R, Hf Vr > 0, 


考虑 


= 75gn(IV7 — 1) — Ssgn(ly + 1). 
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因此 ,断言 (2.16) 成 立 ， 需 要 指出 ， 由 elr) = SE 得 到 的 
fit v(a t) = e LPP, ete ae (Erde dr, 未必 满足 初始 条 
fF. 事实 上 ， 注意 到 天 一 "ee = seme ere? HA 


v(2,0) =e T eef ; pt , T}dT)dE 
= ef e f GCE, 7?)sgnre Tit) dr}dé 


二 ef e “esen(r g(x, Tdr. 


由 (2.9) 的 对 偶 估 计 ( 亦 可 见 下 而 的 注 记 2.1) 可 知 Di v(e 0) e 
L7(R"), ke, Pi wz 四 一 eirerufz,0) 就 是 满足 (2.13) 和 估计 
(2.10) 的 解 . 

在 证 明 佑 计 (2.12) 之 前 ， 先 证 明 一 个 技术 任 引 理 . 

引 理 2.4 设 (TAY = paté) = m(ejAé), 则 


24) 2 z 
Sup Cf IFig(@aq,)l"dr)? < ont f |g|*da) (2.18) 


MBA? ARM Se xw 取 Fourier SR. 
TEAR Rp cCH(R”) 且 满 足 
| E L, weé[—-#, 4], 
ela) = | a re R\[-2 1.1]. 
令 plf) = (I€} — 1)), yl) = 1- pE). 现 定义 
Th(2) = “him (E)R(E) Ma), ri = yE mE 7 = 1,2. 


注意 刘 Sup pilé) CC [一 sul) 4 é e [§, 3] u [—3. i] 时 ， 
yi(é) =i. 因此 ， maf] 无 奇 性 ， eee Teena 
利用 Helder FAK, Sobolev 嵌入 定理 及 Mbln RT RETA 


¢ Talg- xa,)/*dz ) < CRG PTa xa, )llp 
Qa 


SCR™2- 2/7, T2(g . Xe} lp 
<OR” Plg -xoalle < CRiloxealle. (2.19) 
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下 面 来 估计 五 . RET RE rmi) 分 解 有 限 项 之 和 (分解 方法 
仅 依 赖 空间 维 数 }. 令 Ole) < Cr (R), H supp9 [-1, 1]. 现 定 义 


m1 i(€) = PGE — 1) )m(E)6(4]€]} = mi (CO (41 Ei), 


这 里 £ 二 (EE) eR xR 容易 看 出 通过 旋转 变换 ， 可 将 
om(é) 分 解 成 形 如 male 的 和 . 注意 到 


- _ - .1 i 3 
suppi C 全 = Gen) ER"! x R El < g 5<lel< 5} 


HAE 4 的 Qe, Ae, 满足 
Qo CR! x fag, de + F], Qa CR"! x [ag,ag + RI. 


EW z ie Fourier +e, ALH Plancherel EH, FAA 


2 ta tR 3 
Í T1 19XQs| dE <f Í (T11 9X9] dzdr,, 
Go ika Rt 


=- 六 1 em aaa 


tet A aath an 
= / f | f f e (gxXao】 
er 区 "一 1 ag Br-i 


x (G,yn)atn, Yn, E\dgdyn| dédz, = E, (2.20) 


这 里 alta, Ymi) = JL etam] (Edin 我 们 断言 :存在 常 
数 忆 >0 满足 
(a En, Ya OD <C, (an, Yn E) ER. (2.21) 


EIES., AH Schwartz 不 等 式 、 Fubini 定理 及 Plancherel 定 
理 ， 直 接 知 计 可 得 


da 和 二 二 aat& o 2 _ 
E <cr f f f if eS oy, dg] dy, dédz,, 
Oe Ral vag m1 


dat agt+h o- 23- 
-CR | J f pi ePi grga du] dEdy dry, 
hey ag a—i Re--i 


doth ag tH 
-CR f f f (9X00), Yn) dgdyndzn 
Bix ag R^—i 


=C R° Í _ [gx@a(y)] ay. 


- 504 - 


由 此 推 得 (2.18). “FT OLAS EH A E (2.21). 事实 上 
or 和 = 人 ee -OUEL — 1))0(4léD ds, 


= wale) f eMn > 


£ 
£|? — 


TECIE- 1))dén. 
ee- (2.22) 


此 时 ， Re MKB AF A={(E6,): ll <4, E ds lids 
2}. 现 仅 考虑 En > 0 的 情形 ， 对 (E6) 6A 容易 看 出 
le? = 1 =E +EP -1= 22-22, u> 5. 
M K= L+K, 其 中 
KHA È = OaE f ee SW bad 
= Magh fe E BE ea) (2.23) 


HL ap e CLR”! x Rt) HE [Fe Rt: 4) <4} LAR, A 
此 断言 得 证 . 
定理 2.3 中 估计 (2.12) MEARE ga Mv 满足 


g= >> 9xQ.= D> go, (2.24) 


aegn agen 
日 oR v= Saez Vas 其 中 Vex 是 如 下 Cauchy 问题 


{ wt = i^v + ga(T.t), 
v(0, z) =0 


(2.25) 


S, 对 (£, t) AR Fourier 变换 , 可 得 dal, T) = ppr fali Th aE 
. RTS t 使 用 Plancherel < HH aJ W 


sup (f f Vevate, Patde ) 
CE Qa /—s0 


mo 2 2 
— su ie 8 drd . 
(Le eae) 
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注意 到 ， 当 了 E (-06,0) 时 ， ee 没有 奇 性， 可 以 直接 利用 
Mihlin 乘 子 定理 来 处 再. 因此， 仅 需 佑 计 
ras) =f, 


Sup, (/ J. i pp aol ris 
借助 于 Fubini 定理 ， 变 量 代 赵 上 = rin 及 y= riz, 容易 验证 
I< ( L sup J, | fee ed tasar) 
= i ot wh, fe nt = i? §a(r? T, T)dy| wr) 


(2.27) 
注意 到 de(ten,7) (z, T) = 739 (rte, r) 因此 
suppgy (7 2, r)o7?Qa, YreR, (2,28) 
WR FERT Qo, 利用 引 理 24, 容易 推 得 
ce r2Q (nl -1 
scr rR f |r 8g (7-3 x, T)|?dx 
drt Os 
cc? f ee Pay (2.29) 
Qa 


将 (2.29) 代入 (2.27) 就 得 
I= ca(f ff òP (0, r} dde)? 
< ca(f ii galz, rjį?drdz)?. 
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由 此 推 得 估计 (2.12). 当然 ,直接 从 dEr) = SS 得 到 的 


vlr i= i irisi l a {e Aded- 
( ,t) cf f pp? \déd 
RO v(z.0) = 6. 类 似 于 一 锥 和 傅 形 ,构造 T= velet) 
ex 人 v(x,0) 就 是 满足 齐 次 条 件 的 解 且 满 足 估计 (2.12). 这 一 事实 
可 以 下 面 注 记 得 到 . 

注 记 2.1 作为 估计 (2.9),(2.11) 的 对 侦 形 式 ， 有 如 下 估计 : 


i T 2 oc T 1 
ID? f earnarp sof (f Fed dads, n= 
a) oR oO 


(2.30) 

4n>r2n, 我们 有 
D} f er nar| <er Y ( f f "le, nade) . 
0 2 awe em Qae ' ) 
2.31 


Hi, H Duhamel 原理 可 知 如 下 推论 
推论 2.5 vee [0,7], 则 有 估计 


i 
2 


| scf (f reope de, 


n=l. {2.32} 


l £ . | 2 
pi f eles f adr 
ù 


1 t 
al EDIE FC adr 
ù 


| 
|, 
T 3 
<CR >》， f f |f(a,t)|*didx | , n> 2. 
a 40 (2.33) 


oe en 


BA, RAH eB ot ie KR BS AL Schrodinger 方程 相 
3 AAR A” ow RH, E A dE tE Schrödinger 方程 的 解 研 究 中 起 
着 重要 的 作用 ， 


S07 > 


定理 26 G)Rr=1,5>3,e> 5, M 


(5 sup sup tel < C{|1 + Tuoll ng. (2.34) 


(ii) Hn >2, W 


CX sup sup le**uo(a}?)? < C+ TY Nel), (2.38) 
aeZ * 


这 里 s, p> 8 {Q.} Æ R 的 单位 方 体 分 解 . 
必 为 定理 2.6 的 直接 结论 ， RAM Te: 
推论 2.7 (让 当 n=1 时 ， 有 


(/ sup ežu) < Ci + TYP luola», 


-æ [0,77] 


1 1 
5> 7, pet 


TES (2.36) 


Gi) 4 n2 e, AI FRA M A iit 
$ . 
( f sup wa <C(\L+T)|luo(z)|ls,2, a, p> S. (2.37) 
Re (0,7) 


注 记 2.2 当 n=1 时 , 空间 变量 与 时 间 变 量 可 以 有 互 换 功 
能 ， 因 此 ， 可 得 如 下 整体 极 大 函数 估计 ( 反 向 时 空 估计 ) 


f sup |e" Z uola)jtde)i < C |Dtuolla, (2.38) 
—m teR 


这 里 DIJ = C (le REY (2). 此 估计 是 定理 1.8 的 直接 结论 . 
引 理 2.8 Bd, € CP([21,2 +1] AL O < yrl) <L 对 
fFRk eC Zt k> 4AM te [0,2], ER 
F,r} = 广 ellts’—T8) yy, (s)ds, (2.39) 


- 503 - 


Ht VN eZ, 有 


Co, r € (0,1), 
Ier) SFr) = 4 cle rE {le2*], (2.40) 
cer, r> c2k. 


WEAR 定义 二 = [247,2] 及 


o= fseRt;]s- Z< 5) 
BR, 4re(O,D 时 ， 有 |rt] < c2*. r> 1 时 ， 我 们 分 如 
下 三 种 情形 : 
D 2E h HE, 


(ii) 2n ie # {8}; 
ay Eh 的 右边 . 
在 (Gh Gi) 的 情形 下 ， 总 有 1 > ek, HÈR IEAA $8.(s) = 
ts? 一 rs WE p(s) = 26> | > 0. 则 利用 Van der Corput 引 理 
( 见 第 九 童 命题 1.2) 可 见 


k 
KOECH 


在 Gii) 的 情形 下 , aA i > e2 HAARE | 办 (sj| = |2ts 一 ri > 
5> 利用 分 部 积分 可 得 


I(t, n= fe r(e) £ (a) ds 


一 O ip (s) Sa (8) S if 3 
A 


了 


c 2* 
< 一 <= — j}? 
<$ <e(—)}, 


这 时 和 到 "> 
,4r>c!m, OBER MAI, WIN > c2*. B 
此 ， ee 1 ok+1) 时 ， 有 
l(a) = Pts r| > 5 > 0. (2.41) 
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连续 分 布 积分 N 次 {类似 第 九 章 命题 2.1 的 证 明 ), 可 得 
[Iry < enr, r > 2. 
综 上 可 得 估计 (2.40) 成 立 . 


引 理 2.9 if ya E COC(2S7*, 2°77 ]) 满足 0 < pele) < 1, m 
MAS AM te (0,2) 满足 


f. eE HEO yn (Da < CH (el), (2.42) 


这 里 五 xf: AE E te BY ws BE H 


{ fan He ([z|}de < c2*, 


2.43 
Hi{T) < e24", re (0, 10}. (2-43) 


HT, Ey € CH ((-10,10)) 来 代替 ve, 则 上 面 估计 成 立 且 2k” 
可 用 常数 来 代 玫 . 

ZR 根据 球 调 和 函数 理论 ( 见 第 三 章 ), 可 知 对 任意 -个 
£2 irl pw irz) = fis), 其 Fourier 变换 可 表示 六 


f(r) = Fade =r f f(s) Faga (rs)s?ds, (2.44) 
a 
这 里 Bessel AR J, 有 如 下 表示 式 ， 
rim 1 
Fn (7) O D” et" {1 _ s?) am ` da. (2.45) 


M2m + a(i) Ja 
则 由 第 三 章 引 理 46 可 知 Jm RA OP UE: 
Jn{r) = Ofr") r=, (2.46) 


N N 
- ， 1 . fLl 
dalr) =g fF S Om jr Ut J 】 十 er } Om iT is ts) 
=0 j=0 


w 
te” Y Bm gr Ot?) + Of NFB), ro. 
j=0 {2.47} 
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flia BF Bessel p SS HER, RE SAMA (2.42). ede 
iter) =| f eE eae aE 


` | woo, , n 
= / ett Jaa (rs)ya(s)s? ds], r= lat, 
| 9 


(2.48) 
(i) Sore (0,1), H (2.46) X, FRA 
Ta, < 2*°C. (2.49) 


(ji) Ar> 1, 将 (2.47) RAMA (2.48) 的 右边 ， 直 接 计 
算 


I{t,r) < crt f ett setst (gr) 9-3 sÈ (s)ds| 
0 
sors) f eit $(sr) N Eyn (a) 82 ds| 


SOr 3 +8. gee af e “eitls)ds| 


to -N ee 2N= i) 


for -2 5p [1 62 
一 Cre n— =i th, -9727 N + Op EO kp 一 了 一 了 一 mt, r> cor 
(2.50) 


这 样 ， 将 (2.49),(2.50) 89 A Hilel) PE ll oe, E 
KAHAR ON 的 任意 性 (TEN > PE) 就 有 


f Falle de Soma f s™ lHils}ds 
Kt Q 


1 e27* ne —1 a 
<c f saade j 2 


mo—23-1p ml 
g ekari mh ds 


sof gorik, 3717 ids +C 


ZC 


gunk 


(2.51) 
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wHi<g< Nim 是 任 一 个 非 负 整数 . 从 而 引 理 2.9 得 证 . 
定理 2.6 的 证 明 设 {ve} ER” 上 的 单位 1 的 光滑 分 
解 且 满足 
(yr Ew AM, &= 1,2, 
(ii) suppwo CS {€: El < 1}, suppy. © {€: 257 < |El < ae}, 
k= 1,2, a 令 
(Wplt)uo)” tE) = e aba (Edo (E).- (2.52) 


EET = 1 的 情形 下 证 明和 估计 (2.35). 注意 到 此 时 supp (é)uo(€) 
hy eB fa gE LE; l] < 2* +"), 因此， 仅 需 证 明 


CSD sup sup [Wi(t)uo(e}l?)? < C2 luoll. 


ve? jt] <2 BEG, 
1 
2 


<C2™ > ( lg(x, ty init) ， (2.54) 
(5 I, ha 4 ) 


利用 引 理 2.9 By 


利用 Tomas 对 称 性 原理 ， 它 等 价 于 


1 
I=| $ sup sup if Wilt} — Tg 7) dr 


wee" jeji ret, 一 


A 


i T WEE- Toler 


1 
< 5 (sap all) 广 人 igle — y,7)|drdy. (2.54) 


yegn VEY 


Siti, #4 Fay 二 2"Qa -zy EQ, 的 中 心 ， 自 然 有 


1 1 
sup f f lg(x — y, T)idydr < | f lg{z,7)|\dzdr. (2.55) 
req). J ld Qa ~1 Er, 
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这 样 ， 利 用 (2.54)~(2.o5) Æ Minkowski 不 等 式 可 见 


r=(5 ( SS sup Mally) Í. Ja. loz, 7)ldr i) ) 


yes" Maga” yE 


a 


(= ( cup Halu) sup J, J etn) ) 


yen" 2 VERa 


<C 》、 (sup Het(|y|)) > (z 二 (人 L lalz, 7 Nard ) 56) 


{rE we 


这 里 的 最 后 一 个 不 等 式 用 到 了 Ean 2S Bim (QO, PRK, A 
eC 不 依赖 a 的 第 数 . 根据 (5.3) 式 可 见 ， 我 们 仅 需 证 明 


5 sup ; Ax (ly)| < C2" (2.57) 


aegn Yon 
BOT. EXE, + 
Fm = {Qui Qa N {2” < [y| < 2°47} Æ {o}},m=1,2,---, 
Fo = {Qa : Qa N {iyl < 2} 4 {9}. 


注意 到 , 4 m24 A Qa € Fm, A Qa E fy, 277% < ly < 
2m+3]. 因此 ， 我 们 就 得 到 


5 sup |Hx(lu))l < > 5 sup |El) 


weg m=O EF m 
< sup He(lyl) + So Hy 27? < [yl] < 249} 


7 mi | 
CO re fH eg < C24", 
注 记 2.3 类 似 于 自由 Schrödinger 方程 的 极 太 疯 数 估计 ， 
对 应 的 线性 色散 波 方 程 的 Cauchy 问题 
{ w — Phu = 0, IteR a Sl, (2.58) 
ulz, 0) = ugle} 
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的 解 Uul) = ei aofz) = Sheu WAAR AR 
舍 计 ， 这 里 


上 


Se) = EUR RKO (TEF .), K° = cy f eS SHS dE, (2.59) 
Ti 


利用 Van der Corput H E, ASHES 
命题 2.10 if yle; E Co(R), suppy(x) € [2471,24], k BA 
然 数 ， 对 任意 的 a>1, 我 们 有 估计 


[e rood scame Ns2 2.60) 
4 


HC RR RAT tA k, 而 
2, fal <1; 
He (z) = 2fje|73, 1 < la} < C2; (2.61) 
ey lz] > Cook, 
借助 于 命题 2.10 及 Tomas 对 惕 性 原理 ， 容 易 推 得 
定理 2.11 设 a>1, 对 任意 的 s> St, 有 估计 


( sup sup owt)? | < Clluoll ae. (2.62) 


a Wels jleg 
通过 变换 # = Tt ,| <1, 就 得 如 下 结论 : 
推论 2.12 设 a>1, 对 任意 的 s> EH 和 p>3, 有 估计 


l 


sup sup |UTuc(a)*] <C(i1+T7)?fluolla.. (2.63) 
a, ET ¥Slal<jtl 


特 列 ， 
2 


(/ sup oa < CU + TP)? luola- (2.64) 


一 oo tE[ 一 工 , 工 | 
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610.3 ”线性 波动 方程 解 的 时 空 估 计 


在 前 面 的 讨论 中 ,， 丰 难看 出 发 展 型 方程 的 时 空 怕 计 有 两 种 
基本 方法 . 其 一 是 Fourier 变 搞 在 光滑 曲面 上 的 限制 估计 方法 ， 
如 局 第 九 章 的 讨论 ， Fowrier 变换 在 其 些 光 滑 曲 面 上 的 时 制 性 
个 计 的 对 但 形 式 怡 好 对 庶 于 发 展 方 程 的 对 称 型 时 空 佑 诗 ， 其 二 
是 管子 对 侦 方 法 . 这 在 前 面 建立 一 般 色 散 波 动 方程 解 的 时 空 估 
计 、 正 则 性 时 空 佑 计 得 到 了 广泛 的 应 用 . 无 论 哪 种 方法 ， 振 菏 
积分 估计 均 在 其 中 起 着 决定 性 作用 . 本 节 我 们 来 研究 线性 波动 
FROM efi, GA Ginibre-Velo FH, Est IK Besov 空间 
HOR PORE AT Te, 至 于 Sobolev 空间 或 LP 3 = fa] ee MF RT 

2(hit, A EA) Al Besow 空间 的 很 入 定理 和 Besov © EEE 
下 的 空 时 估计 来 得 到 ， 在 研究 线性 波动 方程 的 时 空 估计 之 前 ， 
我 们 先 引 和 一些 记号 和 回忆 一 焉 有关 Besov 空间 的 一 些 基本 事 
实 ( 详 见 第 八 章 ). 

， ”nn 表 示 空 间 的 维 数 , TE LT (R) 中 的 一 些 指标 可 用 afr) = 
1—1) BOF BR RAM. ALEEN, afr) 是 一 个 单 
HEARS, H af2) = 0al) =}. 自然 afr) 关于 :> AREA 
数 . 由 atr) 请 导 三 个 非常 重要 的 数 


Br} 三 nal), yfr} =(n-Ajefr), áfr)= nafr). (3.1) 


ABAH, “Yn >3r > 2h, (r) < ar) < ér) EFAS 
讨论 中 ， 我 们 将 会 知道 ， 58(7)( 或 28(r)) 表示 波动 方程 解 的 导 
Zik, 指标 +Y{7) BRE RSPAS OR") 估计 的 最 佳 豆 
减 率 .注意 到 了 ABM f(x) 的 LOR") Seo, Bik dir) 与 然 
出 现在 Holder 和 Sobolev 不 等 忒 中 ， 在 Schrédinger 方程 的 情形 
下 ,我 们 仅 用 到 6) EHRE SRK, PAR LRT 
RASE t 的 最 佳 衰减 率 也 是 or) 然而 ， 对 线性 波动 方程 而 
a. SIA &(r), vir), Sr) 是 非常 有 用 的 ， 

一 般 来 讲 ， +24 分 别 震 示 关 于 空间 变量 或 关于 时 间 变 景 
的 卷 积 运 算 ， 在 不 引起 混乱 的 情形 下 ， 省 去 脚 标 , 仅 用 * RK 
a. 我 们 采用 Paley-Littlewood 的 二 进 制 分 解 理 论 来 定 头 Besov 
空间 ( 详 见 第 八 意 ). 记 pE E Cra) AE oyl, H 


| DEEL xi sl, 
we) =O. |x} > 2. 
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HET, EX Gol) = vE — v(26). 对 jE Z, S ple = Go(2778), 
Wj l l 

{ supp; l) C {€, 277! < |E] < 2777}, 

Djez PiE) = 1, € € R?” \ {0} 

容易 看 出 ,在 单位 分 解 的 和 式 中 ,对 YE R? \ {0}, MAF 

至 多 有 两 项 不 等 于 0. 引入 BE) = p-lt) + of) + e541 (8), 

jez 注意 到 , 当 fe {2 < lei <21}, o() =1F 

suupp; C {627i ,因此 pj; = 6, - 0). 这 样 ， WE 

BYR ou BA 
pit u= Gy ej eu, (3.3} 


如 同 第 八 章 所 述 ， 定 义 齐 次 Besov 空间 Be, 为 


(3.2) 


BP, = {uj lus BE all = 27 e5 * ER <0}, (3-4) 


WE peRl<rns<w, 其 中 的 范 数 是 先 对 变量 cL RK, 
BK FRB. 类 似 地 齐 次 Tribel-Lizorkin 空间 HP, 定义 为 


= 人 < oo}, (3-5) 


这 里 pE 展 ,1 <s<oo,1 <r <c, 而 取 模 的 次 序 怡 与 Besov 空 
间 的 情形 相反 . 由 Minkowski 不 等 式 ， 容 易 看 出 


BILY oy ET) => Be, Ffy r > 8, (3.6) 
BIL) OL US) => Be, OF, r<s 
由 He 的 二 进 制 分 解 定 义 知 
H? = Ffa PER, 1<r<oo. (3.7) 
于 是 ， 根 据 (3.6) 就 有 如 下 的 嵌入 关系 式 
| Be, He, Iara, 
ii , (3.8) 
Be, He, | 1<r <2. 


然而 ， 本 章 经 常用 到 如 下 形式 的 插入 定理 : 
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WAR 3.1 Hil<r<rn<w,l<s<soo,p eR, po ERE 
满足 
pi + (71) = po + iroh, (3.9) 


则 Be, Be, A 


Lee 


lu; BEY I < Clu; BE, |, Yu € BP (3.10) 


1 i f1,#” 


证 朋 注意 到 pi + ól) = ps tdr) SO FRE m- E 
ma- 2, 这 一 命题 已 在 第 八 章 给 出 , 但 没有 给 出 证 明 . 我 们 现 用 


Besov 空间 的 Paley-Littlewood 的 分 解 定 疼 来 给 出 一 个 简单 的 证 
H. FXE, A (3.3) 式 及 Young 不 等 式 可 见 


外 pe 二 -> 


这 里 过 = f+ i 它 等 价 于 TOF eT pp = 2 Pe 注意 到 
lilly = 27" Bo(27z)||s = 27°») || Go(z)||p, 由 尺度 变换 可 见 


es* ulle, < 27 Nollis * ullra < 29 - |gollplles tlle, (3-12) 


Wt be XE BA SE AAA (3.4) 就 得 估计 (3.10). 

我 们 将 在 Besov 框架 下 来 建立 线性 波动 方程 的 时 空 估 计 ， 
它 的 优点 在 于 结果 强 且 证 明 简 单 . 为 陈述 简单 起 见 ， 在 形 如 
Bra 中 来 予以 详细 说 明 ， 对 3 关 2 的 情形 . 我 们 将 用 注 记 形式 
给 出 BE, 中 相应 的 估计 ， 


考虑 如 下 线性 波动 方程 的 Cauchy fi) Bi 


{ Ou Slot 


(Q, x) = uol), a, {O, x) 一 u(x), (3.12) 


KO = oP ~ A RAD’ Alembert HF, WHF w = (-A)?, 
U(t) = exp(iwt}), K(f) = w~! sinwt, K(t) = coswt, 则 问题 (3.12) 
Ru Hates otw 这 里 v2 BAYT 3.12) 的 齐 次 波动 
方程 Cauchy so] if 


{ Dv = 0, (3.13) 
vD, z) = uoler}, vl0, a} = u (2), | 
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的 解 , 而 也 则 是 (3.12) 相对 应 的 齐 次 初 值 问题 


{ Ow fet) 


w0, r} =0, w,(0,z)=—0 (3.14) 


的 解 ， ARR, v) = vtr) Ai FERA : 


| u(t) = K(t)uo(x) + K (tju (2), 


dvlt) = K(t)Aug(2) + K {tt{z). (3.15) 


& Lt) BIB Ul), ow K(t), AKA 中 的 任意 一 个 ， 这 里 

AER, x, (x) HA Rt GER) .上 的 特征 函数 . EN Lorit) = 

x+(L(2), 工 4 的 = xO 分 别 表示 推迟 型 算 子 和 超前 型 算 
子 、 困 此 ， 问 题 (3.14) 在 正 时 间 方 向 上 的 解 可 出 
A 

Oew(t) = EH = Kate (x+f)(t) 

给 出 ， 若 在 负 方 向 上 求解 (3.14), 解 的 表示 忒 就 是 充 (3.16) 中 用 

Ka, Ka 代替 KR 及 Kr 不 失 一 般 人 性 ， 今 后 我 们 仅 考虑 正 半 畏 


的 情形 ， 一般 来 讲 ， 问 题 (3.12) 的 初始 表 数 Cuol x), u(r)) € Y¥, 
ix 


(3.16) 


Y“ = H" H", per (3.17) 


自然 ， 当 上 =1 时， 恰好 对 应 着 有 限 能 量 解 所 属 的 空间 . 

泡 了 建立 波动 方程 的 解 的 时 空 怖 计 ， 首先 建 并 一 个 抽象 的 
框架 ， 它 与 研究 发 展 方程 时 空 信 计 的 两 种 方法 均 相 到 配 ， id D 
是 任 一 个 向 量 空 间 ，D+ 是 卫 的 代数 对 偶 , 用 IPA 表示 从 
D 到 某 个 向 量 空 间 基 上 的 全 体 线 性 映射 所 构成 的 线性 空间 ， 
y fin ÆR D 5 D (Je Dy e Ti) PRLR A. AR 
Do 关于 w ERRER, AT 了 是 线性 的 . 

引 理 3.2 设 尖 是 一 个 Hilbert 空间 ， A 是 一 个 Banach 7 
fa], A* EX 的 对 偶 空 间 ， 进而 设 ‘DCX RAF X 的 线性 子 
Sil, T E Lla(D, H), T* c LAD ETH ARE T, EX 


(T'u, fp =, Tf), YED, WEH, (3.18) 


这 里 (G ÆR Hilbert 空间 其 上 的 内 积 . 则 下 看 三 个 每 件 是 互 
相等 价 的 . 
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(1) ###O <a < oc WE 
TA < affix}, YeD. (3.19) 
(2) RIT) C X* LEO <a < oo 使 得 
iT *u; X*|| < alvi We EH. (3.20) 
(3) PET*T) CX* HEE <a < 00 ti 
[ETARA sae ||P Xp, Yf EDP, (3.21) 


SH] | BRA pH. 如 果 上 面条 性 之 一 满足 ， 算 子 工 和 
T'T aR RX GCHAX OX 上 的 有 界线 性 算 子 . 
证 明 (1) S} (2). HveH, WVL ED, A 


(Tv, foo] = |e, TALS lell PA < allo LF XI. 
2) {1} RED, WM VWeEH, A 
Ke FPL = KTv, Pol £ Ty; XL FAI] S elol FAT 


mR, (1),(2) 意味 着 (3) 成 立 下面 仪 需要 证 明 (3) > (1) 
即 可 . 事实 上 ,对 YH eD, A 


KTP, TH = (ITF, fyo < {TT Fs X* | HF: XS FRX. 


从 而 引 理 3.2 得 征 . 
推论 3.3 HD ABT HT (X, Ti, a:) (i=1,2) 满足 引 
理 3.2 HAIE MYER iJ = 1,2, 有 RTT) CXS 且 有 估计 


Tyf; XP] < malf Xll, VF ED, (3.21') 


特别 ， TT; 可 连续 扩张 成 Xi XS 的 有 界 算 子 ， 且 对 任意 的 
f(z) © X;(3.21'), 不 等 式 8.20) 成立 ， 

设 U(t) 是 Hilbert 空间 上 的 单 参数 的 强 连 续 西 群 ， 了 工 是 
RPROMRAM =R, 定义 LTH) WHHHRARARF A 
为 

Af = fucose. (3.22) 
I 
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则 A spe A” 
Atu(t) = Uv (3.23) 


EA HELSA 的 有 界线 性 算 子 ,， 这 里 对 偶 是 指 在 HE 
PUGH) 的 内 积 意义 下 的 对 偶 ， 因 此 ， 算 于 4*4 


A Af = [ve — tf at (3.24) 


BAM DU; H A L°U;H) 上 的 有 界线 性 算 子 , 通常 记 为 4*AF = 
Us f. BR, PRX =jDGH),¢=1,D 2X HERES 
空间 ， 则 引 理 3.2 的 条 件 满 足 ， 进 而 注意 到 算 子 A, At, 4*4 与 
(3.12) 的 解 之 间 芍 关系 由 (3.15),(3.16) 表 出 . 进而 (3.15),(3.16) 中 
出 现 的 算 子 K0), K'O 可 用 Ue) 表 出 


U(t) - U(-t) 


c(t} + U(t} 
2i 2 ` 


K(t) =w K(t) = 


另 一 方面 ， 在 (3.16) 中 用 到 了 所 谓 的 推迟 型 算 子 
(A An) = nw fie) = f Val ta 1323 


BAGH, HIRT (AAR BAT 44 的 因子 积 的 关系 ， 
故 不 能 直接 利用 引 理 3.2 的 结果 . 问题 : 建立 引 理 3.2 的 估计 的 
框架 是 否 对 于 推迟 型 算 子 亦 有 效 ? 首 和 推迟 型 算 子 的 对 角形 
估计 可 以 直接 从 非 推 迟 型 算 子 的 相应 情 计 得 到 ,而 对 于 推 尖 型 
算 子 的 非 对 角 型 估计 ， 需 要 借助 于 对 角 型 算 子 的 个 计 以 及 插值 
定理 来 得 到 ， 为 此 ， 我 们 先 引 入 一 些 基本 的 概念 . 

定义 3.1 设 了 是 下 上 的 任意 一 个 区 间 ， wilt) ÆJ EH 
特征 函数 ， 若 xy 人 是 互 到 莹 上 的 有 界线 性 算 子 ， 即 


xsex < Clhullx, Yu eX, 


RNS OHS X 是 时 限 稳 定 空间 . 通常， RIAR X = 
LEY), WY 是 关于 空间 变量 z 的 一 个 分 布 函数 空间 . 显然 ， 
它 基 一 个 时 限 稳定 衬 间 ， 

引 理 3.4 BICR#H—-*t+K ARI =R, H 是 一 个 Hilbert 
空间 ， X cS'U =< BR") 是 时 限 稳定 的 Banach 空间 ， 算 子 4 是 . 
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Hi (3.22) 确定 的 算 子 ， 革 和 4 满足 引 理 3.2 KR. MAF 
(A*Ale 是 从 天 (二 了 BL X* ARM X BLP) 的 有 界线 性 
aT. 

证 明 RAHLE (AA) SEX BOP UH) 上 的 有 界线 
HAT. 第 一 个 结果 是 其 对 偶 形 式 . HEA JED, ERA U(t) 
EAH, X 是 时 限 稳 定 空间 及 引 理 3.2 的 条 件 可 得 


MATA RFC), HI = Axt- FS Hil 
< a{sup xatt — -)s BOX) PF X I 
f (3.26 


从 而 引 理 3.4 得 证 ， 

推论 3.5 设 Xal0 < @ < 1) 是 一 艇 Banach 空间 且 Xp = 
LPL, H) Xi = X HR (Xa, XG) Te A (Xo, XG) A (X1, XT) 的 
插值 空间 . HX, AWE S34 WR, (AAR Æ X BY X* 
有 界线 性 算 子 . 则 对 任意 6 和 86"(0 < 6,6 <1), BF (A A)r 是 
从 Xe 到 X 的 有 界线 性 算 子 . 

WEAR OR, (AAR 是 Xo 到 X8 的 有 界线 性 算 子 . HE 
设 (A*AR EX, 到 XI 的 有 界线 性 算 子 . 由 引 理 3.4 知 (AAR 
E X PG R X a 的 有 界线 性 算 子 ， 因 此， 对 Vee (0,1) 
如 


(AAR: Xo oo (XG, Xi )e, 
{A*A)R: X1 +> (XQ, Xile 


是 有 界线 性 算 子 . 利用 插值 定理 可 得 ,对 Yo [0,1], (A*A}R 是 
(Xo, Xie 到 (XG XD eo 的 有 界线 性 算 子 . 

为 建立 线性 波动 方程 解 的 时 空 估计 ， 我 们 先 建立 线性 波动 
方程 的 解 在 齐 次 Besov 空间 的 Le 一 LP WAH. 

引 理 3.7 HU), KE) KO) 同 前 定义 ， 则 


UFE) gp < CATONE as (3.27) 
HAE) FS) ga < Cle MM ULI goer (3.28) 
NAC) FE) pica < CH OF geo {3.29} 
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WEAR ”容易 看 出 ，{3.28) 和 (3.29) Æ (3.27) 的 直接 结 
面 仅 需 证 明 (3.27). 由 第 九 章 的 振 葛 积分 和 居 计 (3.31) 6 a 


f exp(stl¢] + in0) polE) < min{liĝolh, Colt 7" }. (3-30) 


sup 
wa 


ALAR REAR ae, A a mh 


Je + A 


Sup 

= sup |/ exp(i27t 2776 + die 27E pol E dT E 

< min{2"™ |o]: Cole "= 2/7}, (3.31) 
[U psl < C ming, y E 23, (3.32) 


注意 到 UH = F etls f, (3.3) 和 Young 不 等 式 ， 就 得 


leo; xU flee = los UB * foe < Tey | oc lz; * fils 
< Cmin{2", tj E OMA SG, * Fh. 


33) 
另 一 方面 ， 注 意 到 
les * UD Flle = IFA; * Alle < lly; * Flia- (3.34) 
对 (3.33) 及 (3.34) 进行 播 值 ， 就 有 
le; * V(t) Fle < C min, e MMMM gy # fll 
SCIAP HO le; # flle- (3.35) 


FRASER 2-78), Hee j RE RE, BBG (3.27). 
ig 3.1 74 26(p) = LBP p = X+8) m, 31E 3.7 对 应 着 
波动 方程 解 的 经 典 的 L? 一 Lr 估计 


> HF dpe, SPE 


IK flle = Cl (3.36) 
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下 面 我 们 将 会 看 到 ，{3.36) 可 从 线性 波动 方程 的 解 在 非 齐 Besov 
空间 的 LP 一 LP 型 知 计 中 获得 . 


定理 3.8 假设 Pi, Pa H ER, 2? < q, g rir < oo 并 且 满 足 


条 件 : 2 
9s 7 =min(jtr;).1), j= 1,2. (3.37) 
j 
(Een) 40.0, p= 1,2. (3.38) 
i 
pr + ÖT) + = h, (3.39) 
dl 
， 1 1 
py 十 dir.) 一 一 三 4 一 C + {Tra} — +) . (3.40) 
gi q2 
则 有 如 下 结果 : 


(1) 设 (uo(e), u (æ)) € Y”, MH h (3.15) 3E X v WE fiit 


lo; E” (R; BE aJt lO; LT (R; BEZON < Cuo w); Yll. (3.41) 


Tisa 
(2) WHE IC RÈR, 有 


K « fi L(G BP) SCALE BLS). (3.42) 
(3) 对 任意 区 间 工 = (0,7), 0 < T < oœ, (3.16) 确定 的 函数 
w= KR*X+f 满足 估计 : 


he; LO (7; BR + Ow; LET; BRI < CAs LE; Bs) 
(3.43) 
这 里 (3.42),(3.43) H i PR AS RS RHA. Am, Æ 
假设 ” < co, GMA RHI i BP, 的 空间 改 成 相应 的 齐 次 
Sobolev 空间 H?, 364 40 A AY AG H Aer. 
AEM ER ZH, AS ERR HW, DSA 
Be STL a AE e eR. 
注 记 3.2 (gr) 的 容许 值 可 以 用 以 (3,1) 为 变量 的 平面 内 
的 下边 形 或 三 角形 来 刻画 ， 当 # 关 4 时 ， 在 (12 平面 上 ， 其 
容许 范围 是 以 A = (0,5), B= (a8) C= G0 MD = 
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(0,0) 为 顶点 的 四 边 形 ， 自 然 ， 4 对 应 着 (qr) = (ce, 2), Bt 
应 着 (ar) = (2, 28), CHR GN = (2,o0), 而 DD 则 对 应 着 


1 om—3 


(q,r) = (90,o0 儿 见 图 3.1). 


图 3.1 波动 方程 的 时 空 估计 的 参考 图 (nm > 4 的 情形 ) 


“n=3H, (2,5) 的 容许 值 的 区 域 退 作成 三 角形 区 域 


gir 
AACD, 其 中 A= (0,4), C = (3,0), D = (0,0), 自然 ，4 对 应 着 


(q,2) = (00,2), C 对 应 着 (gr) = (2,00),D ATM Qr} = (co oc) 
( 见 图 3.2). 


图 3.3 n=? 的 情形 

当 n=2 时 ，(2,1) 的 容许 值 的 区 域 退 缩 成 一 个 更 小 的 三 
角形 区 域 AACzsD, 其 中 A 点 对 应 着 (9,7) = (eo,2),C2 对 应 着 
(q,r) = (4,00),D 对 应 着 (gr) = (00,00) { 见 图 3.3). 


#32 如 二 号 的 情形 
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由 七 面 的 分 析 可 以 看 出 ，9 = 2K RRB, Ren 4i 
RE. Ersa ti, RS BAUS, CHART AYR 
GH, KB RANMA ARE (3.38) 所 确定 的 . 进而 ， 者 将 
定理 中 Bl, 换 成 Ae, 则 限制 条 件 r < ee 意味 者 容许 区 域 不 全 
WA CD. 

RBE, qr E 28(7) = 1 时， 导数 损失 28(r) 完全 
EAT Kt) =o sinot 中 的 wr! 抵消 ， 此 时 二 += ofa) 
BABS HR 二 = 的 交点 ，(3.41),(3.42) 对 应 着 对 称 性 (对 角 
形 ) 的 时 空 佑 计 


Ep Lt (J, L "1 (R°) < Clelia 


Ef LD (Le RN < CUD be RI 


这 与 第 九 章 定理 $5.3 所 建 并 的 估计 完全 一 致 . 

注 记 3.3 根据 (3.15),(3.16) P v 9 w 的 表达 式 以 及 算 子 K 
EK 的 定义 ， Waite (3.41),(3.42) 及 (3.43) HTHS RR 
F Ut) 相应 的 时 空 估计 . 注意 到 ， 对 YA ER, AF o 是 Bo 
到 Br2” HAW RRS. 不 失 一 般 性 ， 仅 考虑 # = 0 的 情形 . 这 
样 ， 证 明定 理 3.8 就 归结 于 在 条 件 (3.37),(3.38) 及 


1 
pj +ô) -= 0 j=1,2 (3.44) 
J 


下 ， 证 明 
[U Cju, (要 BP a)l] < Chella, 《3.41 


Ux f; EE (T; BS) < CNF; LPG Ble), TCR, 《3.421) 


[Un * fp LU; BY ON < Clif; Le Bo M3), F= [0,7] c Rt. 
{3.43') 
这 里 条 件 (3.39) 之 所 以 变 成 (3.44), 源 于 在 (3.41°)-~ (3.43) H, H 
Ut) 取代 了 K(t) 的 位 置 . 
‘tip 3.4 由 了 Besov 空 间 中 的 Sobolev RAK A (3.10), WHA 
定 的 qi Su N Shit (3.41)~ (3.43) 左边 的 模 随 着 pi RS 的 
增加 而 增加 . 因此 , 仅 需 对 pi BR 容许 的 最 大 和 值 来 证 明 妇 可. 
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(i) “4g: > 2, Air | MK s 2 B 出 ， 因 此 , 1% 
渍 在 此 情形 下 证 明 时 空 舍 计 (3.41)~ (3.43) 或 (3.419~ ~(3.43°). 进 
而 ， 当 Ym) = 立时 ，(3.39)] 就 变 成 了 pl = p- plr), 相应 的 条 
fF (3.44) 就 是 pi = -Br 当 qn = 2, FAH LBA RES 
B, 因此 ， 不 能 归 简 证 机. 

(ii) Xf TALE BY go 和 jg, PE fit (3.42),(3.43) 或 (3.42"),(3.43') 
右 端的 范 数 ， 随 着 ps FR Dik 2 Bk Se hi AD TT a A, 
BOR, ATS fitt A uE RA A RE pz FO 的 最 大 容许 值 的 情 
形 的 证 明 , 25 gs > 2 时， 容许 值 的 上 确 界 仍 由 由 yira) = = 给 出 ， 
即 仪 需 在 条 件 pz = 1 一 上 一 Blr2) 下 ， 证 明 估 计 (3.42),(3.43), 它 
FUTE pz = —B(r2) 下 证明 (3.42") A (3.43). 5 gq =2 时, Æ 
法 归 简 证 明 ， 

定理 3.8 的 证 明 AR 2-79 Feb (3.35), RAR, 就 得 


IU PER BLOW < Chee OF); BIO. (3.45) 
BOs 2=7r)<1,1CR, (3.45) MARTER tiL, F 
用 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 ， 就 肥 

eye Fi LO; BoP < CIF ET; BES M (3.46) 
这 里 Um RA U(t) Me Ue(t). 这 就 是 对 角形 式 的 时 空 倚 计 . 此 
情形 对 应 着 p = pir) (3 = 1,2) 下 的 估计 式 (3.42") 和 (3.43). 
下 面 借助 于 对 称 性 结果 来 建立 非 对 角形 式 的 时 空 舍 讨 . 

现 来 考察 在 推迟 型 算 子 的 情形 , BN Cir, = Ult). WRX = 
LÝ; BED), A Æ ih (3.22) 所 定义 的 算 子 , 此 时 (3.46) BRS 
3.2 的 条 件 {3), 自然 它 与 条 件 (2) Sr, Kk 


HU (Ju. LR, BLP} < Clhullz, Ta) p= -60). 
本 质 上 这 正 是 佑 计 (341) 的 极限 情形 . BX; = LG; BED), 
由 推论 3.3 可 见 ， (3.46) 意味 着 非 对 角形 佑 计 

|e J; L; BLS) < CUA LBC; BAY), 


riz 
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这 正好 对 应 着 极限 情形 $ = yir) FEE pih (3.47). 利用 
Sobolev 入 入 定理 及 注 记 3.4, 就 得 到 在 一 般 情形 下 的 时 空 估计 
(3.41"),(3.42'). 

干 面 考虑 推 壕 型 算 子 所 对 应 的 时 空 合计 3.43"). 取 Uy = 
Un, 对 (3.46) 5 r = 2 的 情形 (Xo = LHI; L?)) FA) mt 2E fi it 
E, 换言之, AREE 3.5 就 得 在 极限 情形 2 = olr) 下 的 
非 对 角形 估计 (3.439), AH Sobolev A E BEY Hid 3.4 
EG — ARIS Te T AE Ot A ER E fit (3.439, 也 就 是 证 明了 g>2 
的 情形 的 时 空 估计 . 

注 记 3.5 在 9>2 的 证 明 过 程 中 ， 估 计 (3.46) 起 着 重要 作 
Al. 它 是 从 (3.35) 关于 变量 t+ 直接 利用 H-L-S 不 等 式 而 获得 的 ， 
换言之 ， 先 对 分 解 式 3.35) 7 RPM, RKP Me et HL 
模 . 事实 上 ， 这 一 过 程 是 两 个 可 以 互相 交换 的 运算 ， 若 采用 相 
反 和 运算 过 程 ， 重 新 将 (3.35) SRB 


thoy Uf FAN < C mimg | — e Pg oe F(t) 
(3.35') 


则 
lps #2 Up te fi LUG DN < C279) gy; sa fi LY LM, 


0 < > 一 了 [7 <i. (3.47) 


st Wag ke 2 jar, SRG ALA Minkowski of 49 BY 23 4 wt (3.46). 
下 面 来 证 9 = 2 的 情形 的 时 空 和 估计 .此 时 n>4 且 ~Y(7) > 
(n — 1)($ — ep) = 1. 对 (3.35) 的 两 按 取 Lt 模 ， 注 意 到 pj * 


Urry ttf = p; * Uin Gp te f 及 Young PEA M 4 
les te Um te fi LL RY 
<C |] min{22950), TO 2299} EAN By ee fs LT; L 
=2Cr(r)(y(r) — EPEA- Di Sse fi LP ER 
48} 

这 里 采用 了 令 277807) = pT 2298), 然后 来 确定 将 第 一 
子 积分 的 分 段 技 术 . (3.48) de jE 模 就 得 

Wer) f; L BSO Dy s en a BE. (8.49) 
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这 怡 好 是 极限 情形 g = 2M, (3.41) 及 3.42) HABA 
it. STII BS THER ABA (3.41 和 342’), 直接 
利用 估计 (3.46), (3.49) 及 引 理 3.2, 推论 3.3 就 可 推 得 . 

注意 到 Sobolev RAH, 4 yir) 变 小 时 ， (4.49) 式 变 得 
越 来 越 强 ， 然 而 ， vir) = 1 就 对 应 着 B 点 { 见 图 3.4), 它 是 非 容 
W. te {3.49) 无 法 从 极限 值 的 情形 过 滤 到 一 般 情 形 ， 


图 3.4 gz 二 2 时 推迟 型 牌子 对 应 的 时 和 衬 估 计 的 参考 图 
现 来 考虑 推迟 型 算 子 对 应 的 时 空 估计 (3.43)， 当 gj > 2, 
j = 1,2 时 ， 估计 (3.47) GHE, 4 n= f= 2, ri 天 T2 时 ， 取 
r= min(ri,72), 利用 Sobolev RA GHA 


p, pO) =e BS Bey $ cy Be. "a 


因此 

Ui -LLB —{(a(ri)— < CIIU 72 I Bois ed 

| tefi E 1D, 2 yy [UR * f; L? T 
<C; 0; BEZH < CIF PUBS?) 


WAM ABA (q> 2g =) 及 (gq = 2,92 > 2) 的 情形 , BE 

利用 推论 3.5 op kU ta RH A 式 予 以 征明 . 当然 ,这 里 不 包 合 

WHI Z = ?Y(Cr <1, g=2R 1 =2, 2 = (ra) <1. 
事实 上 ， 取 = (2,2), Pa = (È, +) AT ABCDULE 3.4) 


且 有 一 点 属于 (B.C), 为 确定 起 见 ， 我 们 设 g > 2, gq2 = 2. 连接 
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AP 与 BC 交 于 B A, BH AR HD Ph ALEAT 了 轴 的 直 
HT POLE 34). 于 是 ， 有 

G) 取 Xo = L(I; D2(R), X = Xa = L(I; BOD), A W 
同 前 述 ， Ur = A*A, 由 推论 3.5 就 有 


lUr te f; (Xo Xp, ol] < CIF ( Xo, Xp, Jol, 95 9,6 <1, (3.50) 


(ii) 如 果 Xo = I(T; L2(R)), X = Xp, = VU BLE”), A 
同 前 所 述 ， UR = 4*4, 由 推论 35 就 有 


[Ur rt fi (Xo, Xp, Jol] < Cif (XG, XE jell, OOO <1. (3.51) 


TE, H Sobolev RAEE, AAA H 
[UR *: Fb (7; BA < CIF, PU B?) 


1 rig 


< CIS; 17; Be 
(3.52) 


同 理 ， 改 变 利 用 Sobolev 嵌入 定理 与 (3.80),(3.51) KIERRE, 
就 得 


一 Mra -4 eTa- 二 


i Tae 
< Cif LT REON 
(3.52') 


ith, 1 (P, Pr) E (4,8) x (B x ClU (B,C] x (A, BH, Hae 
it (3.43) 成 立 . 

注 记 3.6 对 于 推迟 型 算 子 在 双 极限 情形 的 时 空 估计 需要 更 
精细 的 证 明 , 可 参见 LS] 中 关于 余 维 是 1 的 情形 的 证 明 (p1 +e = 
1). 由 此 可 以 直接 推广 到 一 般 的 情形 . 

EMRE M&K Besov 型 空间 中 建立 了 波动 方程 的 上 时空 人 
计 ， 容 易 看 出 ， 引 理 3.1 中 的 基本 合计 意味 着 


sin tr 2in+ Í 
EE he < Clq gh, r= “et, 
l£ £! n—i 
(3.53) 


IKO = F (i 
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E Æ tht 


; 2n 
JK) el, Cle ele —— <r (3.54) 


2(n +1) 
和 一 上 
的 特殊 情况 ， 事实 上 , 仅 当 r= MAY 时 ， 有 1 一 26fr) = 一 xy(7). 
ERATE R RCE SH BS Le 一 L” 估计 及 其 相应 的 时 
计 
定理 3.9 设 P(x) 是 C~(R*\ {0}) 的 一 次 章 次 也 数 . 当 
y 区 0 时 ， Ply) #0 BRR Hp(y) = (GY) 的 秩 > p, 则 对 


Py Ou, 
å{r){(2 - £) < 1, A fait 
_, sin tPts} . _ 
Ea e Oler, < Cep olla . (3.55) 
te G rz 


证 明 仅 需 证 明 +=1 的 特殊 情形 ， 一 般 情形 仅 需 作 坐 标 
变换 ty y May. BARS Besov 空间 Bi (R°) 的 原子 分 解 定 


L, AR pilu) = p(y) 7 > Opa) = 1- Pi 其 中 非 
Hi HK oly) © CoR) H suppy C {yi § < |u| < 2}, 自然 有 


Syy) =l, y#0. 
gD 
因此 ， {yes} Fz Sy © SCR") Æ R" 中 单位 的 分 解 . 


我 们 断言 


- P . a 
|F (To~ ej 3) læ < CRF Yeh, j=0,1,2.. 
(3.56) 


当 了 一 0 时， (3.56) 显然 成 立 . 当 了 > 0 时 ， 注 意 到 
oe (£) sin 2) P 
P 


e) li» 


BR p/P E ome, AA ik BR i ( 见 第 九 章 第 三 节 ), 容易 
看 出 


IFS ) Pi) lle = 2 人 | 天 (一 二 一 


, ,sin 29 P(E) flea er Pih _ -- 2 PiN ply} 
| 一 人 | -| l 2i PQ) 


< Cly, P(E))2 277, (3.57) 
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网 此 ， 断 言 (3.56) 式 成 立 . 其 次 ， 注 意 到 


isin P(E} 加 sin 27 Ply) ; 
tine eal iz ed e 
及 lalla = llvllz; 就 得 
| sin Pg) sin P(E) ô Er 
| 天 (Brey ” a) N = “P® Y = C2-F\ulle. (3.59) 
对 (3.56),(3.59) 应 用 揪 值 定理 ， FDAN 
PON = lle Fabby B60 


这 里 8 = 22-4), 0 - O(N +6 -§-) 5% EFT 
§(r)(2— E) <1. 


aa, |j- k> 1h}, #jPk = 0. Ay 
ð: = 【271 + Pj + P5418: p_1(€) = D. (3.61) 
现在 (3.60) 中 用 6; RE v, 就 得 


sin P(E) 


IF CP 


gêl < Cloie SOB- 5) El (362) 
两 边关 于 j 取信 模 , 注意 到 Besov 空间 Mae Me MRA ET (355) 
在 上 =1 时 的 个 计 . 

注 记 3.7 人 注意 到 


FF 


fa = WO + È 
R 
是 Bo。 的 等 价 模 ， 若 记 oft) 是 由 (of F(2) = FUL) BEE LH M 
AEF SDAN 


_, [sin P(E). B _1、 1 sin P(E) v 
ra [BPO ey] = rote [ey FCO o| 63) 


: odk : 


m ERO ern- em SOs] @ 


PẸ) PO 
pai [sint Pe) | 
=F | Fean em)| 
=e YF EEE Fotin 7) O) (的 


AE, AAL RoR AR, BH WH RH Att (3.55). 
(ii) 由 Besov 空间 中 的 Sobolev ft A ce 


EP(R") Bs, = Bog £1, lc ps2, 259 < 00, (3.65) 


直接 推 得 


sin £P(£) 5) 
P(E) 


推论 3.10 设 u(t,c) 是 波动 方程 的 Cauchy 问题 (3.12) 的 
解 ， 则 有 如 下 L? 一 LY 估计 


u(t, 2) |p <Cof lel") Veo (2)[lpr + Nur (2) ly) 
i 
+ f jt — [1-28] F(a, r) fly dr}, 
0 


1 1 1 1 
dp) 一 以 本 一 >” (n+ 1)(5 — z) <1. 2.67) 


Po 


< Clth oly. (3.66) 


进而 有 
ult, ows < Coaflt Oole) + erlin) 
+ [erste line dr), 
(a+ ne 一 <1, i>0. (3.68) 
注 记 3.8 G)M41-W(p <ORSHH 45 <p, it 


(3.67) 及 (3.68) 才 有 关于 变量 1 的 负 值 的 衰减 率 . 因此 ， 通常 我 
们 在 28. <p < MOY 中 使 用 估计 (3.67),(3.68). 
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Gi) HEH 38, 4 2<¢p1< 00 


| s—l+n(g-— 5} < G-E) 
1 
2 


3.69 
OSs-tt+n(g-Z)=7< (3.69) 


i 
q 
Bt, A fait 


Cf ett, dy, JÈ < Chole + enol + f AA oer) 
(3.70) 
利用 齐 次 Besov 空间 的 媒人 定理 Bs a(R”) <> LPR"), (s 一 oa 一 
-2,i>1), 由 (3.69),(3.70) 就 推 得 


pip 一 


1 
q 


< C(|leo(a)||wo2 + [lur(e)lle + f f(x, zar), 
(3.71) 


( f Mett, -}I| fee) 
I 


此 时 


2n nn > (3.72) 
n—2 n—3 qg 2 p 


完全 类 似 于 定理 3.9 的 证 明 , 我 们 可 获得 如 下 更 一 般 的 Brenner 
不 等 式 . 
推论 3.11 Hse R, 1<qg< œ, W 


WF? el“? exp( + EEC, SCP lvl Bs, (8-73) 


Ht Ap My RE 


1 1 1 


2 p< +0, int) (z-i) <7<2n (2) (3.74) 
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g10.4 线性 Klein-Gordon 方程 解 的 时 空 估 计 


本 节 我 们 详细 讨论 线性 Klein-Gordon 方程 的 LP 一 L” 全 
计 、 正 则 性 Ze LP 估计 及 由 此 派生 的 时 空 居 计 ， 这些 基本 
的 线性 估计 在 研究 非 线性 Klein-Gordon AH. AT MAA 
解 问 题 和 散射 性 理论 中 起 着 重要 的 作用 . 

首先 考虑 如 下 线性 Klein-Gordon 方程 的 Cauchy 问题 


tae — Autu=O, 
{ u(x,0) = 0, ula, 0) = ofa). (4.1) 
其 解 u(t, æ) 可 表示 成 
E = Tiy 一 rein lE) yy 4° 
u(t } q} a+ AE E (£) ( 


我 们 的 问题 是 : 当 p,q REAM, BRET, 是 LPR) 一 
LUR 的 有 界线 性 算 子 ， 相 应 地 || 上 是 如 何 依赖 于 + 的. 如果 
这 一 问题 得 以 解决 ， 作 为 推论 ， 一 般 线性 Klein-Gordon 方程 的 
“Cauchy 问题 


tn — Au +u = fr, t), 
f u(x, 0} = pls) u(r, 0) = w(x} (4.3) 
的 解 
ult £) =F! cos(l€? + 1) 3tF9+F- (jent, 
(1 + |&|?)* 
_,sin(|é|? + 1}3 tt — 7) dr 
+f 7 (EP + 1) FF) (4.4) 


ML 一 L hea ae Ae. 
定理 4.1 (lsp EFR EL oL 上 的 有 界 
线性 算 子 的 充分 必要 条 件 是 (i)e T, bát TÆ 


1 1 1 1 1 1 1 1 
= 一 P- = — — n ~ _ — 
Pi G+ +1°2 - <3). 2 (3 n—1' 2 =) 


1 i 1 l 
B= (5+; 二 + 


为 项 点 的 闭 三 角形 . FA, 5 n = 1,2 时 ， 定义 已 = (0,0), 
Py = (1,1). 


ci) k Py = (5,4), P; = (4,4 — +), Ps 一 E + +, 5), Pe 
Gt Jai — z553 )- 特别 , 5 n= 1Rf, E Pi = (2,0), Ps = (1, 

4 RETR, € 
Teele < Cle|*|lellp. [él > 1, (4.5) 


这 里 a 是 二 与 1 的 线性 函数 ， 满 足 
a 一 n—2 — Tt (: 一 3 , (=. =) E AP: Ps Ps: (4.6) 
q P P g 


1 
aim 2 + {n 一 2) (1 一 3 5 @ =) E AP, P4Ps; (4.7) 
q P Pq l ` 


a= _ + 一 ， G, 3 = DP, PsP, Ps: (4.8) 
2 qg Pq 
no oë n 1 1 
= —— —; G. + € CIPF Pa Ps. {4.9) 
2 P pq 
(ii) # (G, 2) < 7, 则 
b l Th TL 
Tella £ CH Dle O<t<1 b=1- +o (410) 


推论 1.2 设 w(t,z) Æ Cauchy 问题 (4.4) 的 解 , 则 当 (2,2) e 
T it, AMF it : 


u(t, zie SC(F v EPIS + CC? v eG, 


t 
+0 f (erty t= PSC, ledr, 
0 (4.11) 


EE He 21 

a b 3 =? 

aves {ie MZT (412) 
b=1- 2+2, fifo 的 取 值 同 (4.6)~(4.9). 
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注 记 4.1 人 在 定理 1.1 或 推论 1.2 中 ， 估 计 (4.5),(4.10) 意 
RE ITI < Cent 1 ARs cel. SRE, KT t NER 
HITER, R 

Zl < Cie, {é) > 1, 
| ITI < CH ， 且 <1， (4.13) 

HE EA [MSW]. 
Ci) 利用 定理 4.1 PAE TE 42, 可 建 ww JER Klein-Gordon 方 


程 
ve = Avto t Apu A>0 {4.14) 


HJH PG a ME 2+ g2 AE TF RE ER 


twlle = (f fw? + [Vw]? + wjdz) (4.15) 


意义 下 的 散射 性 理论 ， 详 见 第 十 二 章 的 讨论 . 
(iii) 经 典 的 波动 方程 的 Cauchy [Aj al 


Pit 一 ĀU = 
{ v{D, T) = o 0) = w( 2) (4-16) 


的 解 是 
1 Sin [ie p 


K 


容易 看 出 {与 Klein-Gordon 方程 证 明 类 但)， 相应 的 5? 一 了 ea ih 
计 是 


u(t, 2) = Sip = Fo Fu. (4.17) 


| il | 
Hel, e)l = Swlle < CleP hell. Gs a) ET, (4.18) 


ME b=1-F+% Hiit (4.18) 是 最 佳 估计 . Strichartz 在 [Stt] 
中 证 明了 (5, =) E€ PP R PP 的 情形 ， 而 Peral Æ [Per] 中 证 明 
T p=q 的 情形 UC 4.1). 
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图 4.1 Klein-Gordon 方程 的 LP — Li 估计 的 参考 图 
注 记 4.2 人 注意 到 十 是 一 个 形式 自 伴 算 子 , AR, M= 
角形 下 关于 对 偶 直 线 G.5)= 1M. Po, Pa, Ps, Pe 的 引入 更 
好 地 刻画 当 上 [> 1 时, 解 算 子 的 范 数 IN" Kt KR KR. 
利用 径 向 函数 的 Fourier 变换 公式 (网 第 三 章 冠 理 4.2), A 


sinfi + ej?) 2¢ 


= Typ = F7 
ulr, t) ty (1+ EE 


Fy = Kya, n= 43, 


(27)? = 24-2 _- TE ， 
K(k) = “R (L+r°}72 sin(l+r°)?tsin(Rrjdr, n=3. 
0 


(4.19) 
同 理 ， 波 动 方程 的 Cauchy 问题 (4.16) 的 解 可 表示 成 
u(t, 2) = Spy = pet rs = brp, n=3, 
其 中 
LR) 一 (27) i sin(rt) sin(Arjdr, n=3. (4.20) 
R Jo r 


FHA n-=3 为 例 ， 来 考察 Klein-Gordon 方程 解 与 波动 方程 解 
, sinf1+|f|?}2# q < 
的 衰减 性 质 . Mp>a it, PRE = eni eM my T: 不 
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EL OL 的 有 界线 性 算 子 . 在 财 三 角形 TP, 由 


PRT SUEDE 确定 算 子 不 光 清 ， 故 在 此 范围 内 也 不 是 


上 LP" 型 算 子 . 然而 , AGTH. ATT BL 型 算 子 . 事 
St, |W 关于 t+ 的 衰减 性 是 由 算 子 rI 的 光滑 效应 与 算 子 T 
的 传播 就 应 决定 的 . 在 线段 Ps 和 PPs, 光滑 效应 与 扩散 效应 
处 于 平衡 状态 . FEAR MAP PaPe 中 ， 光 请 效应 处 主导 
ER. 事实 上 , FEAR MPP L, RATS Klein-Gordon 
HRA eA A ep OO). 因此 ， | 五 | 与 
(S| ARSHA NEMS. 在 剩余 的 两 个 四 边 形 POPP 与 
PiP PPs 中 ,扩散 效应 外 主导 作用 ， 由 于 Klein-Gordon 算 子 比 
HATERS EAT RAMY, HWE, ENHE PAPP P Sw 
WIE DPAP 的 大 部 分 区 域 上 上 ， 对 适当 大 的 t, A WTA < Sl 
Am., EAA Ph R PHE, h Huygens 原理 ， 可见 


(|z) =0, [zi <t, n=3. 


因此 ， 有 IEI > iSl- 

定理 4.1 的 证 明 注意 到 Po, Pi, Ps EMR C+ Hl st, 
Py A Ps KF 5+ 5G = 1, Po, Pa, Py 在 =i HERE. 
因此 , (Fe iE BA Ial E Po, Pi, Pa, Pa, Po 点 处 对 应 的 时 空 估计 . 
户 , 忆 及 下 中 竹 一 点 处 上 Ti 的 悄 计 均 可 由 对 俩 性 技巧 和 搬 值 定 
理 来 得 到 . 

(i) Po 点 的 生计， 注意 到 uit, r) = Tiy UVR ie 


EE) oo = I} + (€/7) 72 sin(1 + EP) tleo < mintt, 1), 


因此 
Ille < wll, 0 €t æ. (4.21) 
(i) Ps = (G+ 5.9) RP = G, ) 点 的 估计 . #1 = 
1—1 tf Sobolev 联 入 定理 及 能 量 等 式 | na = (fen {82 + + |Vul2 + 
Nai = |l 就 得 


Zela < VeaTeflls < llel, O<t< co. (4.22) 
(iii) Pe, Ps AA RIt. 首先 引入 解析 算 子 族 
Te = Ke sy, (4.23) 
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这 里 


KRO = (2+ le?) 2)? sin fed + fe|?) 21, (4.24) 


K?{2) = (2m) == Rie f (+ TEHE sin tt + 258] 
o 


x Jai(Rr)-r?dr, R=|z| += Kt| (4.25) 


AR., 当 a = 45° at, T= Tr. 
利用 Marshall, Strauss 和 Wainger 在 [MSW] 中 所 建立 的 估 

it ; 
| Kelle < Cd- [th > 1, 


人 一 


(4,26) 
lIFillsmo < Clt- 0<t<o0 ` 


及 Stein 型 插值 定理 来 建立 h 和 Pe RHEL Hite 当 
Rea = +57 时 ， GR, FKP aH. Alt, 


TP le SC, A<t<oo. (4.27) 
a= Fh, (4.26) 的 第 一 式 意味 着 
Ie re < CORE, 二 > 1. (4.28) 


HEIA FM: Mf = F jU +E 是 BMO 到 BMO 上 
的 界线 性 算 子 且 满 足 


IM filsmo < CO + Iyi)*ilfllamo, & > 5. (4.29) 

因此 ， 对 任意 Rea = 3,77 是 从 D 到 BMO 的 有 界线 性 算 子 且 

rel pmo < C(L + |Ime} T3, k> 2, t>1. (4.30) 
现 对 (4.27),(4.30) 利用 Stein MEEA Ps 点 估计 


IT; ” lzer: < OR, tl>1 (4.31) 
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=i- p d Æp HSER. 
=1 时 ， (4.26) 的 第 二 个 不 等 式 意 味 着 


lTi- < Ct- °F, 0<tal. (4.32) 


这 里 HER Hardy 空间 [FS], 算 子 Mf = F + ERAO 
也 是 Won! 上 有 界线 性 算 子 且 
Tt 


Mfc SCO + Al >Z (4.38) 


因此 ， 对 任意 复数 ", H Rea = 1, TP Æ H 到 LO 的 有 界线 性 
AF, H 


ITP Hoe re < C0 + Ima)" E, è> 0. (4.34) 
对 (4.27) 与 (4.32) 利用 Stein {A BA Pa 点 所 对 应 的 估计 


1 _i 


1—1_ 
g 


2 n+l 


a 
(iv) Pa FR Pa) RAH. 当 n=1,2 或 3 时 ， 户 == (1,0), 


{ Bile < CH, fe] > 2, 


4,36 
Tellan < Clih ef <1. (4.36) 


事实 上 , id p =t R, jes R, WATT WRA K, 有 如 
FERA: 


Kiz) = Clot (zr), n= 1, 
Ki(2) = Cy! cos p(t), n= 2, (4.37) 
Kila) = Ct ONT (TN), 2 = 3, 
这 里 X(x) = | 1, Ret, 
(x) = 0, R>t. 


容易 看 出 ， 当 n= 二 12 时 ， Ki(z)e LR”) 4n=3N, K: Æ 
TARNE, HERAT A itt (4.36) 成 立 . 
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“n>3h, K 的 奇 性 随 着 n 的 增加 而 增强 ， 这 就 需 
要 采用 不 同 技 巧 来 处 理 ， 先 来 考虑 1 < 1 的 情形 . 记 lg] =r, 
ry = (7? + 1)3, 则 到 对 应 的 乘 子 可 表示 成 


ŘE) = ro sin(tri) = Imfe™ pple}, (4.38) 

直接 计算 mE) = etm- 满足 
|DPm(£)| < Calg, BEN”. (4.39) 
由 奇异 积分 理论 , HT F on (Q)F) 是 LPR”) LPR”) (p > 1) 


有 界线 性 算 子 . BWM, 当 了 = 让 上 + 时 ，Peral 在 [Per 中 
证 明了 ro'et © ME(R”) H , 


1 1 
|F EFE < Cleite t>o F= 54+ 7-4. (4-40) 


Fk, eB, RIRE P 点 处 所 对 应 的 估计 


1 H 
[Tle SCl MSL = 5+ (4.41) 


下 面 来 建立 本 在 上 >1 时 的 估计 . & p(s) e CSe(R”) 满足 
ofh Isl <3, 1 ols 
wa- 人 pot W91- 
HOT HRT KE) 改写 成 


K (£) = p(T)rT! sin(tr1) + Im {p(T etae) . (4.42) 


注意 到 m (£ = (ret 满足 估计 (4.39), 利用 Peral 估计 
(W, [Per]), 容易 推 得 


| 1 
Im(w( etree te) Las < Ctl, {> 0, 7 = 


下 面 来 证 明 ， 当 上 > 1, I =i+—4 时 ， P(E)ri sin(tr,) 是 L 
到 LPT, H 


T, —l n 
lelg rir” sinters jing < Clee, t>. (4.44) 


为 此 ， 我 们 引入 解析 乘 子 获 


m2{é€) = ol rre sin(tr1). (4.45) 


当 Rea =—1 时 ， mo(é) < MF 且 对 所 有 上 >D0 有 
Img Elim < C. (4.46) 


另 一 方面 ， 当 a = "53 时 ， 由 径 向 函数 的 Fourier 变换 可 见 ， 
mZ (E) 对 应 的 算 子 的 核 函 数 是 


(27)? 
R” 


K, (R) = [ sin(érs)J,(Rr)r?ry? p(T )dr, po 1. 


利用 Marshall, Strauss& Wainger 的 估计 MSI 可 见 


广 [K (RRR < Ct?, t>1. (4.47) 
0 
从 而 推 得 估计 式 

IF im (Fol < Ct? lelas, Rea="5=,t>1 (4.48) 


成 立 . WA FR FI ms OF., 利用 Stein 型 插值 定理 , 容易 看 出 


z i 
IF m OFEN < lele = 5+ aap toh G49) 
此 即 估 计 (4.44). 因此 ， (4.42) 和 (4.44) 就 意味 着 Pa 点 估计 


n o 1l 1 1 
(Taller Er 全 Ctl 2, R> 3, t>1 p = 5 十 Rod (4.50) 
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这 样 ， 对 (4.21),(4.22),(4.35),(4.36),(4.50) 利用 插值 公式 并 注意 到 
Hörmander 空间 AS 的 性 质 ,就 得 估计 (4.5). 进而 ,对 (4.35),(4.41) 
进行 插值 就 得 估计 (4.6). 这 样 就 证 明定 理 4.1， 

利用 上 面 建 立 的 于 一 2 估计， 我 们 有 如 下 混合 型 时 空 估 


计 
定理 42 ic 
1 1 1 1 1 2 1 1 2 
=I osig, 2 Dei- Ek 
T {ahs TaT? 2 m-ig r“? ag? 
1 1 1 1 3 1 l n 1 n— 3? 
R=f(-.-)0<- <1, 2-2 <i <i, 一 十 二 >> 
(Cp pt 9 2 nr ae 2 上 
1 i 1 1 3 1 1 n i n—2 
{fi fy) qgelt<e], 二 -二 二 二 去 一 十 =- 
Ro {kos ssh gs m rrF g” 2 } 
1 1 m 1 n—2 1 1 1 
Uf 二, 二 :一 十 二 二 2 gi —— 
Gp r g 9 "¢g7 2 nai 
1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 2 
= {(-,-):(=.= <- 
Q {CDi gE RuOs 7s 2'9 7 ng ` < ng! 
FPP P 
RAPP Py PP, 
O=PiP P,P, 
图 4.2 Klein-Gordon 方程 的 时 空 居 计 的 参考 图 
3% Po, Po, Ps, Pa, Ps, Pe, Pr 的 坐标 ( 见 图 4.2) 分 别 是 
1 1 1 11 1 1 1 1 
Po = (0.5), = (05-2), Pe = (5.5- 7), P= (575 7): 


1 1 3 l 1 1 1 3 
P = (z3 ah S (1, 53), Pe = (5-5) Pr= (hg - a + 
则 我 们 有 如 下 结果 : 
(人 著 人 :ETY< 二 二 二 -3 则 


IE- A) ullar = [H — A) Fu; LR LR DI < Clive, (4.51) 
ik HL ufe, t) = Tap E] (4.2). 3 r = 00 时 , HE LO BERR A BMO 模 ， 
(4.51) 仍然 成 立 . 进而 , (4) O-FT AOS y<1-$4+24}, 
QUA it (4.51) 仍然 成 立 . 

(2) 如 果 (4,4) eQ, W 
| 全 后] = hult, 2); ER; ERHI < Cyllz. (4.52) 


(3) on E =i) € fo, A a > ao(2, 7) = max{0, $- ftii- 

1}, MI 
HA +E tll < Cll bllo- (4.53) 

注 记 4.3 (i) 4.7) € Ro, H a> a(t, i), AeA EH 
(4.53) 的 估计 ， 见 [Ma]. 

Gi} oy È G, =) ¢Q, M u= Tip AEE LR 到 LR, L" (R”)) 
上 的 有 界线 性 算 子 , 诈 明 见 [Ma]. 

GEO), H (p 来 表示 -T HHR, WM, & 
Ra=m,AAl> 2, 故 只 要 嵌入 关系 


Ti TE 
Yr Te NT 
r Ti 


EY, HA Sobolev RA EE MI [1) 中 的 进一步 结果 . SE 
上 ,注意 到 


siia n<7t- 3+" 49), 
EERE y = 0, 就 意味 着 Sobolev MAK AK MU. 
(iv) 经 典 的 Strichartz XY PR Æ AY a trit { 见 第 九 章 推 论 5-4) 
具有 如 下 形式 : 


1 4 6 
WCE — A Tyli < Chelley 2+ na S2t es: 
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它 比 (1) 中 混合 型 估计 的 特例 (4 = 3) 
1 4 4 

H- AV? Tp) < Chel pape), < geet, ses 2+ 
要 强 . 然而 , 当 g <r it, AAA Sobolev AEH, MER (3,5) 6 7 
及 Y= 二 3 十 + 一 53, 相应 的 估计 (451) 亦 成 立 . 

定理 4.2 的 证 明 容易 看 出 ， 如 黑 获 得 了 在 端点 ro 和 
Pa 处 的 估计 ， 其 人 有余 均 可 以 通过 插值 乍 理 和 Sobolev RA HB 
来 获得 . 注意 到 算 子 工 与 VI-AT, PWR SSB (1 十 
|?) sin(ty 1+ JE) 和 sin(e./1 + Eh 因此 


{ Weel) zerea < elle, (4.54) 
liv? — Tiye mey < elie 
利用 Sobolev MATH, BRA 
1 1 1 
[Eyles < bela, = 一 于 一 二 (4.55) 


(4.54) 和 (4.55) 就 意味 着 Po, Py 处 满足 估计 (4.52). 

其 次 ,注意 到 ao(Ps) = aof) = 4, oof Ps) = 1, ao(Po) = 
ao( Fs) = œ Py} = 0. 利用 Holder PR, A 

Wa + D “ull r £ CI +H ullar a > alp), 
<n ~ Sol), g=2BRg=oo 
这 里 C= EUA dt) a” < 00. 由 此 可 见 Ps. Pe, Py 处 的 估 
Ht E gh Po, Po, Pa ALR Ht RB. 

再 次 , 由 Sobolev RKA EM, (DEO) MARA. 4 Cr 3) € 
QRH. (3) 是 (2) 的 直接 结果 , H Fe, Pa NERA et at (4.51) 就 推 
得 Pe Py 处 的 居 计 .至 于 在 @ 的 边界 点 (4.2) F+1= 57, 
x < 3 -- mit H EJE, A AH Strichartz {fit AX Sobolev E A 
定理 就 得 la E EJT HO 的 边界 点 对 应 的 合谋 . A, MB 
iG, hos? 全 去， i matt T sat UE SA fait (4.51) 
Hay. 记 D, ae A)?, u(-,4) = Tey = Ki» f, BRR [MSW], 易 见 

| lD Kilsmo < CEt, 421, 


y er (4.56) 
||. Ky llamo < ft 3}, tl. 
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这 意味 着 DIT, 是 Hi BMO 的 有 界线 性 算 子 且 满 足 
IDZ Ti samo < Cle} (1 + |e). (4.57) 
RAW DT, Æ LR) 一 LR") 上 有 界线 性 算 子 ， 且 
IDT) < 1 (4.58) 


因此 ， 利 用 Stein 插值 定理 可 见 D>*T BL 到 ZL" 的 有 界线 性 
算 子 且 满 足 


Os Tilar < Cle + ty’, (4.59) 
其 中 、 
1 l~e n+ 1+ 2a i- 
—_ 一 一 b = ( —— ]/1 — 一 二 é-=2 - 
yt +t ( nl )( £) t n 一 a 


(4.60) 
车 记 Kt) = ||P BRA KO) < CeT + |tt. 如 
REE Re Ae 
(l-e<i, Wi+d-e)>1, (4.61) 
Ri) KC c LOR). | 
in dv = (1+ (l) F dedi -e dEn 是 曲面 Sez? = ef? +1 上 
的 一 个 测度 ，~ A ^ 分 别 表 示 RH A RR” 上 Fourier BR, WH 
# 和 * 分 别 表 示 R'E RR LAGRER, AA Fourier AB 
换 的 限制 性 定理 可 见 dz = DORK (x). 我 们 首先 证 明 一 个 推广 
的 Tomas 限制 性 定理 . 
引 理 4.3(Tomas 定理 ) 设 (4.60) 5 (4.61) MF, O<a< 
i= 9. 对 任意 F(t,2) € LT (R, L” (R”)), 则 有 


? 


bat | 


J Pa < CFI,» (4.62) 
5 
证 明 记 F,(e)= F(s,2), W 
_ t 
||ao#F llayr = | Í D7? Kis * Fadslla, 
< (fof KE — s)| Failed tdt). 
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注意 到 := 7+5-11=3, WLS 不 等 式 就 意味 着 
ldr#F lier < CIF (4.63) 


利用 Plancherel 定理 就 有 


| [PP = f P. PEE < OUP lao MAF lle < CHF 
Midd it (4.62) 成立， 进而 ， 由 上 面 引 理 证 明 过 程 ， 易 见 有 如 
下 直接 结果 . 
推论 4.4 But qr >2, il 
ladv# flar < Kallf ile fe LR L R) 


与 
1 有 < Kol | ig?du)?, g€ £2(dp) (4.64) 
Pe 


等 价 ， 由 此 推 得 估计 (4.62) Sr + 


[Favor < C(f (Fan). (4.65) 


线性 Klein-Gordon 方程 的 Cauchy 解 uir, = Tv, 自然 有 
Et) = (1 + EPT? sin(l + IE) tE). 
现 定 文 FE, 7) = 4E), 由 于 (+EP sint + EI) tHE) KF 


变量 t+ AY Fourier 变换 是 dv = Fdv, 因此 有 Drew = Fdy, 利用 
Plancherel 定理 ， 有 


f. |F [dv = Í. DORU +EP F de = Dr Ë pig. 
因此 ， 利 用 (4.64) 可 见 |D uler < CIDI P yla 或 等 价 地 有 
Diller < Clll v= =. (4.66) 
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下 面 证 明 倍 计 (4.51) 成 立 , 即 来 验证 估计 (4.65) 容许 定理 4.2 中 
的 参数 . 用 nga 来 表示 bed, 容易 看 出 


1 


RH, (4.61) REST 


1 I 1. 
“(n—14 2% — A 
< s(n 十 as =) 


1 2 1 ] 1 


一 一 一 -一 一 所 一 所 一 一 一 一 一 4,68) 
2 {n-l)q r 2 g{n-—1+ 2a) ( ; 


> WR (4.68) 中 右 端 点 的 值 ， (4.67),(4.68) 等 价 于 


I 1 
2 ng’ 


1 l 


= 一 一 一 -二 
+ 2 {n-li 


1 I 
一 一 -< 
r r 


1 
ki 
#Hl=4>21, KERE- <i 


当 4=eo 时， 注意 到 上 面 证 明 过 程 及 (4.56), 就 得 
|Dz*ullamo < Cif, 7<1- 5+I+32a 一 二 ) (4.69) 


MRA 
|Drulloor < CDY ulemo, YE > 0, 


BE 4a eh Kp By ay A Lo? eh a BY BMO. 

下 面 我 们 给 出 一 般 的 L — L? 情 计 ， 由 此 本 得 至 正 性 型 
WIRY aS hit, tae oe fh it fb Ear Klein-Gordon 方程 散射 性 理 
论 的 基本 工具 ， 

定理 45 Ri<p<2,i+F=16=($-45)0<56<1. 


2 p 
u(a,t) = Tẹle) = Fo aP i ry, 则 当 S(n+1+8) < 145-5! 
时 ， 有 
ut olas S KO t20, (4.70) 
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zE g—{(=-1-9)8 get <1, 
K(t) < cf pe p>. (4.71) 
证 明 现 回 忆 一 下 Besov 空间 的 Paley-Littlewood 分 和解 定 
X. 设 pW 之 0 H suppe c {1 < jy) < 2}, pla) € CZ (R°) 满足 
ZZ o eliy = 1, y FO. Mid vy) = pyh j >O BS 


poly) = 1- EZ vty). v-aly) = 9. 则 BiR) 上 范 数 可 表示 
成 


lelles, = CO 2 FT (p30) ls. 
g=0 


由 Littman 渐 近 性 情 计 (克文 章 [Lil]: i oly) E€ CPR”), 
suppo(y) C {y; 2 < ly) < 2}, Pia) A(y) 均 是 suppulu) 的 一 个 邻 
域 上 的 Cs AR, id 


Jely) = Piy) t sé h(Ey), SER, e > 0, 
l 1 
h,(y) = dim EASy), r>0, 5 <|yl <2. 


we I Be 


2 


rankP” = rank( }>n—-1, y € supp 


Dyddy; 


BP 的 特征 值 在 suppu 有 回 定 的 重 数 . 则 存在 常数 M, NE 
意 的 A>0, RA Cs 满 是 估计 


[F (eH oly) (e) 


azl Ll 了 | ) 
C 3 2 . 
Kaa tA TPA taD Hw (1+ ee am 


现 令 P(y) = 2nly|, Qiy) = v Ply? + m2?, 则 
2-3 Q(aiy) = Ply) +E Ry), = 27%, 


2 


hy) = QW) ~ PW) = gy PG 
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因此 ， 当 了 一 ee 时 ， 有 


(Bay) > hely) = < ly] < 2. 


l 
A 2 
aa, v) = ely) (Fy € COG < |y| < 2) Hv) Æ 
Hi SMe < yl <2 中 一 致 有 界 PRM I) TM, 因此 


[Eao ay 


K2- f IP En R PORR ply) dy 


2 {27Y) 
<Q eVa 42h) F424}, AsO = 2 2. 
即 有 
|F (exp(itQ}Q*";)(2)| 


SCBM—V(1 + Bt “44-3, O< <1 


(4.73) 


BE. HH (4.73) 我 们 就 得 


ods 


tlh < Kyl 
(4.74) 
这 里 

| 1, 24 1, 
K,(t) = coil 2 人 mn 一 1)72t 一 2 ， 2-st<1< 2t, 
g—i(n—1-8)/24—(n—340}/2 1 < 2-44, 
(4.75) 

又 因为 


|F- p 


sin pilloollvll2 < C27 llela (4-76) 


Mlle S17 


对 (4.74) 与 (476) 利用 播 值 定理 ， 就 有 


| Ce 
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< CK; (t)27°-7* |||, (4.77) 
p 


这 里 
1, 2t <i, 

K;({t) — pilns- l+a' ~e) giie- 1s4y—(n— 14 9-Itec l < dt, 
g—F(n—1-8)84—(n-14+8)5 1 < git 


(4.78) 
4 (n+1+0)5<1—-s—s' tt, A 
gi-s—e'—2nd | ctz 1, 
pe EK;(t) = cf p- (2-14 8)6 ， t> 1. (4.79) 
现 取 p= F Hifp- 1+ 9; pjp) b) ， 自然 有 Py = pjp. HE 
代入 (4.77) 就 是 
2” F E eD < Kilt)2 lyg 


IDK FT Pee KI REK, 就 得 
es ， < CC 下 (| d(n+1i+é@)<1l+e- s’, (4.80) 


这 里 


gits—e’—2n5 < 47618) O<t< 1, 
Kit) < cf t—(n—1+6)5 Igt, (4.81) 


这 就 得 到 Klien-Gordon FEE- MAREAK L? 一 L 估计 . 
注 记 4.4 (i) 作为 Bs ,(R") 的 特例 ， 对 于 Blk") Ree 
Banach 空间 £3(R"), 有 


Malee < CKE, S(m+1+0)<1it+s—s', 
ITVllpy < CKO, O(n +14+@)<1+s—s", 


这 里 K(t) F] (4.81). 
(ii) # ult, r) 是 问题 
{ Ug —Autu =Ù, (4.82) 
u(0) = 万 (zh uz(0) = falz) 


> ool > 


的 解 ， 则 有 
luo, ollas < CKON Nas + falas.) 
(n+1+O <1+s— 8, (4.83) 


这 里 K(t) 同 (4.81). 
定理 4.6 设 2<r<o02<qg<r,s> -3,0<o<§to, 
iW g = 了 一 a r = 4-3, uiz t) 是 问题 (4.82) HR, 则 


ule, £); LER, C2 **-7(R™)) < CO Falles + fodza), 


fi € £3(R"), fp € 1?(R”), (4.84) 
这 里 要 求 
人 s = 4(1—(n4+14 6)6,), 8 e [0, 1], 4.88 
(n ~1+@)d, 4 26, > 1 > (no 1-836, + 264. (4-85) 
或 更 一 般 地 要 求 
5> (1 — (nr 2)ér), 1—28 — 26,425, > 1 > -1+2s+ 2nd, + 24,. 
(4,86) 
进而 ， 当 如 关 0 时 ， 条 件 (4.86) 可 以 放宽 成 
| s > 5(i-(n+2)6,), 5, £9, 4.87 
| — 28 — 26, + 26, > 1 > —14+ 25+ 2nd, + 28). (4.87) 


Hid 4.5 (i) o =0,6 = §(1—(n+2)5,), og = 4(1—(n—2)4,) 
时 ， 就 得 到 Marshall fit HP RIE, BA POPC 42). 4 
J 二 8 二 0,r 二 4g 时， 就 是 经 典 的 Segal Ml Strichartz Œ (Ait. 

(li) 由 于 线性 Klein-Gordon 方程 关于 非特 征 边 界 +==0 是 亚 
HST. Buk, 可 转化 时 空 光 滑 性 , 即 (PO? u= UA u, 
故 在 定理 4.6 P(X FEAR oo = 0 这 一 情形 妈 襄 . 

证 明 AAR, Gt o — 0 BY JE RE A ee 4.6. 记 
@ F Bg = F-\((ly/? + 1329), B= (yl? +1)2. 则 Klein-Gordon F 
程 的 Canchy 问题 (4.82) 的 解 ulte) 满足 


Bitsy = FOF dgs) 一 (4.88) 
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这 里 du, =r O72) dy 是 超 曲 面 = {7? 一 Iw + 1p = SUS C 
R™ 上 的 测度 ， F= 1B (BA tif), 由 限制 性 司 计 可 见 


(fiean) < Cilie + Walle). (4.89) 
注意 到 
lee DN eased gry) 二 FO? (Fadpte Ine msi (Ry) > 
再 此 ， 仅 需 证 明 


l 
z 


|F 7 (Fedpelzemmer(ry) < (pa {4.90) 


即 可 ， 由 推论 4.4, (4.90) 等 价 于 
jda x f; Lo(R; "(RN < KAIF LY (RL (RN dp = AR 
4.91 
Mid (ala pola) 同 定 理 4.5 的 证 明 所 述 , 令 v(t) = P2 t), 
w(t) € CX([L,2]), -00 <1 < oo, ERB, L°(R") = Bp), 
BS, (R°) > LP (R"), 1<p<2 Bik, € 
|F—2 (p(T 9) Ml < CUFT (ps ls, 
则 有 
Tally < 79h , = OO IF Toe)? 
3 
< sup CO Fs DIG)? 
7 © j 
< sup C7)llglle. (4.92) 
3 
kART S = {r = 土 (yl? - 12} CR? 上 的 测度 dp = 
(yl? + -itsdy. & dus = elude, dj = Plt) dhy, dite = 
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wi(tap, f; = FO (ej atestei Ff). A Young 不 等 式 及 Parseral 
A, BAM 
djs f; LR, EUR") HH 
< C2! supiilen | 天 -Cd 有 | llf; T(R; L'(R"™)), 
ldâj t f; L?(R; £7(R*))]| 


. 4,93) 
< C2 sup, | pier! fy LR PRI, (4.93) 
ata x f; L (R; LR") 
< C suppen |F (du) Ilf; T; LR”). 
这 里 五 = (271,241) h y; 及 Bly) Byty i aI w 
3 (y) —j({l—2s} 
uP | Bm | < C2 j01 35) (4.94) 


利用 限制 性 估计 ， 有 super, F ede SCG), 这 里 


giin 148) -1+32a0 一 (n—148) 1 
于 


2! > 21, 
CDC gil H 1+2] T r iN 3i > Y > 274, (4.95) 
gilang 1+2]. 1> giti, 


将 (4.94) 和 (4.95) 代入 (4.93), 并 对 (4.93) 利用 播 值 会 式 可 见 
dats * Flr < Cor (ADTT Sl tori e (4-98) 
这 里 
Carli D = O(G, YP 2 FE PIO), ASG Sr oo 
EEF lp C lC lp1 <p <2 <p, AM (492) 就 得 


ds * F| Leme < g —28a) sup Carli, DIF ll mie Rey? 
, (4.97) 
这 里 dja = Yrit)dp. H s= 40- (2-14 9)6,) 时 ， 直接 计算 
g-(n-1+8)8! 1>0, 


sup Carlit) < cf go (n-1-8)6el 1<0. 
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因此 


Dap * fil cote tp") < >. dha * Fleer m) 
i 


CD oil —26, —(n—1—8}4y) 十 2, ot(1—28, —{R— +S Flea (RE) 
<0 20 


SKollf ilze caine’ (IR™}) + Ko < œ, (4.98) 
MB 2<qger<o 
1 
(n-1+0)5, +25, > 1> (n—1-0)6r1260, 3 = 7 (1 (n+1+0)8,). 


这 样 在 条 忻 (4.85) 下 得 到 估计 (4.84). 易 见 ， 在 一 般 条 件 (4.86) 
下 ， 上 看 讨论 仍然 成 立 . 

FEKE d, URE, EDAH h ORE. HAS 
条 件 (4.84), (8.85) 对 应 的 严格 不 等 式 成 立 的 条 件 ， 此 时 


Idas flrean Sf KE -TF Tdrls, (499) 
这 里 
K(t) < of 


cy’, Jael, v= —14+2s—2né,, 。 
Chl’, jel 之 l, 下 一 工 一 28 一 20,-- 


利用 Young AH, RA 

dê» fFlirererwy < Cilfilee mae Re) 2 <7 < 00, (4.100) 
此 处 
-itn #21-2%6,>v. (4.101) 


这 正如 是 条 件 (4.86). 作为 定理 4.6 的 直 搂 结果 ， 我 们 有 
推论 4.7 设 f(e,t) € LR; L2(R")), W 


t : 1 2,249 _ 
if FE NE Merl aw es tn) 


< Kollf(e)leoupcem)), (4.102) 
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这 里 2<g Soo AM O<O< 1, WE 
(a) 1—s— <a’ >0, 
(b) 269 + (n-1—8)6, > 1> swin- 1-8) + 2y, 
(c} (n+l1+A6 <1~s—s'. 

a 6, = 0, BR (bd) 中 的 不 等 号 为 严格 的 不 等 号 . 


510.5 ”线性 殷 物 型 方程 及 N-S 方程 解 的 时 空 信 计 


众所周知 ， 抛 物 型 偏 微 分 方程 具有 极 值 原理 ， 相 应 的 微分 
算 子 是 亚 椭 闸 算 子 ， 这 是 波动 方程 ,色散 波 方 程 所 不 具备 的 
因此 抛物 型 方程 与 Navier-Stokes 方程 的 经 典 的 研究 方法 与 双 曲 
型 方程 有 着 本 质 的 不 同 . 我 们 这 里 试图 利用 调和 分 析 中 的 乘 子 
合计 ， 来 建立 类 似 于 波动 方程 ， 色 散 波 方 程 的 时 空 估计 ， 以 便 
用 于 相应 的 非 线性 抛物 方程 及 Navier-Stokes 方程 的 研究 ， 这 种 
方法 具有 整齐 统一 的 特点 . 

我 们 首先 来 建立 抛物 型 方程 的 L? — L iit, Pulat) 是 
如 下 的 擅 物 型 方程 的 抽象 Cauchy 问题 


{ Ut + Au = fz,t), (5.1) 
ult, z) = plz}, € D(A), 
这 里 A= Pmi D) 表示 LN) 上 的 椭圆 型 算 子 , 4OQ=R R, 
D(A) = W?™r(R”), 此 时 (5.1) 就 是 经 典 抛物 型 方程 的 Cauchy 问 
H, HACR ARREK, D(A) = WP) nn wr o), 
“2 ef RE Dirichlet 问题 ， 已 m(D) 的 象征 是 Pon(€) (€ € R”, 
m € Zt), 它 自然 是 满足 RePzmié) <0, £ e R” \ {0} 的 2m 阶 多 
Withee. 直接 验证 ， 有 

3| 5.1 RePan(€)<0,€ER"\{(O}] 的 充分 必要 条 件 是 : 
存在 a > 0 和 使 得 


RePam(€) < -afy > |&7)", VE € R™\ {0} (5.2) 


i=1 
引 理 5.2 设 ReP2.,(€) < 0, € € R” \ {0}, I 
emt E Mp 1S ps co. (5.3) 


- 556 ， 


这 里 Ms =M? Æ Hormander 空间 . 

证 明 当 1<p<o% 时 ， 直接 利用 Miblin-H6mander #8 F 
定理 就 得 (5.3). 这 里 我 们 在 一 般 的 情形 下 证 明 (5.3). W pH(E) € 
COCR") WE 
0, El 所 1 


wo=| 1, |é| 之 2. 


册 
elm(é)! = (1 — (Ee rem tb? 十 plee m SF, (5.4) 


HERBY suppl — wlEePm Ec {El < 2}, B Oye)” O € 
C™(R"), 由 经 典 的 Bernstein 定理 知 (1 — YE) )je™n O € FLY C 
M. 男 一 方面 ， 对 7 了 > 3, 有 


WOPO sof (Prea 
2 Re\ Bi (0) 
<£ œ [rm LF FAT 42 20" ty 
~ i=] 1 
i n 一 之 

<c- FT“ +i) 

因此 | 
wer OZ, < Clef RF. (5.5) 

从 而 . 


1-2 


Wve" laa, SCIE ON Ë eee 


<C U l C (5.6) 


进而 , g Bl len] = erret] < C, BOR A Hérmander 
空间 中 的 插值 定理 就 得 估计 (5.3). 

定理 5.3 (LP 一 L” 估计 ). 设 p>4>1, ple) e LR"), 记 
ua, t) = e^tp = Flem Fp) 是 


(0 了 ek", 


uO0) =p, ylz) € LR”) (5-7) 
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的 解 ， 则 


[uolo = Fe Fele < Cl 和 el， Ve © LIR”). 
(5.8) 
证 明 a <2, RUF (5.5) 的 证 明 过 程 ， 有 


Fem Fel < A OR plat 
rr 
< | Foltae ( 上 eg) < Cl = lella. 
Rn" 


因此 ， 由 插值 定理 及 ee Ot € Ma 我 们 有 
[E e OF ply SCF etm Folly F tem Fl? 
<CH OF) olla, 
这 意味 着 
len ae < Clee), g <2, (5.9) 

当 g> 2,p >g 时， RRA M = AM%, 因 此 

fen aag < erm le S Cle Ge), (5.10) 
由 (5.9),(5.10) 就 得 估计 (5.8). 

定理 5.4 设 wlt,z) =el) 是 如 下 Dirichelt 问题 


u+Au=—0, (zt) Ee Ox 0,T), 
Gu =Ü, je] < m — 1, (x,t) € AQ x (6,7), (5.11) 
ul0) 一 g(x), SEET 


的 解 ， 这 里 4 = Pomi D$. W 
[| (5.12) 


证 有明 iB A = P2.(D), D(A) = Wer) WEP), 由 
Agmon 理论 { 见 [Pa], [Hi]), A 在 P(O < p< eol 上 生成 了 
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RHR, IER Sobolev RA ga Mi] a, Ae _ 1) 


(p>q>1) 时， 合计 (5.12) 成 立 ， 下 面 仅 证 一 般 情 形 . 注意 到 
FAH. MA 


eate, Hla <f D lA" uylda, (2,2) EN (0,7). (5.13) 


lal<1 


注意 到 也 > 1, 利用 Sobolev 嵌入 定理 及 Holder 不 等 式 就 有 


letelo < CEJA eToll < Cll kella g > 1. (5-14) 


gq P 


这 样 ， 就 有 
_ _ 2 1-22 
lle Moll <Cile Atolls lle Atcplloe r 


<o ea O ella 


E 


<Cle| FTF) ella: (5.15) 


为 了 建立 线性 抛物 型 方程 的 时 空 和 估计 , 我们 首先 引入 三 元 
容 评 簇 的 概念 . 
定义 5.1 Ka>r>lpar, ME 


1 m ,1 1 
二 一 {- =}, 5.16 
了 mp p (5.16) 


WE par 是 关于 2m 阶 抛物 型 算 子 的 时 空 容 许 对 . Amal 
时 ， 对 应 着 经 典 的 二 阶 抛物 型 算 子 . 1! 

定理 5.5 设 (p,q,7) 是 一 个 三 元 容许 簇 ， pley € L9), 
OQ = R” ae Ft Re. Wj uo, t) = et*p © LIO, T), LP) 7 
COTL) RAPER RMT TRC, 使 得 


leelo < Civile, O< TF < ov, (5.17) 
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证 明 当 p=7,g = 00, fit (5.17) ERR. Apr, 全 


Ulgi) = leel- (5.18) 
由 定理 5.3 或 定理 5.4 的 LP? 一 Fa 佑 计 ， 就 有 
le^ gll < CET ell, (5.19) 


现 考虑 


m{t: |U(t)y| > +} < m{t; Ct” lelle > 7} 


Sm fase < (CN) < (ek) an 


这 意味 着 U(t) EB) BRST. 另 一 方面 ， 由 U(E) AKE 
性 及 

le tpllp < Clel Prr (5.21) 
可 知 Ut) 32.59 (p,oo)] BEAT. AH, WHERE RAY R (mgr), 
Ah FF EE Oh — iA (Pgri) 使 得 


qa Egl, Erap (5.22} 


利用 广义 Marcikiewicz 插值 定理 可 知 ， 估 计 (5.17) 成 立 . 


下 面 我 们 来 考虑 混合 型 的 时 空 街 计 ， 为 简单 起 见 ， 总 令 
A= A, D(A) = W??(QN Wy?) Be D(A) = WMR"), BA 


一 [ e EA Fig a) dr . (5.23) 


{nee 


u(O0,7) = 0 
HIA, MATFRE GE: 
定理 5.6 G) Br > MEY > 1,{p,47) 是 满足 pg >i > 
1 的 任意 三 元 容许 对 ， fle) e LIOTE), MW Jf(z,t) € 
L3([0, 人 了); L°) 且 满 足 


fl, tla < CL? Fy, gz, (5.25) 


(5.24) 
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这 里 y(n tI) = MEY gr = I £90, Ph LI 

GD 设 Gigs) 是 满足 g > Lp < ii 的 任意 三 元 容许 
fe, WTA p,9 > 的 三 元 容许 能 (par) 使 得 Tret € 
LE (D, T) Lm), 并 满足 估计 


WFO ar < CTET Fle gr pm (5-26) 
或 
1-y(ri-1) L 
IIF Dar SET Ae ger LAE 


pop, feLiyo7);£t), [fit e L” (0,7); £7), 
(5.27) 


这 里 y(r, — 1) = “Yo 是 不 依赖 于 了 和 f(x,t) 的 常数 ， 


证 明 G a 的 Young 4s 4 xt ak Hardy-Littlewood-Sobelev 
FER r= BMY 时 ) 有 


t 
VIF le SCH f -TEPE gala 


tt 


<O F(x, Oleg, 


这 就 意味 着 刁 计 15.26). 
Gi) 设 p = MED BBE p >L MRR g WEL = 
(2-1) “p<in(n > 24), 类似 于 OKEN, EE 


利用 Young 不 等 式 或 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 就 得 估计 
(5.26) 当 p > lpn (a < +) 时 ， 容 易 看 出 S+ <1 k& 


l Ttan” G- TRE RI= ROFL gay 
atat 
因此 ， 利 用 Young 不 等 式 和 Holder 不 等 式 即 得 
ic ae 
sohf e-a eng MHE del 
<CH FF Mee rhif laar O<t<T. 
(5.29) 
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从 而 得 估计 (5.27). 
下 面 我 们 回头 来 考虑 Navier-Stokes 方程 ， 它 对 应 的 线性 方 
程 可 表述 为 
t; — Âu + VP = fir, t) (r,t) € nx (0,7), 
divu = 0, (z, t) EQ x (0,7), 
t |a = 0， 
u(0) = p(x}, xe fh, 


Bu = (u, ,un】 KARA, Piet) 是 数值 函数 ， 
plo = prl) e pale) ERR. f = (f(z, t) fals, t) 
HRP mH, ORR AARRE, 4 O=R (5.30) 可 视 为 
相应 的 Cauchy 问题 (去 掉 (5.30) 中 的 第 三 个 方程 ). 记 


(5.30) 


BP(Q) = {fu = (u tn) |u; E P(O divu È o}, 


而 Lip? = £9([0, T); BP(9)) 是 L410, 7); LP(2))”) 在 度量 上 ,qT 
= (让路 ds)? 下 所 生成 时 空 Banach 空间 . 
由 Helmholtz 分 解 定 理 有 


(L?(R"))" = E 由 GP， (5.31) 


这 里 G? = {V9.9 €E WPO) iE Pp 是 从 (LP 到 Ep 上 的 投影 
H+, BRRBAAAKUMASHKHMERHR PF ACY 9 = R? 
时 ， 没 有 这 个 条 件 }) MEX A, = —P,A, D(Ap) = EPN D(B,). 
容易 看 出 , 当 1<p<oe 时 ，4p 在 本 上 生成 了 一 个 解析 半 群 
e 4 HA 有 有 界 的 道 算 子 . 这 样 ， 我 们 就 可 以 定义 A, 的 分 
Ru AZ (a cR). HARE 


Age Ae" < Caltl ®, eva 20, t>0. (5.32) 
RL [Mil0]. 容易 看 出 ， 苦 wz 六 OH, M 2P = (1 -Pps t) A 


此 , (MAR ulet) aT. 鉴于 此 , 用 投影 算 子 P, 作用 于 问题 
(5.30), 就 化 成 抽象 抛物 型 方程 


du 


y t Seu = Flr,t), t>0, u(0) = p(z), (5.33) 


. 562 . 


这 里 F(z, t} 一 Poof (xz, t),{5.33) 的 解 u BAW PX 
ulg, t) = e Art plays fre -Arlt Big rar (5.34) 


SPAWAR KE, WAST REN EM, Hm a 
下 LF 一 £4 fF RASH ee. 
定理 5.7 eek, Me “peck” A 


le** oly < Cle FSP ol, per >. (5.35) 


定理 5.8 设 parn BHR, y€ E, 则 etto eE 
LE Boe E 


ie 人 tplpas < Cllr, O<T < o. (5.36) 


著 仍 记 JF = fie Al P(e, rdr, Fler) = Pof(a,t), W 
有 如 下 混合 型 的 时 空 知 计 : 

定理 5.9 (i) Br >nl-1) > 1,(p,q,7) EWER p gl > 
LM = eA, # fet) € LI((0,7);L), 则 JA#f(z,t) € 
L10, T); BP) AWE 


me 一 了 


|| 7A? Fiz, tlag < CT -于 lf fle, $T (5.37) 


这 里 C 不 依赖 于 了 和 fle, t). 

Gi} Bia) RAER q > Lp SINE SHE, wW 
定 存在 一 个 三 元 容许 炙 (pgr) 满足 p,q >l, BE JA? f(z t) E 
Ln(0,T); 2") K 


1 


M7 A$ Fe, Opie < CTIE Wille yr, 
p<pil, fe Lt((0,T),L"), (5.38) 


at 
IAB f(s Marae < CTE (lig ger) lial! 


1 
Pigi 


p<mi, ferLio,T) ri), (ft e £8 ((0,7); L”). 
(5.39) 
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定理 5.7 至 定理 5.9 的 证 明 见 [Migj. 
思考 与 练习 


Lk (p.q) 是 一 般 色 散 波 方程 的 正则 性 容许 对 wile) E 
H°(R"), u(t) = W(t)uo(a) + fo W(t — r)g(-,7)dr 是 (1.74) 的 解 ， 
出 

[218 wtu) 


< Ct || ze oR). 
LEB 4) (R=) 


< Cllall ree 
L(I B? a} Li (Bey) 


Fy 


| foe Ee — rat rae 
i 


Hpée=1-2,J=RRRARAIMRI, seR. 
2. 设 uols) € H°(R"), (pgh (pig) 分 别 是 一 般 色 散 波 方程 
的 容许 对 ， ult) = W(t)wo(z) + fo WE- 7). 7r)dr 是 (1.74) 的 
解 。 则 
[W uoler Bs: (R) < Clluoll H (Rs 


|/ Wt —r)g(-.7)dr 


LEUGB; a(R") < NMS ang a 
HAS=RRARARAOMK A, seR. 

3. 证 明定 理 1.17- 

4 色散 波 方程 的 周期 边 值 问题 ). 考虑 


人 w2eT=Six Slx...5!, tes}, 


u(z,0) = up{z), mer, 


试 建立 与 Cauchy 问题 类 似 地 时 空 佑 计 . {提示 : 可 参见 [KPVY]) 
5. A] FR A pa A fhir (定理 2.6) 证 明 : 
G) 4n=1H, Abit 


f sup lee votz)lar < CU + TY (lluolls,2 + luoll2.2.2). 


. 564 . 


(ii) 4¥n>2, A thtt 


D sup sup Je ug (ar)| 


aZ [OT 2EQa 


< CL +T t {fiollentae + Huollant2.2.25+2}, 
这 里 


Ifllos= $ (/ ars(a)ePar) . 


BES 


6. 设 = 1, RAE 


L 
1 T ae oo T 2 
Då f ewiros F(. r)dr|lo < cf (/ Fe, pae) dr 
心 一 De ü 


是 不 等 式 


oc i. 2 
sup (/ De u(x) Pat < Cluollz 


BI RI E JE R. 
7. HE AB ay 2.10 和 定理 ?2.11. 
8. 证 明 如 下 恒等式 
se rus (x) = ett; (rug) 一 Dite? O,ug(z}, n=l, 
ae f(x, t) = e” (vu) — Zites (aef) n> 2, 
Tpz; A flat) = et (rmif) — dite" (BF + riða 
~ 2ite’>(2,0,, f) — 4t7e"(8,, On, F). 
9. 对 于 高 阶 波 动 方程 


{ un 十 【一 全 站 = f(e, t), 
u(0,z) = p(x), uz(0, z) = wz) 
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的 解 


ult, z) = F—"(cos |El tF p) + pož JEt 


g 7* 
+f an l FFE, r))dr 


SVM Shit R Le 一 LP hit, BW [Mil]. 

10. 证 明定 悍 5.7 至 定理 5.9， 

11. 对 于 线性 Navier-Stokes 方程 组 的 Cauchy 问题 ， 它 对 应 
it) Se A A E RF E 


Ei; = 835 GIT, t) + R;R;G(z, t) 


这 里 G(x, t) = (4rt) -Ë exp(— EČ),R;, Ri 是 Riez 变换 ， 试 利用 
位 势 估 计 来 建立 相应 的 I? 一 59 估计 及 时 空 估计 . 


- 566 - 


第 十 一 章 ” 非 线性 色散 波 方程 


色散 波动 方程 是 一 类 非常 重要 的 偏 微 分 方程 ,其 一 般 形 式 
im + P(Dju= flu), D= 738, s= (B12), 9) 


这 里 算 子 P(D) 对 应 的 象征 PO) 是 实 值 函数 ，f(w} 是 或 是 如 
及 其 导 消 数 的 数值 函数 . SPO]? 时 ，( 对 应 的 经 
gk A Schrödinger 方程 ， 它 在 量子 力学 、 非 线性 光学 及 等 离子 物 
理 中 扮演 了 基本 的 角色 . 24 n= 1, P(E) = £, flu) = iôu) 或 
flu) = ifa3] 时 ， G) 就 对 应 经 典 KdV 方程 或 修正 KadV BA 
程 ， 它 用 来 描述 水 波 、 等 离子 体 的 传播 等 物理 现象 ， 再 如 ， 当 
P(E) = Elg, f(u) = 28,(u2) 时 ， |) 就 对 应 着 经 典 的 BO 方程 ， 
如 此 等 等 ， 这 里 不 一 一 列举 . 本 章 的 主 绷 就 是 利用 前 面 建立 的 
线性 发 展 方程 解 的 时 空 估计 来 研究 色散 波动 方程 的 Cauchy 问 
题 及 散射 性 理论 . 我 们 主要 以 Schrédinge 方程 为 例 来 讨论 ， 至 
于 其 它 色 散 波 动 方程 或 相应 的 耦合 方程 组 ， 我 们 将 给 出 一 些 简 
述 或 评论 , 读者 可 以 从 所 列 的 参考 文献 中 获得 其 所 需 的 东西 . 
为 行文 方便 ， 我 们 用 HR) 表示 R"), He 表示 CLR"), 其 
上 的 范 数 分 别 是 CZ — A) Zullo 或 E- AE ull. 


811.1 非 线性 Schrödinger 方程 的 He 局 部 适 定 性 


本 节 来 研究 非 线 性 Schrodinger 方程 的 Cauchy 问题 


{ iu, = —ZAut flu) (c,t) € R” xR, 


u(0) = (2), z € Rr", G1) 


TXE u(r, ER xRESP RH RAS EKA, plr) SRO 
知 的 复 值 函 数 ， flu) 是 非 线 人 性 相互 作用 项 最 典型 的 情形 是 
flu) = Alu lu, AER, 1<p<oo. (1.2) 
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-- 般 来 讲 ， 我 们 在 下 面 总 假设 u) 满足 
(Hi) fe Cig,C),f0)=0 且 对 某 个 p,l1<p<o 满足 


sel < max (| |) seas e=. a3} 


自然 ，.1) 形式 上 等 价 于 积分 方程 


u(t) = Ut 一 了 U(t — r}flulr)jdr 
=U (tela) + Gult) = (A(u))(2), (1.4) 


其 中 U(t) = exp(i$A) 就 是 自由 Schrödinger 方程 ihu = —p Au 
在 Hilbert 空间 HAR”) (p ER) 上 生成 的 本 单位 算 子 群 . 

首先 在 5S'(R") 意义 下 考察 方程 (1.1) 与 位 .4) 的 等 价 性 ， 在 
(Hi) 的 假设 下 ,注意 到 LY. (R) = SOR"), BA u E Lio R) H 
足以 确保 (1.1) 中 的 每 一 项 均 属 于 SR) 特别 , wR APR”) 
(o> 0) MMWR BER. 至 于 积分 方程 14), 如 果 假 设 
条 件 能 确保 存在 某 个 区 间 工 和 正 整 数 Nu 及 Jo © CU, H"), 
MW [Vue —r)flulr))dr RE H-N 上 的 一 个 Bochner M4. W 
此 ， 六 BEGE-Tyfutryar e CU, HO), 此 意味 着 (1.4) 的 每 一 项 
均 属 于 GU, HN) 6 CU SR”). EWAN TF, (1.1) 与 (1.4) 
的 等 价 性 就 归结 为 恒等式 


(ið, + = A)Gu(t) = flu) (1.5) 
是 否 成 立 ， 易 见 ， (1.5) 中 的 每 一 项 均 属于 CU, HNC, 
H-N) C(I,S'(R"))， 在 适当 的 光滑 性 假设 下 ， 直 接 验 算 
ae TEFA. AMD 5 (14) ESR) 意义 下 是 等 价 

为 了 建立 问题 {1.1) 或 (1.4) 在 HR”) 是 的 局 部 适 定性 ， 
Fat Sit, RHKLESA HARRAH. 对 于 任意 工 志 到， 
p> 0, 相应 于 初 值 函数 p(z) E HR"), 定 多 工作 空间 : 
XP? (I) = {usu € CU; HP) A LYI; Eee 是 任意 的 容许 对 小， 
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容易 看 出 ， XO) BT aR ERROR A, 2 RN TR 
可 用 半 开 区 间 来 决定 ， 因 此，X? 就 变 成 了 一 个 Fréchet 空间 . 
为 了 解决 具体 问题 ， 对 于 满足 


2 1 1 
S o (ro) Riz mo do <1 (1.6) 


的 某 个 固定 的 容许 对 (qoro) 构造 Banach 空间 


XP (I) ={u; we CU, H°) N LAU, HP), 0 < Z = 5(r) < ôo} 


(CN L®)(I; H°) N L(I; HP), (1.7) 
它 对 应 的 范 数 是 
Mlle czy = =) + [tel ceo cree)» (1.8) 


这 里 (1.7) 中 的 第 二 个 等 式 是 插值 定理 的 直接 结果 . 进而 ， 按 标 
MEHTA sh, TEMA XP {了 对 应 的 局 部 空间 为 
XP toot) = {ëi we XA (J), Foc Fh. 

x p=0 ff, Bid X? (I) = X (D) 由 Schrödinger 方程 的 空 时 知 
HF WL, 4 uoz) € HP(R”) 时 ， U(tjuo € X*(R"). 在 下 面 讨 论 
中 , 我 们 将 会 看 到 函数 (u) 的 形式 和 p 的 选取 , 与 问题 (1.1) 或 
(1.4) 的 解 的 整体 存在 性 有 密切 关系 ， 一 般 来 讲 ， {1.1) 或 (1.4) 
整体 可 解 需 赣 非 线 性 函数 满足 如 下 规范 不 变性 条 件 : 

(Ha) 存在 函数 V(z) c CIC,R") 满足 V(0) = 0, V{z) = 
Viz, z € €, E f(z) = X. 换 言 之 . 它 等 价 于 : 存在 函数 
GeCiRt,R) 满足 f(z) = zG {27h Hab V(2) = G({2|*). 

命题 1.1 设 f(z) 满足 规范 不 变 条 件 CHD), 则 {1.1) es 
解 满足 如 下 守恒 等 式 


ult) lo = Illa (1.9) 
E(u) = Shah? + J V (wdr = Elp). (1.10) 


+ 669 - 


证 明 iGO RR DR) EKAR A uS (11) FAR, 
两 这 取 虚 部 ， 注 意 到 规范 条 件 (Hzj 就 有 


A - -5 Im{u, Au) + Im(u, f(u)) = 0, 
这 就 意味 着 (1.9). AE, H ða 5 (1.1) 中 方程 作 L, 内 积 两 边 
取 实 部 就 得 

0= — 5 Re(Ouw, Au) + RelQu, f(u)) = E(u). 
这 就 意味 着 能 量 等 式 (1.10). 
Te KA HERRERA SH IGF ARE. i ulr, t) 是 


(1.1) BR (1.4) 的 解 ， 作 伸缩 变换 ule, t) > ulz t) =u, 4). 容 
BB, uy 4X? 空间 中 的 主 部 范 数 (Xr 中 范 数 ) 满足 


IV [Pta LIE; L7(R™))|] = AMV (Pu; LC, LR, (11) 
这 里 (gr) 是 任意 容许 对 ， 而 


2 
+o -p=357-0 (1.12) 


5 (qr) 的 选取 无 关 , 4) Æ X RE, HAAKE TA 
齐 次 非 线 性 函数 (u) = lu ue, 自然 要 求 有 形 如 


| f U(t — 1) f(ulr)jdr; LY, Er < CNY Pi; LI; EPHE. 
(1.13) 


这 里 4 二 0. 在 上 式 中 用 u RE w 并 利用 量 纲 分 析 ， 同 时 注意 
到 所 V7)ftul7))dr 有 2 阶 维 量 ( 因 是 关于 t 的 积分 ), XE A 
的 指标 就 得 n n 

2+5 -p=pl5 ~ 0) + 28, 


因此 n 
(p- NS -P) £2. (1.14) 


ik FY RES KR, OE A E BE ae 


， O70 > 


定义 11 WE (p— 1) § - 0) = 2, WI p Æ R’ 临界 指标 ; 
如 果 (p—1)(8 — p) < 28k > 2), 则 称 p 是 A? 次 临界 ( 超 临 界 ) 指 
标 . 

注 记 1.1 换言之 ，p = 1+i35 是 H 临界 指标 FB p< 

+i, pÆ A 次 临界 指标 , Bp>l+ iM, pe HP 
EA PR, p=1+ź BL KRII: p=l+;h 是 
H> 临界 指标 . 

下 面 来 建立 局 部 适 定 性 . SRE AEH. 一 般 来 讲 , 我 
们 采用 的 基本 方法 是 : 设 革 和 YY 是 两 个 Banach SAY = X. 
算 子 4 是 从 Y BBAT DAD EREE% || lx 意义 下 是 压 
缩 映 射 ， 即 


\Aulix <allully, a<l, weDcYoOX. (1.15) 


METH u= 如 在 Y 中 至 多 有 一 . 

定理 1i.2 设 f(w) 满足 (Hi1), 了 是 会 原点 的 区 间 ， 我 们 有 

G) Hp < 1+ 4, ple) e LDR”), WB (1.1) 或 (1.4) 在 
X e+l lochd) 至 多 有 一 TE 

(i) # p < 1+ -4 oe) € A(R"), 网 (1.1) 或 (1.4) 在 空间 
C(I, L2(R")) LEE, PHR 至 多 有 一 个 解 ， 

(iii) me p= 1+ 545,0< 0 < 3, v(x) E HP(R"), WW (Li) 
或 (1-4) WRF ZX, (I) N LEU; LR) 的 解 至 多 仪 有 一 
个 ， 这 里 p,&,s,ro 满足 


p < òla) < min(2, +1), 
o<i< e — P, (1.16) 
$0 = aG — y > Zla 


= n-2p * 


注 记 1.2 在 定理 1.2 中 ，(i) 对 应 着 Cauchy 问题 (1.1) 的 局 
部 L? Rt, Eti X = Y. (ii) 意味 着 Cauchy 问题 (1.1) 
的 H) 解 的 肉 一 性 . Gii) 意味 着 AS 解 的 唯一 性 ， 

证 阴 不 失 一 般 性 ， 仅 需 对 充分 小 的 了 ,证 明 解 在 区 闻 T= 
(0, T) FAME PERIT. 事实 上 , 设 u(t) Ml ult) 是 问题 (1.1) 或 
(1.4) W Ha E u0} = ua(0) 的 解 ， id to = inf {t, wi{t) 天 ualt) h. = 
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然 有 ulto) = ue(to). 因此 ， 若 具有 初始 条 件 ulto) = uz(to) 的 
Cauchy 问题 在 区 间 [to,to 十 Tj( 其 中 工 > 0 充分 小 ) 至 多 存在 一 
TR, BBS to ME MHP ROAR. 

下 面 的 关键 问题 是 证 明 对 充分 小 的 荆 > 0, B 1-4) 定妆 
算 子 4 或 等 价 地 Gwlt) Æ Xn 的 有 界 闭 集 上 上 是 一 个 压缩 映 
射 ， 这 里 工 = [0, 如] 为 此 ， 对 任意 的 容许 对 (an), HATE 
新 建立 的 混合 性 时 空 合计 及 f(u) = Ale) + felu) 县 [fi <1, 
(ui < uP", 容易 推 得 


[Gu — Guzi Xro DN < CIF (u1) — fue); LE (7, E) 
<C|| fits) — flue); LT, L?)|| + Cl feta) — fo(ue); LE, L) 
<CT |luy — ug; LY ;EN + CT? fy — ua, LP L 

x max Ju; E (T, EPP E, (1.17) 


这 里 对 Ate) 与 fo(u) 使 用 了 的 不 同 的 容许 对 (giri), 而 (gor) 
与 (gasra) 的 选取 依赖 于 Hölde 不 等 式 ， 即 满足 
{ 1 十 pol = L, 


1 


工 十 Bl 十 和 一 于 
+P +=, O20. 


它 等 价 于 
{ (P - 1(Ẹ — å(s)) =å +å d=6r), i=1,2, (1.18) 
ae- — 241-8) — (6 + &), 02O. | 
因此 
(p—1) (F-%)+ 5) =2(1- 0) <2. (1.19) 


在 (i) 的 情形 下 ， 仅 需 取 {= le) = 51 = & = do = (p+ 1), 就 知 
(kp +1) 是 一 个 容许 对 ， 且 满足 


[Gu — Guz: Xna DN 
<O{T + max llus, LCL, LPO) P| (fear — eas EC EP 


+ |e — ua LS; ro=p+l. (1.20) 
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TE, RETON, WA GE Xal HARARE IEN 
BRET. 这 器 意味 着 {1.1) 或 (1.4) 在 Xpo D 的 解 最 多 只 有 一 
个 . 

在 (ii) 的 情形 下 , AR k = 00, dis) = d: = z = S(p+1), Æ 
时 ,  (p—1)($—-1) < 2 eM lpt) <1, RH O=1-S{p+1)>0 
A 


[Gur ~ Guz; Xpn (DI < CLL + max T° ifai, PC Et 
x lla — uz; Xp CZ) (1.21) 


因此 ， 只 要 取 了 充分 小 ,就 知 台 是 一 个 压 纳 映 射 ， 故 (1.0 或 
(14) 在 形 如 CUL) Nn LRE) 中 至 多 只 有 一 个 解 ， 

在 (iii) 的 情形 下 ,注意 到 < 8(8)—-f,9 < Al) Bo = 3-45, 
此 意味 着 OD <1, 现 取 ro 满足 SUE < by = slro) < 1 于 
是 ， 


[Gui — Guz; Xrol DI < C(T + max T? lus, LSU, ESP) 
x er ~ ua: Xr ll (1.22) 


这 里 8=1- PF (8-Hs)-2) 20. 内 要 工 充分 小 ， 如 就 是 一 个 
FEAR RR, MR dA (1.1) Be (1.4) 的 解 在 Xr) OLE, L’) 
中 最 多 只 有 一 个 . 

下 来 建立 次 临界 增长 情形 下 的 L 和 五 ! 局 部 适 定理 论 . 

定理 1,3 (VU 局 部 适 定性 理论 ) # flw) 满足 (Hi) AA 
p<1+4, WER plz) < LR"), FE TL > OME 

G) 问题 (1.1) 或 (1.4) 在 天 pllocf 一 人 中 有 唯一 解 . 

(Gi) a T} < oof Bk T < oo), 如 


Ry 由 的 要 = co 或 lim llwlD)llz = 2%. (1.23) 

(ii) 对 于 - <n < f < Ty, BAR uo — u BM wig) € 
LR”) A — fh SB RB X(T, 7) 上 的 连续 映射 . 

WEAR Oi) Be 7 = [一 了 了 .由 定理 1.2 的 证 明 过 程 { 见 (1.21) 

式 ) OSL, 4 T= Tiel) 充分 小 时 ， 积 分 方程 [1.4) 的 右边 所 
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EAE A BH Xal 中 的 一 个 小 球 映 射 到 它 自身 的 里 
射 ， 因 此 由 Banach HE 4m BR SY Jel BEER At (i) 成 下. 

(ii} BRA AR Banach EAA Bh SY et BE Oe oe BE 1.2, 总 可 以 将 问 
题 (1.1) 或 (1.4) 扩张 到 最 大 的 存在 区 间 (T, T) 下 面 来 证 明 
(1.23). BRR, FEM A> 0 和 单调 数列 {u} 趋向 于 T4 
BE lult < R< oo. 现 以 ti 为 初始 时 刻 ， 求解 问题 (11) 
或 (1.4), 由 局 部 存在 性 定理 ， 存 在 T(R) 使 得 问题 (1.1) ak (1-4 
在 taut TRA 上 可 解 ， 易 见 ， 土 述 区 间 的 长 度 不 依赖 于 于 这 
样 ， 当 j 了 充分 大 时 ， 就 会 发 生 右 十 TIR) OTL, HHP. 于 是 
(1.23) ÈX. 

最 后 ， 根 据 在 局 部 可 解 区 间 上 的 压缩 性 质 ， 在 每 次 局 部 可 
解 区 间 (Gi 成 立 . 这 样 ， 对 任意 IT, To] C (-7_.T,), Hit 
当前 和 迭代 可 推 得 (it) 成 立 . 

$i 1.3 EDORA, ATH E A e S R E R E 
AGEE, Pa E AE A R R R E E D B E E R E 
iel 国 此 ， 定 型 13 的 (在 临界 情形 下 不 能 成 立 . 然而 ， 如 
ET, < eol 或 工 < co), 有 


inp lus Xp (10, TON = 00, 或 lim lui; Xoti (CT OD lla = oe. 


定理 14? 局 部 适 定 性 理论 ) 设 flu) WERP (Hi) H 
p-l< 4, (4n<26, p<oo). 则 当 w(xz)€ A(R") 时 ， 问 
Æ (1.1) R (1.4) Æ Xin 中 是 局 部 适 定 的 . 更 精确 在 讲 ， 将 定理 
1.3 是 的 I? AY HY RAC, XC) AD XC) RI, FRR RI Bie 
(i) .Gi}, Gii) 成 立 ， 

证 明 类 似 于 定理 1.3 的 证 明 , Rei AE T = Tiela) 
充分 小 , 使 得 由 (1.4) 右 端 所 确定 的 算 子 A, EXU 范 数 意义 
下 将 XL (D 中 的 适当 小 的 球 召 映射 到 自身 ， 这 里 工 = [-T,T] 
由 时 空 佑 计 及 估计 (1.21), 容易 看 出 


Uel ay S Cll¢llm, 


Cr = wlll, < CT +T? max lus LO LYE) 
x lui 一 tall Xey 
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E B = Ba 就 是 和 (中 的 原点 为 中 心 , 4A R = 2Cllellm 
的 球 ， 取 工 满足 1 
CT + RIT) < >? (1.24) 


于 是 映射 4 是 压缩 的 . 下 面 来 说 明 4 Be 映射 到 自身 . 这 仅 
me {fit VGU, Xp DI. BUF a (1.17), 就 有 
WV Gu, XD < Cl] f(a) Vu; £9 (7; L) 
<C{T||Vu; LOL, LPY] + Tey Vu; £2 (1; EY] (fu, ECT, £9) || 1}. 
(1.25 


FEAR ro = pt 1, 6(s) = ôi = êz = (p +1), k = oo, 上 式 即 是 
[V Gu; Xp DN < C{TR + RPT*}. (1.26) 


因此 ， 对 满足 (1.24) A T REGLAS A 是 将 Br RHE 
身 ， 至 于 其 它 ， 完 全 类 似 于 定理 1.3 WUE. 故 定 理 1.4 得 证 . 


811.2 非 线性 Schrödinger 方程 的 整体 适 定 性 


本 节 的 主 纪 是 将 局 部 解 扩 张 成 整体 解 ， 进 而 ,我 们 对 小 解 
的 整体 存在 性 及 解 的 Blow-up 现象 给 予 适 当 的 评论 ， 有 兴趣 的 


读者 可 参见 所 引用 的 文献 . 众所周知， 从 遍 部 解 过 渡 到 整体 


解 ， 关 键 是 给 出 解 的 先 验 估计 ， 我 们 从 一 个 抽象 定理 出 发 ， 来 
窒 视 如 何 利用 解 的 先 验 估计 将 局 部 解 扩 张 成 全 局 解 . 


定理 2.1 (i) 设 抽 银 Cauchy 问题 
(Ea 
ulto) = p(x), (z) EK 
在 空间 了 (站 上 局 部 适 定 ， 这 里 大 是 某 个 给 定 的 函数 空间 . 
Gi) FEATHER ARR M, 使 得 局 部 解 的 存在 
Kel T HE 


(2.1) 


T > Mhehe) (2.2) 


Gii) 问题 (2.1) 的 解 满足 如 下 先 验 估计 : 对 性 意 we 无 和 任 
问题 (2.1) ERT EER Rue YU), 总 有 


jelt); Kil < Cly,to, I) veel, (2.3) 
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AE C ÆRME EY SE et oe E BK) Be. 
则 Cauchy 问题 (2.1) BARA TE, BP T =T- = +00. 

WER 事实 上 , H trill < k< oo) AMMA, ulte-1) 为 
+) te {A es) BK ok AR Cauchy 问题 (2.1). 记 局 部 解 的 存在 区 间 长 
AE dE Ty, te = tei + Ty, BA (i) OF LT, > M{llu(te_vla). 车 
Sey tk < œ, M) Ty — O(k > œ) 另 一 方面 ， 注 意 到 条 件 Gi), 
总 有 

Te > M(C(y,to,D)), 1 = [tosto + $ Ta) (2.4) 
k=l 
FA, AEE TT = 00. ATH ult) TT ERED INA t > to. 

注 记 2.1 4) 定理 21 的 条 件 Gi) 之 所 以 称 是 先 验 佑 计 ， 
理由 是 : 首先 存在 常数 Cip, tot), 对 区 间 工 上 的 任意 解 u Ae 
点 估计 (2.3). —R HH, BRC RT RMF o 之 外 ， 还 依赖 于 
区间 T. 

Gi) 将 上 述 抽 象 定 理应 用 到 非 线 性 Schrodinger 方程 的 L? 
理论 和 AH! 理论 ， 相 应 地 大 就 是 LR") 和 A(R"), 而 YO) 三 
Xpt) XD). 在 (He) 的 条 件 下 ， 我 们 可 以 形式 地 推出 
luda 及 能 量 Eut) Sete Sak (1.9) 和 (1.10). 注意 到 XO 
CU; L2), X1,, CI) 及 


J V(ujdz < Cu 要 +) < oo (2.5) 


XE p< itz Hn <2, p<oo. 因此 , 守恒 等 式 (1.9),(1.10) 
分 别 在 Xpy} 和 Xgl } 上 有 意义 . 我 们 的 思路 是 在 Apt 或 
Xia 意义 下 证 明 守 恒等式 (1.9) 及 (1.10), 由 此 推 得 得 到 整体 


解 . 

(ii) 一 般 来 讲 ， 从 光滑 解 意义 下 得 到 的 等 式 过 渡 到 在 解 存 
在 空间 意义 下 的 等 式 成 立 是 很 困难 的 ， 有 了 时 甚至 是 不 成 立 的 . 
例如 考虑 


[ho laua A20 patt 
u{D) = 


利用 紧 性 方法 [GV5], 容易 证 明 ， (2.6) 存在 整体 解 ue (LO 


(2.6) 
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CUR, H? n L?*"), BR, HR E(u BREW. Ait, LA 


od A | | 
Btut) = 3/ tudet hi f ftida < Bly), teR 
(2.7) 
然而 ， 我 们 不 知 EUG) 是 否 守 恒 ， 解 是 否 唯 一， 若 问题 (2.6) 
的 解 唯一 ， 由 (2.7) 及 色散 方程 关于 时 间 的 可 逆 性 就 有 


Ely) < Elult)}. (2.8) 


从 而 推 得 能 量 守 恒 律 (u(t)) = Ele) 由 此 可 见 , a AE i RR (2.6) 
AMi— he, FETIP BRERA Sepa Dee. 

在 讨论 玉 解 ， 互 " 解 的 守恒 量 之 前 ， 先 引入 一 个 H5lder 不 
等 式 与 Sobolev 不 等 式 的 混合 形式 ， 

引 理 2.2 设 œan O ,oan 是 满足 条 件 |a;| <k; 的 n 重 指 
标 . k; > D, 1 < p,q <œ, p; > 0,7 =1,2,---,N, FPA 


= pj p= 1,2,---,N. 2.9 
ay pie n 2 | ( ) 
$r 
l x Pi 
< < (2.10) 
a;>0 Poy 和 
或 
1 ， 
0 01=12N) 且 Pasis A en) 
az >0 P aj >Ô 43 
则 有 售 计 
N N 
[eel < CT] elk a: (2.12) 
j=l j=l 


RE ileg 表示 WY 上 的 范 数 ， 进 而 ， 若 有 
N 1 N 
a; >0, (j=1,2,---,N) H DO =F SDL ， (2.13) 
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则 有 
N 
< © ltg (2.14) 


N 
II [I u|” 
j=l 


这 里 Wie 是 Sobolev 空间 Wnt 对 应 的 齐 次 室 间 ， 详 细 证 明 
JL [Mi3]. 

引 理 2.3 (i) H f(u) 满足 (Hi), (Hp H p< 144, u(t) BR 
定理 1.3 ME L RRR, WA 


heth = hels, Wee Z. (2.15) 


(i) 设 flu) 是 满足 (了 H1),(H2) H p < 1+ <5, u(t) 是 问题 
(1.1) 的 H! 局 部 解 ， 则 


E(ult)) = 3 |Full + Í  V(ujdz = Ely), viel, (2.16) 


ak OT ERNE EKM. 

Fic 2.2 AEKA H Ria Te, £T L 解 
的 iel) 的 守恒 律 ， 同 理 可 证 . 

(ii) 无 潜 通 过 形式 计算 来 证 明 来 证 明 (2.16). 事实 上 上， 此 时 
u e X11(D) 仅 能 推出 u(t) e CU; H1),Au € CU; Ho), flu) < 
CU; LIF) + CHH), Wk, 由 方程 (1.1) RA u € CU; AO). 
KE, M Bau SHE (1.1) 两 边 作 LAR ADAM. Me 
醒 我 们 必须 利用 正则 化 方法 来 实现 (2.16) 的 证 明 . 

iE AR 取 非 负 径 向 跑 数 Bol?) = volle) © CPR) 并 且 满 足 
fen Vo(a}dz = 1. $ p = j"tlrh jE N, AI VOM, 无 论 在 
L'(R”) (1 <r < oo) 还 是 在 HW 意义 下 ， 总 有 yr ol 现 设 
u(t) 是 HI 解 ， 对 所 有 N, peue CHH”) KA 


i0:(b * u) = -Ay su) + yx flu), (2.17) 


这 里 SRY 中 的 任意 一 个 由 命题 1.1 的 证 明 过 程 . 取 
2RetBi(y* u), (2.17)) 就 得 
Bl *u) = Rely «du, f(u) pfu) (2.18) 
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基于 + 积分， 并 利用 (2.17) 就 得 
E(w * u(te)) — Bb + ults)) 
= 一 im f “I + Vu, f(y *u)(y + Vu) — p (f'(w) Vu) 
+ 2Gb* flu), Fb xu) — ve flu) (2.19) 


Fu € Xai) 就 得 ue LICE; L41(R")), 这 里 2 = ni- Shy). 
利用 引 理 2.2, TA flu) € L7(7;22(R")) 及 f(u) e L(G LF). 
由 此 及 Young 不 等 式 就 知 (2.19) 右边 诸 式 是 一 致 有 界 的 ， 取 
p= tj, & J > oo, 由 控制 收 敏 定理 即 得 E(w(2)) = E(y(a)). 

注 记 2.3 WRIA uc CU; A), LKB TES. 
工作 空间 XL) 在 建立 守恒 积分 上 起 着 关键 的 作用 ， 由 此 也 
Ay GA ay a Ss fA Tt aE A. 

定理 2.4 设 f(u) 是 满足 {Hi,(H2a) 且 p<1+4,wp ELR") 
则 Cauchy HE (1.1) 在 Xpyijoc{IR) N COR, L7(R")) 中 整体 适 定 
HWE etle = lelle. 

注 记 2.4 (i) 这 里 用 Xpritoc(R) 而 没有 用 Xpii(R) 来 表述 
定理 2.4 是 确切 的 . 尽管 解 ult) e CIR, LAR) 然而 ， 对 于 任 
意 的 容许 对 (ar), Sr> 2H, REA ue LIAR: L(R™)). 

(ii) 4 p-1= 2 tf (BD 2 临界 情形 ), 同 理 可 证 eee = 
Wolfs. 由 于 此 时 局 部 解 的 存在 区 间 工 不 能 仅 用 liel 来 确定 . 
和 L* 解 的 整体 存在 性 仍然 是 一 个 公 

问题 . 

下 面 我 们 来 考虑 H 整体 适 定 性 问题 . 由 p < 1+ = 与 , 自 
RE E(u(t)) = Ele) < oo. 当 V(w) ERSE, DRTE 
lell < pa) < wo. Rit Vu 可 能 是 负 项 ， 此 时 就 要 
对 V 的 增长 辅助 加 限制 ， 确 保 从 能 量 等 式 可 以 推出 fella < 
Mileylla) < oo. 根据 插值 定理 ， 容 易 看 出 


ti < Clap OPM vale, 0 = Po 


lella £ = p+)” (2.20) 


仅 当 0 =(p+1)F en <2, BP p—1 <4. HHV 中 负 部 的 最 长 
增长 阶 数 是 1 十 #, 因此 ， 这 个 5? 临界 增长 指标 也 称 是 HY 左 
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临界 指标 ， 为 确保 问题 (1.1), (1.2) 的 五 解 整 体 存在 ， 一 般 对 
V(u) 的 负 部 都 需要 施加 如 下 条 件 : 


及 -Cr (R) 30, Row. 


引 理 2.5 设 f(u) 是 满足 (Hi) ~ (Hs), u € A*(R"), m 
Vuli < 4B (u) + M {llullz); (2.21) 


其 中 M 是 非 减 的 正 值 函 数 . 

证 明 注意 到 E(u) = luli fy. V(u)de, 由 (Hs),(2.20) 及 
带 参 数 的 Holder 不 等 式 即 得 (2.22). 作为 引 理 2.3, 引 理 2.5 及 定 
理 1.1 的 直接 结果 ， 我 们 有 如 下 的 五: 整 怀 适 定 性 结果 . 

定理 2.6 ik f(u) 是 满足 (Hi) ~ (H3) H p< 1+ 二 ,op(z) € 
H'(R™), MY Cauchy 问题 (1.1) 的 解 在 Xl i 1,.(R) NCR, H!) 中 
整体 适 定 ， 进 而 1 的 le 和 Elult)) te. 

推论 2.7 在 定理 26, AH (Hs) HR 


V_(R) < ak?ts + bR?, (2.22) 


M4 elz 充分 小 时 ， Cauchy 问题 (1.1) 的 五: 解 的 整体 适 定 ， 
证 明 从 (2.20) 式 可 以 看 出 


Í. V- (ude < aluj} + bilall < Chul ll Vell + bleg. 


由 此 可 见 ， 当 lel = lIvile 充分 小 时 ， 能 量 等 式 意 味 着 
lull < Mlela) < o0. 
定理 2.8 设 f(u) 是 满足 (Hi) A (He) AB p< 1+ 54,5, W 


olla 充分 小 时 ，Cauchy 问题 (1.1) 在 Xlo (RNC(R, A(R) 


中 整体 适 定 . | 
证 明 y(t) = |Vai, BE E F fE (2.16), Sobolev RA 
定理 以 及 引 理 2.2, 容易 看 出 


y(t) < 2E(u) + cliul? + chullsyt)® = a + by(t)®, (2.23) 
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Hae =Fp-)>1. BM, RÆ lel M Hy) 充分 小 ， 就 推 
出 先 验 估计 
lele < AF (|| el}. (2.24) 


RIEA: RE bla < (a - 18" or 就 有 
y(t} <ae/(a—1), teR. (2.25) 


事实 上 ， 由 (2.23) RMR FER BRS A 


a cx 
a+ bylt)" < a+ ba (TW? <a 


即 可 推 得 (2.25). m, ERE a,b HE lele HAM, 只 要 
lelem 充分 小 , 就 可 确保 ba*-! 充分 小 . 故 就 有 先 验 估 计 (2.24). 
从 而 定理 (2.8) E. 

注 记 2.5 KH (Hs) 是 大 初 值 整体 解 存在 的 必要 和 条件. 事 
eb, WE VCR) = —RP H, p+1 > 1+4, WEA Elu) = 
Elp) <0 的 解 在 有 限时 刻 发 生 Blowup MR, M [G11]. 


811.3 JER PE Schrödinger 方程 的 散射 性 理论 
本 节 致 力 于 讨论 非 线 性 Schrodinger 方程 的 Cauchy 问题 
inte = -An + flu), (3.1) 


u(0) = uo(z) (3.2) 


解 的 长 时 间 形 为 . 自然 ， 提 前 条 件 是 问题 (3.1) (3-2) 的 解 整 体 
FE. AH RAH, 在 适当 的 条 件 下 ， 问 题 (3.1), (3.2) FEB 
体 解 u(t,2) € Xi we(B)mC(R,SIGR)). 现在 讨论 的 问题 是 ， 当 
too, u(t) 如 何 变化 ? 我 们 知道 ， 与 {3.1),(3.2) 相应 的 自由 系 
统 的 Cauchy 问题 

iv, 一 — 5d», (3.3) 


v(0) = volz) (3.4) 


- 581 - 


的 解 是 
vf) =U Wola) = explés Avale) 


=F le iR? Fool) = M(H DFM (t)uo(2), 
(3.5) 


这 里 M(t) = expli GE), Deel) = (it) iple), F MFO 是 关于 
空间 变量 的 Fourier 变换 或 Fourier W 3 t. 我 们 期 望 的 是 非 线 
性 Schrödinger 的 Cauchy 问题 (3.1), (3.2) 的 解 


u(t) = U(t)up(2) + f U(t — r)f{ulr)jdr. (3.6) 


X t> toki, AHERE ATA m TAA Bw (3.3) 
的 解 ( 初 什 可 能 不 同 ), 这 就 是 散射 性 理论 的 出 发 点 . 下 面 我 们 
以 Schrödinger 方程 为 例 ， 来 鹿 述 散射 性 理论 及 修正 散射 性 理 
k. 它 主要 涉及 下 面 两 类 问题 . 

(JAS wu, (t) = U(t)ju, Æ A H Schrödinger 方程 (3.3) 
的 解 ， 是 否 存 在 非 线性 Schrödinger 方程 (3.1) 的 解 ult) 满足 


hed -o YI = lult) -Ulu Y>, tao (3.7) 


(U (-t)u(t) — u+ Y| > 0, t- oo, (3.7°) 


这 里 是 一 个 合适 的 Banach 空间 . BUH) 不 是 站 上 的 有 界 算 
子 群 时 ,常用 (3.7") (RE (3-7). 如果 (3.7) B (3.7) ML, BA 
TPR 

Q,:u, — u(0), (3.8) 
ERY (RY 的 再 子 集 ) 到 Y 的 映射 , OO 是 ( 正 向 ) RES. 
同 理 ， 亦 可 定义 负 向 波 算 子 Q_ 如 下 :给 定 w_ CY RY BR 
子 集 ), 存在 (3.3) 的 解 ult) 满足 


u(t) -v Y] = jut) UY 370, t+-—-ao (3.9) 


WF (—fu(t) — u Yl 30, t> —oo. (3.9") 
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RHR TR MBAS OL: we 5 ul) HEM. BRR vs 
是 boo Ab AS AI AS ( 见 图 3.1). 


图 3.1 散射 性 理论 参考 图 . 


(b) 浙 近 完备 性 设 u(t) 是非 线性 Schrodinger 方程 (3.1) 的 
H. Je SEP CEA as ur 使 得 (3.7),(3.9) 或 (3.73.9) RE. 如 
果 对 任意 uo(2) € Y, id u(t) = U (t)uolr]) +f C(t—-r)fl(ulr)jdr 是 
非 线 性 Schrödinger 方程 的 Cauchy 问题 (3.1), (3.2) 的 解 ,都 存在 
国定 x+ € Y 使 得 (3.9) 或 (3.9 成 立 ， 就 称 非 线性 Schrodinger 
方程 是 渐 近 完备 的 . 

车 (a),(b) 都 成 立 ， 则 映射 9+ 具有 相同 的 值 ， 即 对 应 非 线 
性 Schrödinger 方程 (3.1) 是 一 个 非 线 性 整体 流 ， 由 此 就 诱导 出 
RHE SS:S=0;' n, CEA YY AATE) 到 自身 的 
Rat. 自然 , 研究 5 的 连续 性 ,解析 性 及 它 是 否 是 一 个 同 肚 里 
射 都 是 散射 性 理论 中 最 富 挑 战 性 的 课题 直观 上 可 用 加 3.1 来 
表述 散射 性 理论 . 

注 记 3.1 (修正 散射 性 理论 ”修正 散射 性 理论 自然 也 涉 
到 烽 正 波 算 子 的 存在 性 及 修正 的 渐 近 完备 性 两 个 方面 . 如 果 对 
于 任意 w+ CY (RY NPS Mos = TObu+ 是 自由 系统 {3.3) 的 
R, GTE AEEA A a(t r) 及 非 线 性 Schradinger(1.1) 的 
整体 解 ult) 使 得 


lult) — OC (tly 40, t= too (3.10) 
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或 
(eh OT thusly 30, t> too. (3.10) 
{B  (3.7),(3.9)(RE (3.79),03.99) 不 成 立 . 这 样 (3.16) 或 (3.107) 就 
H ER RT ; 
Nj: ugle} 0). 

类 似 地 可 定义 修正 渐 近 完备 性 ， 收 正 散 射 算 子 等 概念 . 

注 记 3.2 让 小 解 的 意义 下 ， 波 算 子 的 存在 性 就 意味 着 渐 
近 完 备 性 . 然而 ,在 一 般 情 形 下 ,， 渐 近 完备 性 是 -一 个 较 波 算 子 
大 在 性 更 困难 的 问题 . 它 要 求 非 线 性 项 ftu) 具有 相 斥 性 (Bp 
flu) = Ajatu, A > 0) 及 非 线 性 方程 解 的 先 验 估计 .相应 地 波 
算 子 的 存在 性 具有 较 统 一 的 好 理 方 法 . 

我 们 首先 讨论 具 相 斥 非 线性 相互 作用 时 的 渐 近 完备 性 ， 进 
而 装 得 散射 理论 ， 此 时 ， 相 应 的 非 线 性 Schrodinger 方程 是 


1 . 
itt, = -72v + Aju Tlu, 2eER", A>D. (3.11) 
Id 
DC n< 2, 
a(n} = | a42 n>3 yini = {n+ 2+ vn? 12n 十 4)/2n, 
他 一 全， 人 一“ 


E = HNFH = {ue LER”) fulle+ i Yulla+ [zul < cof. (3.12) 
具 相 斥 非 线性 相互 作用 项 的 非 线 性 Schrödinger 方程 的 渐 近 完 
备 性 可 表示 如 下 : 

定理 3.1 W1+2<p<1+-4, WHER wir) c D, FE 
ME — A TIE AS ulr) E L R) 使 得 


tig, ld) — 7@)ualle = 0, (3.13) 
ix 
u(t} = U {t)ugolr} 一 af Ut— r}(julP wie. (3.14) 


注 记 3.3 4l<p<t +2 If, Straussi! 及 J. Barabl#al 
证 明了 : 对 任意 ule) e SIR”) 及 相应 的 非 平凡 解 u(t), 不 存在 
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Bt AR ue 使 得 (3.13) 成 立 ， 此 说 明定 理 3.1 所 讨论 的 渐渐 完 
备 性 是 最 佳 的 ， 我们 自然 希望 波 算 子 在 14+2 <p<1+ 
范围 内 存在 然而， 和 目前 为 至 ， 它 仍 热 是 一 个 没有 彻底 解决 的 
问题 。 Ginibre-Velo 在 [GV3] 中 证 明了 在 1-4 < p< 1+ 34; 
范围 内 散射 性 理论 ，Y.Tsutsumi 在 [T1] 中 将 此 结果 推广 到 
Yn <p < 1+ ay = (n+ 24 Vn? + lin + 4)/2n. 这 里 采用 
N.Hayashi 和 Y. TsutsumilHT] 的 一 个 简化 证 明 . 

定理 3.1 GER h Ut) = MID 人 OFM ee isl vhs) N 


出 ， 自 由 发 展 系 U(t) f(z) Bs er SE E g) exp( EDA), 作 
变换 -Tr 
u(t) = (Tv)(t, 2) = 全 te | TE - (3.15) 
方程 13.11) pt Æ $k t T 
iv, = -Av + A -2 Py, (3.16) 
FH, (3.13) 就 等 价 于 
„im [le{t)-— v+(0)l2 = 0. (3.17) 


由 本 节 定 理 3.15, 我 们 知道 ult) E CRE, EHA, v(t) = 
(T-1u)(t} € C(R*;E) 是 (3.16) 的 唯一 解 . 这 里 仅 对 1+ 2 <p< 
1 十 二 的 情形 来 证 明 , 41+4<p<1i+-5 时， 将 在 定理 3.2 
中 证 明 . 用 e TT 乘 以 (3.16) 两 边 ， 并 在 R 上 积分 ， 然 
后 取 实 部 就 得 


pva + E Sf. lo(t, 2) |? H da 
> 22- vu +o af. lo(s, 2)? dz, 
O<s<t<o, (3.18} 


H RA (3.16) AA, Æ E” 上 积分 ， 并 取 虚 部 即 可 得 
velo = lelle, 0<s ct < oo (3.19) 
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因此 ， (3.18)(3.19) 就 意味 着 


{ tf vo) < Ci, ie (0,1, (3.20) 


hetl < Co, hell < Cz, 


这 里 CGO = 1,2,3) ARAF Dla 及 lle WER 
plz) € HHR”), 用 它 与 方程 (3.16) 作 LR") 内 积 ， 容 易 看 出 


“ae pdr = -3 f (Vo(r), Vip)dr 


(u(t) — o(s), (2) = f ( 


-i f 7 -lol Po), war, 
O<s<t< oo. (3.21) 


注意 到 MEY o> 一 1 及 HHR”) MF LR"), 则 (3.20), (3.21) 


就 意味 着 
,Im u(t) = v(0). (3.22) 


特别 ， 在 (3.22) 中 取 ple) = oft), 就 有 估计 


(ol) — (3), oO) < 5 f Nvvibarl vue) le 


+ f rF -2 ofr) adr lell. (3.23) 


Hit it (3.10) 代入 (3.23) 就 得 


(D — vfs), v(t)] < Ca [A et — ge ay 
2 mip-1}_] nie- 1 
ta —1)- att laz 


& gs 一 0, 利用 (3.22) 就 有 
(w(t) ~ (0), of) < Cst FO, (3.25) 
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这 里 Cs > 0 LKMT n, p, vt 1)l|pri 及 | 因此 
lw) ~ vO = 人 人 一 5(0)vD) — (v(t) — v(0), 0)) 


n{p— ij 


SCst TTi + u(t) — u(0), v(t] 一 9, 
t— +0. (3.26) 
重新 变 到 回 到 方程 (3.11) 的 情形 ， 就 是 
UO) — altll — 0, ££ +00, (3.27) 


BP ufe) = v(0). 

注 记 3.4 从 方程 (3.16) 可 以 看 出 , 当 p > 1+2 时 , p 
在 t= 0 处 是 可 去 奇 点 (或 非 奇 点 ), 而 当 p 1+2 时 ，+ 二 0 是 
ts 1 的 奇 点 .这 正 是 人 们 确信 2 = 142 是 非 线 性 Schrödinger 
方程 的 散射 性 理论 的 临界 指标 的 原始 想法 的 理由 . 

定理 3.2 W yin) <p<a(ln), 则 有 

站 对 和 枉 意 (zx) e E, 存在 唯一 uol) Ee 满足 


la+ = Ua) —> 0, . t + +00, {3.28) 
FẸ u(t) eE CR, E) Æ (3.11} ARA ulO} = tfz) 的 解 . 
(ii) 对 任意 u(x) c E, 存在 唯一 的 zfzi e x, 使 得 
u(x) 一 U(—t)u(t)}||s — 0,  t + —00, (3.29) 
这 里 u(t) e C(R, E) 是 (3.11) 具 初 始 条 件 wt0) = uvole) 的 解 . 
(iii) 对 任意 u(x) € E, 存在 唯一 u(x) e D, 使 得 
lui) — U(—-t}u(Ollz 30, t + too, (3.30) 
这 里 u(t) e CR, E) 是 方程 (3.11) 具 初 始 条 件 ut0) = totz) 的 
解 . 
推论 3.3 设 y(n) <p < a(n), MAER 3.2 决定 的 波 算 子 
QO, ARRATS BE BY KH eee. 
注 记 3.5 (i) 散射 性 理论 成 立 的 前 提 蚌 :对 Yuolx)eE E, A 


程 (3.11) 在 u(O) = tole) 下 的 解 uC) EERE EE, BA w(t) € C(R, X). 
见 本 节 定 理 3.15. 
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Gi) ERA ym) <14+4,e4%1+4<p<atn) it, 定理 3.2 
的 (iii) Be TEM 3i AAR. 

(ii) 定理 3.2 的 GG) RR BRA T OL: us > wlr) 是 
AERO BSA. B32 的 1 则 意味 着 Range(Q,)= 
Range(Q.)=D 96 8 S=O7'2. BA TAD HRN AE uy, = 
Si. 

为 证 明定 理 3.2 及 推论 3.3, AE HMB. 首先 引入 
Galilei T 


J = r+ iN, JG) = g titoj 7 = 1,2,-:+ x. {3.31} 
直接 验算 ， 对 于 一 般 的 非 线 性 Schrödinger 方程 [3.1), 只 要 Jz) 
满足 条 性 (H2), Æ Galilei 变换 

u > Gau = exp(iha —iht/2)ulz —ht,t), heR" (3.32) 
F, 方程 (3.1) 保持 不 变 ， 它 对 应 的 和 母 元 正 是 Galilei AFM i 
Vn (Gnu) jos (ie — tV)u = id (t)u. (3.33) 


直接 验算 ， Galilei 算 子 满足 如 下 命题 : 
命题 3.4 Galilei AF I(t) StZ+ {AM RMR, 满足 


F(t) = Dat = U ~ TJ )U(r — 8), tT ER, (3.34) 
JQ) =u#MOVM(-), t=R, t#0, (3.35) 


这 里 M(t} = exp(i|az}? /2é). 

对 形 如 f(z) = l|2/P +z, HRB, EMS 

3.5 io = max(0.p—2), 6 = min(p—1,1), 对 任意 zi, 
2 € C, 则 


Bien- Hn) < Cllal + lala- zl, C= CP), (6.36 


ag a 
PL a) = SE (zs) 


pz < C{hail + feal)"lar — zal”, C= Cl). (3-37) 
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命题 3.6 设 1<p<afm, 对 任意 uolx) Cd, 方程 (3.11) 满 
足 初 始 条 件 uD) = uola) 的 Cauchy AMA u(t} e C(R, E) 具 
有 如 下 衰减 估计 


_ _ nlp —1) 
heH < CO + l’, 9= DEI) (3.38) 


[zU (—t)u(e)ll2 < CU +e", alp) = max(0,1— Zip — 1), 
(3.39) 
这 里 C= Cin, Pp, |uolls). 
HERR ”由 Ginibre-Velo 的 正则 化 技术 [GV1], 容易 推 得 ult) < 
C(R E) 满足 如 下 拟 共 形 守 得 等 式 


rU (Hul + T Pog ph 十 t-n f r||ul[Eyidr 


P+ 
= ||zuoll2 (3.40) 
及 能 量 等 式 
1 A 24 
SIV + "Hulett = glIVuol@)I3 + = oet: 


4ps1+ikt, § 


m+4—mnp)A 
mara Pt < euog + A= mel f zllulz+iar 


pt+l p 十 1 
故 有 
nm+4—np i 
人 用 w+ f rolphi BaD 
这 里 
p 去 1 n+4—np } 
a’ = [zuo]; + re j rllu(r) By ar 
<a=CQr ,了 (人 ao + lVuollz + luoliin) < ee， 
(3.42) 


现 记 F(t) = Piast), 6) = “ACEP , Mj (3.41) 就 改写 成 
i 
F(t) <a +f Br Fi(r)dr. (3.417) 
1 
由 Gronwall #24 
FR) < aexp f B(r)dr, Wr>0 
1 
及 exp f B(r)dr = af E, 就 得 
lule) Sat, t>11<p<i 41. (3.43) 
当 p>1+ 各 时， 由 (3.35) 、 (3.40) 和 插 什 不等式， 容易 看 出 
z|* C zi? ajž 
Jelles = Ne alps < alt? Ga lee uji 
< ot at? (—t) ull" lula 


_ ntp—1) 
a= 2(p +1) 


< cr’, (3.44) 


因此 ， 综 合 (3.43),(3.44) 与 能 量 等 式 就 得 3.38). SIAR, € 
易 看 出 (3.39) 是 能 量 等 式 、 拟 共 形 守恒 等 式 及 (3.38) HARA 
E, 
命题 3.7 设 yín) < p< a(n), wlr) E E, WA it 
[Jullen en SC, Leg<n, (3.45) 
Vull trimr) SC, (3,46) 
这 里 (r,p 十 1) 是 时 空 容许 对 ， 即 ”= ER. 
证 明 根据 Ginibre-Velo 正则 化 技巧 OH, 我 们 仅 需 对 光滑 
解 证 明 (3.45),(3.46) BD ay. 先 考虑 ya cpat i NAE. 
记 v; = (万 名 人 注意 到 万 FSiZ+ A 可 交换 次 序 ， 就 有 
v(t} = Ultza -i f U(t — r) J, flutr))dr, 
tERL<j<n, (3.47) 
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注意 到 


IEY < Cl Tr) 


x vsCs) eho ilps 
及 时 空 估计 就 有 


lojer e+) <Olruollz + cfa + De- D0 -metotr)eq de)a 


x losl reyp l Si Sn (3.48) 


y(n)<p<e(n) A n > L 由 此 推 得 ， 只 要 < > 0 充分 
小 ， 就 可 以 保证 


G<y<1, (p—1})(1—n)@qg—alpjeg > 1. (3.49) 
故 (3.48) 意味 着 (3.45). H VAR J), 自然 就 得 (3.46)， 同 理 可 
证 , Hite <sp<1+4, 的 情形 下 ， 类 似 的 结论 仍然 成 立 . 
定理 3.2 及 推论 3.3 的 证 明 定理 3.2 的 iii) 等 价 于 


| (-4)u(t) - U(—s)u(s)||5 30, t,s 4 o. (3.50) 
注意 到 (3.34) 及 (3.35), MA 


t 
jU ult) — aU (—s)u(s) = i f U(r) iS (ulr))ar, ts ER, 
j (3.51) 
两 边 取 DR, HARB SHH, A 


- gpl >- 


2,0 (Bult) = zts < || f UC flulr))dr 
<(f Vn dr, f VAIE) 


f 
<C f (ee) rel alae 
ceded ce rr et 
<c f atresia dr - [u(F)s E (s, tl; EH RNI 


x || Jjutr); L (fs, t] HR) stER, legen. 


由 命题 3.6, 命题 3.7, 容易 看 出 
aU (—tju(t) 一 2,0 (—s)u(s)il20, stER, 1S gon (3.53) 
同 理 可 得 | 
WU (—t)u(t) — VU(—s)u(s)l2 3 0, s,f, 3 00, (3.54) 
!U(—-t)u(t) — U(—s)u(s)||2 > 0, 3, t, + 00. (3.55) 


SAT FA (3.53)~(3.55) 就 得 (3.50). 
下 面 来 证 明定 理 3.2 BY (i) AA Gi). > 


u(t) = Utjur—i f U(t—s)f(u(s\jds, tER, (3.56) 
toc 
它 是 (3.11) K, ASA Gi) 的 估计 ， 就 有 
latt 一 本 (到 二 二 40, t~ too, 


从 而 推 得 估计 (3.28),(3.29) RY. 
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最 后 来 证 明 推 论 3.3. 先 证 明 OF? 是 连续 的 . 记 u(t) 和 ult) 
分 别 是 方程 (3.11) 以 初始 条 件 4(0) = mm 他) 和 wx(0) = urle) 的 
解 且 满足 


ukol} => uola), k 4 00, (3.57) 

KF Bl 3.6 的 证 明 ， 容 易 看 出 
U(—t)uy(z) -> U(-tjalt), ko0 teR, (3.58) 
sup(i + Du itlla 3 0, E> 00. (3.59) 


由 命题 3.7 的 证 明 过 程 ， 亦 有 
| .一 -er Fe “70, Koo, Legen, (3.60) 
|Vur — Vullarcroogest) 30, Row, 1Sjen, (3.61) 
这 里 了 充分 大 ，(mp+1) EREI. > 


up 一 im, U(—t)ult), upp = jim UF (—t)uz(t}, 


如 
|| eee — ills + 0, k > oo, (3.62} 

这 就 意味 着 OS 是 连续 算 子 ， 同 理 可 证 + 是 从 互 到 三 上 的 
HEAT. Wi, 2, BE AOR RH. A. OL 也 是 
LSC MARA, 由 此 推 得 散射 算 了 于 S= 070. ARR 
BY 

$123.6 定理 3.2 及 推论 3.3 所 建立 的 散射 性 理论 及 定理 
3.1 的 渐 近 完备 性 均 是 在 fl(w) 具有 特定 的 形式 下 成 立 . 然而 ， 
“M142 <p< y(n) 时 ， 定 理 3.2 及 推论 3.3 仍然 是 一 个 公开 问 
题 . 对 于 波 算 子 的 存在 性 ,我们 则 可 以 在 非 线 性 函数 很 一 般 的 
情形 下 进行 讨论 . 

下 面 讨论 波 算 子 的 存在 性 理论 . 我 们 总 假设 fu) WE: 
(H,): fe OIC,C), (0) =0, ATF pips HE l <p <p < 
1+4/{n —2) 使 得 ' 


of 
Oz 


Of 


LP) < la + le) (3.63) 
Oz 


IP = max È 


4 
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我 们 仪 限于 考虑 正方 向 的 波 算 子 n+ 的 存在 性 ， 自 然 总 假 
HJE TE Schrödinger 方程 (3.1) 的 Cauchy 问题 是 整体 存在 的 ， 
用 v(t) 表示 一 个 比较 动力 系统 ， 我 们 的 思路 是 构造 (3.1) 的 一 
TRR ult), 4t—++oof, ult) Fv) RAMA HMR A. BP 
记 u(t) E A AB (3.1) 具 初 冶 条 人 忻 


Uta (0) 一 vito), to > 0 


MA, Sto 二 ce 时 ， wlt) = mlt) 在 某 个 空间 中 趋向 于 v(t). 
现 来 推导 ult) 应 满足 方程 、 注意 到 


u(t) =U- touts) =i f VE nf (utr 
f° 1 
vít) = U (t — to) v(to) 一 if U(t — 7)[t + 3 D)etr dr. 
利用 ulto) = v(to), 上 两 式 作 差 就 得 
to 1 
a(t) = u(t} + if U(t — r)[fCulr)) — (ih + z ede. 
t 
RH, E vit) = Uug, 上 式 就 是 
u(t) = UG +i j UE 7) futr))dr (3.64) 
为 得 到 方程 (3.1) KHAR ult), 令 如 一 十 oo 就 得 
u(t) =U (thus +i | ” U(t—7) fluls))dr Ê Ut +E flu). (3.65) 


因此 , a AE PE SE SA FEE RE Schridinger 方程 (3.1) 
在 toc 处 的 Cauchy 问题 的 存在 性 ， 习 惯 上 称 是 终 值 问题 ， 一 
AP, RRA AB (3.65) 主要 通过 两 步 来 完成 . 

(1} 47 #5 XA OF (BP [FT 00o) 充分 小 时 ), 利用 Banach 压缩 
映射 原理 来 证 明 (3.65) 的 局 部 可 解 性 . 
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(2) 利用 有 限时 刻 的 Cauchy 问题 解 的 整体 存在 性 ， 将 (1) 
中 建立 的 局 部 续 值 问题 的 解 推广 到 整个 了 上. 

注 记 3.7 在 (1) +, VORA u, 充分 小 的 条 件 下 裴 得 
压缩 因子 ， 从 而 获得 终 值 问题 (3.65) 的 整体 可 解 性 ， 此 通称 为 
小 线 值 问题 ,对 于 小 给 值 问 题 ， 我们 在 第 (1) 步 不 仅 得 到 波 算 
子 的 存在 性 ， 同 时 ， 也 获得 了 (3.65) 的 整体 可 解 性 及 渐 近 完备 
性 . 

注 记 3.8 (为 了 得 到 终 值 问题 (3.65) 的 局 部 可 解 性 ， 自 
然 要 求 (3.65) 中 的 在 ee 处 是 收 人 敏 的 ， 此 意味 着 f(u) 在 t= co 
具有 一 定 的 衰减 性 . 由 条 件 (Hi) 可 见 ， 只 要 在 1 二 00 具有 
一 定 的 训 减 性 就 能 推 得 f(u) 在 上 = oo 具有 合适 的 衰减 性 . 当 
Rn Ah, Mu Nem SKM. p ope BK, Wu 
在 t= oo 衰减 性 的 要 求 也 就 楼 弱 . 基于 此 ,工作 空间 的 构造 就 
要 满足 如 下 原则 : 首先 要 确保 v(t = UG) 属于 工作 空间 ; 其 
次 ， 工作 空间 中 的 元 素 具 有 一 定 衰减 性 ， 以 使 得 J(u) E t= oo 
具有 合计 的 衰减 性 . 

(ii) RETHA i Rr 是 非 线性 Schrödinger 方程 
(3.1) A ERRET. ufuo) 是 (3.1) 具有 初始 条 件 ul, uo) = 
u(x) 的 Cauchy 问题 的 解 . 则 对 Ys eR, 有 


u(t 十 s, Ogu) = uit, 40 sju), (3.66) 


E Pa 将 非 线 性 Schrödinger 方程 及 其 相应 的 自由 Schridinger 方 
HAREE. 它 是 波 算 子 的 一 个 直接 结果 . 

H- ERT 求解 终 值 问题 {3.65), 最 自然 的 空间 是 XL), 
eo Schrödinger Fy 2 AMIN (hit, Su, E Aa, Uw 
E€ X1(-). 

命题 3.8 Bo >1+4, fu 满足 条 件 (A), 则 有 

(i) 对 任意 u, € 五 1 EET = Tiu) HS (3.65) 有 崔 一 的 
解 wu E X) (7), 这 里 了 = [To0). HM, we Xd) FA u HE 
了 一 个 从 wi € HB X'S) 的 一 个 连续 函数 . 

( FA RAP, uy Bult) HAAS, BP 

| WU (—t)u(t) — uy; HI +0, t+ 00. (3.67) 


证 明 Gi) 等 价 于 证 明 (3.65) 的 右 端 确 定 了 一 个 XD) 上 
的 有 界 集 到 自身 的 压缩 映射 (在 Xp, 410) BAX). RUPE 
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理 1.4 的 证 有 明 , 记 (grj) = (gp; +1) (fy = 1,2) Je Schrödinger 
方程 的 上 时空 容许 对 ， 由 Stricharte 时 空 佑 计 可 得 


IU Ous XR Dl < Cleste, (3.68) 


IGF (ee); Xpo {DH < CUu); L L) + Chfalu); LU; L) 


2 
OV ju E91; LS le; LT, HYIP? 


j=l 
2 

<c lu X a (Di, 6 = ABAD 1, 
j=l (pi ) (3.69) 


这 里 用 到 Holder 不 等 式 ， Sobolev MA THR 1+ 4 <p; < 
1+—45,3=1,2 BRA 
2 
|G fla) ~ Gf (ur); Xp DN < 2 eer + lets 
x Jui — walla, cn: (3.70) 
B Br E XLo 中 以 原点 为 中 心 ， 半 径 是 = Cluy 的 
BR, (3.70) 式 ， 只 要 取 了 充分 大 ， 就 有 


Pici pj—l 
Shai sail?) + lela cy <i. 


A Ta HE 5 A FE (3.65) 25 Si E SA aT EE A E. UE A 
TERAN, HRA Br 映射 到 自身 . 事实 上 ， 由 舍 计 


IVEFHilx uy SOS. HBV LS LR] 
jel 


so Plex pa (DPT Hv LY (7; L" (R™))| 
cl Xl, (P + Clie; XE (IP? (3.71) 
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推 得 此 事实 成 立 . 
(i) EES 


I (taut) = Uta EN = || f? Utes -nyu are 


< (|Gflu); Xi tlt tapi], TSt < te. 


外 而 ， 由 佑 计 (3.69) 80 4} (3.67). 

关于 小 弘 值 癌 题 ， 作 为 命题 3.8 的 直接 结论 ， 我 们 有 如 下 

推论 3.9 Hom >1 十 ,了 (w) 满足 Hi), 则 有 

(i) FE £ > 0, 使 得 对 任意 wi © H) 满足 | url <s 积分 
方程 (3.65) 及 (3.64) (对 任意 to © R) 有 叭 一 解 u s XLR). 进 
而 ， we X*(R) 且 连 续 依 赖 于 wj， 

(i) RAF ?+ 及 其 道 算 子 897 EH 中 0 点 的 某 个 领域 
ARH, EERE. RS, MP DARA, MUSE 
备 性 在 五 : 中 成 立 . 

从 命题 3.8 过 菠 到 波 算 子 的 存在 性 ， 需 要 将 纺 值 问题 局 部 
可 解 性 扩张 到 R 这 闽 要 用 到 能 量 守 恒等式 或 不 等 式 ， 换 言 
之 ， 非 线性 函数 就 要 求 满 足 规范 不 变 条 件 (Ha). 

命题 3.10 Hp >14+4, fu) 满足 条 件 (È). 8 
u- € H!,T ER, I =[T,00), u € XL (I) Æ (3.65) 的 解 ， 则 对 
vel 


{ Helte = u+ ile, 
E(u(t)) = 3||Vulla + f VCult)jdae = 4| Vu ll. 


(3.72) 


证 明 由 命题 3.8 及 Cauchy 问题 的 守恒 律 ， 仅 需 证 明 


J Vleaz +0, t> {3.73} 


为 简单 起 见 ， 无 妨 设 pi = pe = p,(3.73) RSH F lult 一 0 
(t— too). 注意 到 we L°U, A); A"), 利用 插值 定理 就 
知 we COU; L741), 其 中 8 二 一 4(p 十 1)}. 另 一 方面 ,对 容许 对 
(gp +1), A ue L(I Lt"), 由 此 推 得 (3.73) 成 立 . 
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由 Schrödinger 方程 的 H! Rit, 464 trl 3.8, 命题 3.10 就 
FRS T itd EEE oe. 

命题 3.11 设 pi > 1+ 4, J(u) 满足 条 件 (H1),(H1),(H3), W 

(i) 对 任意 u © A, 积分 方程 (3.65) 存在 礁 一 解 ult) € 
oc URN XG. (RT). gi u E€ 六 bc( 民 站 XX 及") BB (3.67) 
及 (3.72). 

i) RAT O, £ A REWERS AAT. 

(ii) FER” E, 相同 的 结论 仍然 有 将 . 

证 明 人 妈 需 证 明 (ii). 由 能 量 守 恒 量 (3.72) 就 得 


1 
人 + 有 三 | 人， EQ) = sl Yur lz 


AMH AA. 

注 记 3.9 定理 3.11 得 到 了 p > 1+ 译 时 的 波 算 子 的 存在 
性 , 我 们 知道 ， 当 pi > 1+2 时 , 只 要 f(u) 满足 (A), (Ha), (Hs), 
4p & HE Schrodinger 方程 的 Cauchy 问题 在 A’ 中 整体 可 解 ， 如 
何 将 pi > 1+ 2 PERM? RARE AH AER UC) 关于 
时 间 t 的 更 好 的 衰减 估计 . 另 一 方面 , Se<1+2h, KAT 
是 不 存在 的 ， 说 明 p=1 二 二 是 临界 的 散射 指标 . 

下 面 我 们 给 出 P< 1TT< 计 波 算 子 不 存在 的 定理 , 由 于 n=1 
E-D SH [Ba], 我 们 限定 n> 2. 这 痒 。 所 得 的 波 算 子 不 
存 性 的 结果 ， 不 仅 包 含 指数 型 函数 的 非 线性 相互 作用 项 的 情 
形 ， 同 对 也 包含 了 具有 一 个 势 函 数 |zx| 7?Y(0 < y <1) 的 Hartree 
方程 . 

定理 3.12 设 n>2,0<(p-1)3 = dr) <1, 设 fu) 是 
L o L AREIA E f(0)=0 和 

(flw) EA AE LE Lip 一 致 连续 的 ， 即 


f(r) — Fale < COR = ull iul S R, j= 1,2, 
(5) 规范 不 变 条 件 . 对 任意 函数 w:C o C, 如 果 |w| 三 1, 总 


Tiwu) = wf le). 
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(iii) 记 (DOSE) = AF) flu) 在 下 面 意义 下 是 p KF 
次 图 数 


f(D()u) =t-" Da f(a), Vue LR”), t > 0. 


üv) Kerf = 0, 换言之 ， fu) =0 意 昧 着 ~ =0， 
id TER, I = [T,00), SEH ult) © CU, LIR) 是 (3.1) HARA 
E: 存在 4 EL, ER 


O(—t}u(t) — upie 46, to. (3.74) 
Ml u = 0, w4 = 0. 


证 明 iye? NLE”, to > t > max(0,T). 由 (3.74) 就 知 ， 
Mtitg-of, A 


(e Utauta) = Uitata) = f Ueo tedo 


(3.75) 
另 一 方面 ， 当 t- ce 时 ， 我 们 有 
De ~ (TEPE) ult) ~ Ul ~ (it) Fay). 
利用 条 件 Gii) 可 见 
(U (the, F(u(t))) ~ OF" (人 Fa) (3.76) 


当 p<1+2 时 ， 此 意味 着 (3.75) 中 的 积分 是 发 散 的 , 了 矛盾. 换 
HER, GUA (P,G) = 0. He MERE AT fla.) = 0 从 
而 x+ = 0. Hig, AAR MES te we u =0. 

注 记 3.10 (0 在 定理 3.12 证 明 中 ， 容易 看 出 ， 当 tt 趋 向 于 
co It, hit (3.76) 中 产生 的 误差 可 用 ol 来 控制 ， 因 
此 ， 结 论 总 是 成 立 的 ， 

(ii) 定理 3.12 意味 着 , 当 p < 1+2 时 , EL 模 意 义 下 ， 
(3.7°) 也 不 能 成 立 , 说明 在 此 情形 下 渐 近 完备 性 是 不 成 立 的 . 这 
一 结果 并 不 奇怪 , WE, uc LR”), 起 码 有 形 如 |u| ~ jel ë 
(jz| > 00) HEM. AR, Jai ~ |e 7, y= SS. BAe 
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V(x) = {a|~7? 的 线性 Schrodinger 方程 的 波 算 子 的 存在 性 的 临界 
Igir y= 1, AIE, poit? 代 就 是 我 们 希望 的 歼 射 性 临界 指 
标 . 

D- 波 算 子 的 存在 性 理论 . 

我 们 知道 ， 空 间 X(R) 或 XR) 所 隐 傅 的 关于 时 间 变 量 的 
mete HR Sue MARE) 这 里 (ar) 是 时 空 容许 对 . 然而 ， 
它 远 不 是 自由 Schrodinger FEB COR") 中 的 最 优 衰 减 ， 事 
实 上 

ual. < CTi, wo e L (R"), 


这 里 ir) PRR MIP, CME XR) 中 所 确定 的 吉 减 指 
数 的 2 信 . 然而 , RA, A LR") {1 <r! <23) 作 为 初始 函数 
所 属 的 空间 是 很 不 方便 的 ， 理 由 是 只 要 上 > 0, Up g L'R”). 
因此 ， 导 求 合 适 的 工作 空间 是 不 可 避免 的 ,为 此 ， 需 要 求 动 于 
Galilei 算 子 J) = r+ V RUS AH Schrodinger # U(t) z |B 
的 关系 ， 由 Sobolev RAH, A 


Hell, < Coal” ty, 


这 里 要 求 


O<é(r) <5, n=l, 
O<d(r} <1, n=2. 


上 n> 3, 


由 引 理 3.4, 容易 看 出 


hulle < CTE ffs POY Taaffe? (3.77) 


OH, Mu AM Jitu E C°(RL*), Wek I" 模 意 义 下 就 有 最 
优 的 衰减 估计 衰 dr) 这 就 诱 时 我 们 用 E= AFH) 来 代替 
空间 Ht. 

EM 3.1 HWIicCRMI-AR, EM 


YI(D= {u: u € CU, E), Hu, Vu, TE € L(I; LR") 
(ar) 是 任意 的 时 空 容许 对 } 


MER HO < 2 = (ro) = do < 1, 定义 


YL} ={u: ue CU, E), Bu, Vu, J(t)u € LYR; LR"), {q,r} 
是 满足 o < : 二 6(n) < 刀 任 意 的 时 空 容许 对 }. 


w, YH) 是 一 个 Frechét $0, YL) 是 一 个 Banach 空间 . 
与 此 同时 ,我 们 定义 与 YL) 的 相对 应 局 部 空间 是 Yh ol) = 
{wee Yi), YJ Cc 了. 直接 验证 ， 自 由 Schrödinger 方程 的 
R U (thio Æ YR) 中 生成 了 一 个 整体 流 ， 由 (3.77), ERT 
变量 具有 最 佳 的 衰减 合计 ， 

引 理 3.13 设 uor) E X, 则 Bftyao € YR} 

证 明 对 任意 的 容许 对 (qr), HS] BE 3.4 中 的 恒等式 (3.34) 
和 (3.35), 就 有 


人 seealz Ga 
[U (uo; ZAR; WER) < Cll. 
从 而 有 U(t)uo € Y? (R). 
引 理 3.13 使 我 们 确信 ， CPR A E BE KS E 
il. SR, 首当其冲 的 事 就 是 保证 非 线 性 Schrodinger 方程 Cauchy 
AED ER TEA. 注意 到 算 子 J 不 是 单纯 的 导数 ， 故 
在 建立 Cauchy 问题 整体 可 解 性 时 会 遇 到 一 些 困难 ,然而 , 幸 庆 
的 是 T(t) 作用 到 规范 不 变 函数 与 算 子 有 类 似 的 作用 方式 . 


引 理 3.14 设 f(u) EeE CliC,C) HW Æ (Ha), W 
Jit) flu) = 2f (u) J (tju — Az flu) s(t). (3.79) 


证 明 利用 引 理 3.4 及 条 件 {H2), 直接 验算 就 得 (3.79). 

定理 3.15 i (u) 满足 条 件 (Hi)，(Hz), (Ha), uo € X, WHE 
线性 Schrödinger 方程 方程 的 Cauchy 问题 (3.1),(3.2) 在 ¥5.(R) 中 
整体 适 定 . 进而 ue CR, E) 且 满 足 能 量 守 恒等式 (2.15),(2.16). 

证 明 定理 3.15 的 证 明 本 质 上 就 是 定理 1.4 及 定理 2.6 的 
扩张 事实 上 ， 在 定理 1.4 PRT Vu, u ist, WA Ju 
的 估计 ， 它 与 Vu 估计 是 完 全 类 和 似 的 ,这 由 引 理 3.14 作 保 证 . 
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至 于 整体 适 定性 ， 仅 需 证 明 J(t)w € XeoX), E Æ u © XL IR) 
与 广义 Gronwall 不 等 式 的 直接 结果 . 

下 面 的 波 算 子 存在 性 定理 是 Cazenave & Weissler 在 [CW2] 
让 首先 得 到 的 . REDRAW KATH RRA. 

命题 3.16 Bp > 1+ hnal, BR p > 3) flu) 
满足 条 件 (Hi), (Hz), W 

G) 对 任意 Wi E D, FET = Tiu) 使 得 积分 方程 (3.65) 有 
ME — fu € You), 这 里 了 = [了 T,90). Hit, vue YU) Au 7 
MAT LED EL, RHE) 上 连续 函数 . 


(ii) [Ut — wp; El 0 t>o. (3.80) 


证 明 ar RA A RR 3.8 的 直接 扩展 ， 这 里 需要 有 
J(tju 的 相应 的 估计 ， 由 引 理 3.14 可 见 它 本 质 上 与 Yu 的 估计 
是 完全 一 致 的 , 然而 ,对 非 线性 增长 阶 pi 要 求 可 以 放宽 . 我们 
仍 采用 部 分 压缩 映射 原理 来 进行 讨论 ， 由 时 空 佑 计 ， 我 们 有 


Ut Yh H < Chhrlls. (3.81) 


Bid R= Cils: Br Æ Yond PURANA Pb, REBAR 
的 球 . (i) gør FEH: 对 任意 uuu E Br, 有 


Gflu) E B(R/2), (3,82) 


sup HG flu} 一 Gf luz)}; Lif; E'(R"))|I 
O< dlr j<d(pat1) 


<a sup bu — ua LI L (R). 
2 o<d(r)<3(p2+1) (3.83) 


利用 (3.82) 、 时 空 估计 及 引 理 3.4, (3.8) 又 可 归纳 为 Flu), YF, 
Jff Jaa) 一 了 (wz) 在 LE L) 中 的 估计 ， 这 里 GA 是 任意 
满足 6(7) < dlp t1) 的 时 空 容许 对 . 注意 到 了 = 万 十 疡 ,利用 时 
Aa D AREA, gmit A A f, 在 估计 万 时 ， 
(g, T) 的 选取 依赖 于 jU = 1,2), 为 简单 起 见 ， 这 里 就 省 去 脚 标 
j. 类 似 于 (L17) 的 估计 ， 利 用 Holder 不 等 式 可 见 


TF LF LF YN < Vas LEE Es Ges LIE DP]. (3.84) 
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[J Fluh LF (CT; EY) < |) Fu; EE £7) || - POs LIC: L™)I|, (3.85) 


Flur) fluo); £7 (T; LYS fer uz; OU LS (es LEE, 
(3.86) 


这 里 0< = 6(r) < 6(p2 +1) H 
Z = é(r) $F), Z= 2- (6(r) + åF) (3.87) 
REH l < 0) + Co), 因此 
Fa) EH E™ < Cll; LAG LAR"), (3.88) 
这 里 


{ 07 D0) anti 3.89) 


(p — 1)? = 2 ~ (d(r) + A(F). 
X n> 3 Rt, WR ö(s)= 4, Bp s=2* = =2 EN RRER 


一 


(p 一 Di ) < 26{pe + 1) (3.90) 


Blay, AHM it (3.77) 及 H5lder 不 等 式 ， 就 有 
| (3.91) 


RE g= PS4(241)-1>0. 因此 , RET RAA, 就 能 确保 估计 
(3.82),(3.83) 成 立 , 从 而 i) 得 证 . 4n = 2H, 因为 五 : 一 LR”), 
2<3< oo, Alb, WR ds) 充分 接近 于 1, 类 似 于 n=3 HB 
形 ， 亦 有 相同 的 结果 . 当 n=1 时, 注意 到 0 < 5(s) < 3 此 时 
条 件 0>0 等 价 于 P> 3. 

(ii) 注意 到 


|U (t2)u(tz) — U (tı ulti); || = pi | U(t2 — 7) f(u(r))dr; Zi 
< |G F(u); Yo #1 (ltt2])| +0, tit > œ% 


就 得 (3.80). 
作为 定理 3.15, 命题 3.16 及 能 量 等 式 的 直接 结果 ， 我们 有 : 
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定理 3.17 设 ER (Ai), (H2) 和 (Hs), pt > 14+ 204 
t= L, p: > 3}, 则 

(i) 对 Yu+ € 5 积分 方程 (3.65) 存在 唯一 解 uE YO we (R) 
AY! ((R+). 进而 u e YL(R) OY' (R+) 且 满 足 (3.80) 及 能 量 守 
恒等式 (3.72)， 

Gj) HATO, EL EREDA REZAT. 

Gi) 负 方 向 的 波 算 子 8_ 也 有 GLi 的 结果 . 

KAT DE H- 散射 性 结果 ， 我 们 亦 有 

推论 3.18 设 pz > 1+ zta Jiu) 满足 (hH) ( 当 n=1 
时 ， Pi > 3}, 则 有 

G) 存在 z > 0, SER u, eT He lule <e, WE (3.65) - 
及 (3.64) AME—fR uc Ypy (R) m u e YR) 且 连 续 依 赖 于 
uy Eu. 

Gi) RAF 及 其 道 算 子 m 在 工 中 0 的 某 个 邻 域 上 是 
良 定 的 且 是 局 部 同 肛 映 射 ， 进而 ,对 于 对 小 初 值 问题 ， 淅 近 完 
REEE PRZ. 

注 记 3.11 在 定理 3.2 p, REPAR R ER ASA 
f(u) = Alul tu (A> 0), YN) <p<a(n) A, Y. Tsutsumi 在 
[Tsl] 中 建立 了 非 线 性 Schrodinger 方程 解 的 散射 性 理论 . 显然 ， 
flu) 满足 规范 不 变 条 件 (H2). 问题 : 当 fu) 不 满足 (H2) 时 ， 大 
PA ROR HER BARI. 然而， 对 小 初 值 问题 散射 性 理论 是 
成 立 的 ， 对 形 如 


Zoll) = {usu € XLU (1 + ND) uy. € LW), 
0 <8(r) <8 <1} (3.92) 


来 求解 签 值 问题 (3.65), 这 里 要 求 pi5(pi +1) > 1, FSH r 
np — (n+2}p, -2> 0. (3.93) 
换言之 ， 当 pi >on) 时 ， 小 解 的 散射 性 定理 成 立 ， 见 [83] 或 
[GV1]. 
注 记 3.12 在 定理 3.17 中 ， 当 n=1 时 ， p >33. 4n=2 
时 ， pi > 2, 此 均 是 p> 1+ 的 最 和 佳 结果 , B5 n> 3 时 ， 
pl > l+- SRE R p> 1+2 MAER. [GOV] 通过 
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n=3W, 已 达到 最 佳 结 果 p > 1+2. 基本 思想 如 下 :从 命题 3.16 
的 证 明 可 以 看 而， 降低 指标 的 关键 在 于 估计 fu DSU, LR”) 
的 改进 . 如 果 luh FRED RMB, ABH k ME kd(s) > 1, 
就 有 


p>l+ (3.94) 


(n + 28(s)} 
B&R, Ré(s)=-1 就 得 Y'( 了 ) 情形 下 的 界 pi > 1+ oy, 这 正 是 
舍 计 式 (3.77) 所 容许 的 . 假如 我 们 能 取 六 8) = 3 或 接近 3, 则 
(3.94) 正好 是 我 们 期 望 最 佳 值 pi > L+ 换言之 , Hs ow 
充分 接近 oo 时 ， 就 能 实现 这 一 目的 . 由 引 理 3.4 及 Sobolev mR 
入 定理 ， 容 易 看 出 


Tt 
lel < Clete? |] | FE) eal], 0 < d{s) < z (3.95) 


如 果 JIC) Pu e LOI, 2), p= 2 BR p JER %, 则 (3.98) 本 质 
上 就 诱导 出 空间 


SP = HIN FH), i<p< (3.96) 


¥°(T} = {u; we CUE), u, |V Pu JOu © LAC, L}, 
(gq,7) 蚌 任意 的 容许 对 }. (3.97) 
对 于 任意 的 ule) e De, HE Ye) ER AB Be (3.65). 2M 
AAR Vf MH f) 在 L(I, 27(R")) PM it, wa 
X fliu) ecr. MR 
IF = OÇul), fuj > 0, 

则 必须 要 求 p 三 pi. 容易 看 出 : 

(G) 4n=3M, 1+2=$> 5 = 5, dbi, p= 5p > 3, 
上 面 讨论 的 诸 条 件 均 满足 . 

(Gi) Yn>ant, 142<2. 结合 前 面 讨论 ， 需 要 pi 一 1> 
max(p— 1, aie) 妈 pi > poln), poln) 是 如 下 方程 


(p - L(n+2p)=4 (3.98) 
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的 解 ， 于 是 ， 


l, 4 5 


2 
1 1+ —— = 
ta n © Paln) < ta aaa) +33 


4 
1 二 一 一 一 2< 二 . 
b+ A ars 5 


因此 ， 在 研究 波 算 子 存在 时 ，p 和 pi 的 总 有 用 的 范围 是 


1< p< min(pi, 2). (3.99) 
(Hi) # fe c'(c,c), f(0) = f'(0) =0.1<p<14+ 45, X 
任意 a,2¢€6¢C RA 
J f |z1 = zat, p x 2, 
Wf 21) — falls cf Ia — za|maxceral2?-2, p> 2 (3.100) 


我 们 可 按 如 下 步骤 案 进 行 讨 论 : 

(a) 对 Yuo € EP, < p < min{p,2), 建立 非 线 性 Schrodinger 方 
EE Yi 及) 中 的 整体 适 定 性 . 

(b) 对 Yugo E Er < p < min(p,2), p—1> rt fe Y°(T, œ) 
中 求解 终 值 问题 (3.65). 

(c) FA la),(b) 就 推 得 小 初 值 情 形 解 的 整体 存在 性 及 答 射 性 
理论 成 立 . i 

(d) 在 条 件 (Hi), (He), (Hs) RAF, WE 1 <p < min(p, 2}, 
p-1>ab RAF EL PRE. 

详细 证 明 见 (GOV). 但 是 , Sete < p< pin) i, wA 
子 的 存在 性 仍 是 一 个 公开 问题 . 作为 本 节 的 结束 ， RERE 
SREERR TETERE WEEE. H Ay m A itie H, 
pi S1+2h, 5R Zt e 的 线性 Schrödinger 方程 


1 
tu, = -a 人 A + Alx|~7u, ysl (3.101) 


的 波 算 子 是 不 存在 的 . 但 是 ， 对 于 (3.101) 而 言 ， 存 在 修正 波 
算 子 .一 个 自然 的 想法 有 是， 对 于 非 线 性 Schrödinger 方程 ， 当 
plE1I+ 关 时 ， 是 天 存在 烽 正 波 算 子 ?” AMAR, BNL 


GOo6 - 


E f(uy=AulPlup=l+in<3 HRB, RE-MORE, 
可 见 Hayashi 最 近 的 工作 {HN1] 和 [HN2]. 

眉 正 波 算 子 菇 本 思想 构造 非 线 性 Schrödinger 方程 的 解 
u(t) 使 得 它 渐 近 趋向 于 其 个 给 定 的 渐 近 动力 系 vft) (这 里 不 再 
假设 是 自由 Schrodinger 方程 对 应 的 自由 动力 系统 }， 回 到 原始 
Wig, + ta > ov, (3.63) 就 是 


ult) = v(t) tif VE- HIU) = FO) 


~ {GOL SA)o(r) — flo(r))}ar. (3.102) 


4 p=1+2 Rt, BR flu 在 上 = oo 处 没有 足够 的 衰减 率 . 如 果 
u(t) 是 非 线 性 Schrodinger 方程 (3.1) Bb APF RY AT Ur as HF HY ad aE, 

我 们 可 以 期 望 fo — flv) EE fle) BS A TR] Be a, HR 
(3.102) “PAR op Ab a A. 真正 好 的 渐 近 动力 系 ult} De LE AP aw R 


F(t) = (+ sult) — f(uft)) (3.103) 


ELZEAR. WK, AO 表示 v(t) 不 满足 非 线 
性 Schrodinger 方程 的 程度 ,对 给 定 动力 系统 v(t),(3.102) 就 可 转 
LA w= uo H E 


w(t) = wi te U-I tolr) — fo(r))}dr, (3.104) 


其 中 x 
wnt) = —i / Ut —r)flrjdr. (3.105) 


这 样 ， 我 们 需要 着 手 解决 下 面 两 个 问题 
(a) 求解 积分 方程 (3.104). i 
(b) 构造 渐 近 动力 系统 v(t) 以 使 得 lt) 关于 上 具有 好 的 误 
减 估计 . 
为 求解 (3.104), 首先 需要 建立 其 局 部 存在 性 ， 即 当 了 充分 
大 时 ， 方 程 (3.104) 可 解 . 进而 ， 利 用 有 限时 刻 的 Cauchy 问题 
的 整体 可 解 性 ， 将 终 值 问题 (3.104) 扩充 到 整个 民 上 .可 以 想 


- 607 - 


R, 着 vt 和 了 关于 + 在 oc 处 具有 合适 的 衰减 性 ， 这 是 容易 做 到 
的 ， 下 面 来 掏 选 合适 的 v(t), 以 使 得 ov 和 了 满足 所 需 条 件 . 
记 98>0, (q,r) 是 任意 的 时 空 容 许 对 ， 了 = [了 ,oo0),T>0. 定 
x 
ZaD = {ww ECU, L? Nn L927), FH HE 


le; Zo DN = sup t°(||o(4)l2 + Iw; £° (ft, 00); LN < oo}. 
tel (3.106) 


容易 看 出 ， X-I) C Ze.r(D). l 
fF Ri 3.19 设 fh) = Auau, v(t) € Ci, 00); £7) 门 工 cef[1， 
00}; L) WE 


lello < Coot 7, t21, Co 充分 小 . (3.107) 


到 
Fa < CeO) ag > = t> 1. (3.108) 
则 对 任意 <6 < Oy, HAR (3.104) 存在 唯一 解 w(t) € Zell, 00). 

证 明 É Želi oo) 中 借助 于 不 动 点 定理 建立 局 部 适 定性 . 
进 厕 ， 利 用 Lo 整体 适 定 理 即 得 命题 3.19. 

注 记 3.13 在 命题 3.19 +, AC. 是 不 依赖 于 r,8 的 充分 
小 的 正 数 . M w 也 是 不 依赖 于 7,9, 即 对 任意 满足 全 <686< 辣 的 
9 及 尾 意 的 时 空 容许 对 or, RA we Ze 男 一 方面 , 命题 3.19 
对 空间 维 数 没有 和 任何 要 求 . 我 们 在 讨论 非 线 性 Schrodinger 方程 
的 修正 波 算 子 时 ， 要 求 n<3, 主 要 原因 是 在 ft Maa, E 
SK Ay <1. 

现在 来 构造 渐 近 动力 系 v(t) 考虑 线性 Schrodinger 方程 


itu = -Au +Vu, V=V{t,2). (3.109) 


#2 jd U(t, s) E Ay EERIE Schrodinger 方程 派生 的 线性 发 展 系 ， 
它 目 然 满 足 
{ id,U(t, 8) = (44 — V (t, x) Ut, s), 
ið U{t, s) = -U (t, sA — V(s, 2)). 
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由 Cook 方法 S 方法 ,方程 (3.108) 在 了 2 意义 下 的 收 正 波 算 子 
FESH" 


INU (0, U (thu, = U(0,t)}Ga, + ;人 一 VE (3.110) 


BU (RL), 这 里 ui E Pht oto NHRD, Umit) 
是 (3.109) AI— PEI EAD RK. 一 般 来 讲 ， 取 
Umit} = U(t) = expli S(t, -7V)], (3.111) 


这 里 S(t,t) 是 待定 的 实 值 沙 数 ,我们 称 之 为 修正 相 函 数 . 容易 
看 出 ， 修 正 相 函数 和 修正 渐 近 动力 条 可 以 相互 确定 ， 现 取 


w(t) = Uiltje, = U(t) expliS (t, —iV jus. (3.112) 


注意 到 引 理 34 R Ut) = MDFM, 容易 验证 


(Sum = UM7}(-i¥), (3.113) 
-iV MUT! = MU), (3.114) 


直接 计算 
(ið, + “A ~ V(t, 2))U; (tus, = (S(t, 27) — V(t, 1U (ty, 


— UBS iV) — M7! V(t, -itV)M) exp[-iS uy. 
(3.116) 


由 (3.110) FEM, RE 


(AS, iV) — MIV {E _it)M) exp[—iSju, E€ L'(R*; £*(R”)) 
(3.117) 


REGGE ROPE DP 中 存在 , 由 于 Mito. 自然 ， 
定义 由 正 相 函 数 满足 


a S(t,€) = V(t, tE). (3.118) 
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由 于 MoS MM 元 法 直接 抵消 ， 无 法 直接 看 出 3.117) RBM 
E. 因此 引入 与 vlt) 等 价 的 渐 近 动力 系 


valt) = Ua(tju = U(t M (t)! exp[—is(t, -7V)Ju4. (3.119) 
利用 (3.113)~(3.115), 直接 验算 
(ið, + 5A = VUa(t)u, =U(){M—(A,S(t, iV) — V(t, —itV)) 
+ id,A4—'} exp[—iS(t, —iV jus. 
(3.120) 
#5 BE HE HA 
[(a, S(t, -7V) — Vit, ~it V jug || EL (RT), (3.121) 


[MT exp[-iS]u, lle = sti” exp —iS]u4 lz € L (RT)), 
(3.122) 
就 推 得 (3.110) 成 立 . 易 见 , 若 取 S(t, E) 满足 (3-118), (3.121) 显然 
成 立 . 由 Cooks Wek, 修正 波 算 子 的 存在 性 就 归 为 证 其 (3.122). 
如 果 将 olt) = ltu 改变 节 与 方法 ， 有 


v(t) =U (1) MT exp[—-iS(é, —iV Ju, = exp[—iS(t, IMDFuy 


x igi, 
=-(it) TË exp[-is(t, =) + 5 Jas (5). (3.123) 
特别 ， 我 们 看 到 
lvo(t, a} =t Ë = D(t) Ful 


不 依赖 于 修正 相 函 数 的 选取 HARR (3.123) 也 可 以 看 到 , 与 
uft), volt) Ot AE DD Bh A 


va{t) = exp|i8(é, DU (Hus, (3.124) 


Habe RRS eR RABE TÉRRA. v(t), 
valt), vst} 等 界 性 可 从 
ealt} — va(t}llo = KM) — Durlls — 9, (3.125) 
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直接 得 到 
hvatt) — vtl = MD — Dexp[—iS{t, -7V)]u,||2 -+ 0, (3.126) 


现在 回头 来 考虑 非 线 性 Schrodinger 方程 的 情形 . % flu) = 
g{\u|? ya, 此 时 gilu?) BT AR BR VG, ©) 作用 ， 
REAR u ATE HA FH v(t). 我 们 可 取 V(t, a) = giuit?) 
fe Al, v(t) BPAY vr, va BE s(t). RR MP ARR ie, 我 们 选 
R n RAS, EHR Vit,z) = gilet?) 可 以 具有 算出 . 
这 样 ， (3.110),(3.117) 或 (3.122) AA pee S A, 使 之 满 
足 命题 3.19 中 的 估计 (3.108). 直接 计算 (类 似 于 (1.120) 的 计算 ) 
ay JE, 


fie) = UOMA {8.5(6, V) — gloat, 0) + I 
x exp[—-iS(t, iV) ]u,.. (3.127) 
XLF (3.118), 我 们 选取 修正 相通 数 S 满足 
OS(t,€) = g{lva(t, tE). (3.128) 
特别 ， 对 于 f(u) = gile Pu = lul*w RA 
S(t,€) = A(nt|4, (>. (3.129) 


此 估计 对 于 呈 = 1;,2 已 经 满足 需要 . 然而 ， 对 于 ”= 3, 此 函数 
关于 变量 u 在 as+ =0 SMR, EA 


S(t,€) = Aimee"? + Oe) (3.130) 


RE, CM MMA RHA OG =1,2,3) Rm. 直接 
验算 ， 我 们 有 命题 319 所 需要 的 估计 . 

命题 3.20 Hon <2, u, € L?, wv E L?, S(t,x) 同 (3.129). 
则 有 

(i) vz WAL MR it (3.107) (coo = lêri) 县 对 生意 Bo < 1, ve 
满足 估计 (3.108). 
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(ii) 对 所 有 8 < 1 和 满足 0 < br) < 1 Ér, uv E 
Za rl{[l, œ), 7 = 1,2, 3). 

当 n=3 时 , up € D? H z'u € LR"), uy E LR”), m 

(iii) G2 满足 估计 (3.107) (coo = Ite lloc) 并 且 对 任意 8 < §, 
ite Wa AE fA tt (3.108). 

(iv) xt FE Ee < T Alffee ria o< d(r) < l, vj; — Uy, Uy Ùj, 
ŭi — ü; ARF Ze,((1,o0)), HP ij = 1,2,3. 

证 明 详 见 [GO] 和 [GOV]. 人 异 此 及 命题 3.19, 就 有 如 下 定理 

定理 3.21 Bon < 3, f(u) = Aul uu, © LR”) jeju, € 
LAIR”) JF A lds lloo 充分 小 . RH, An = 3 时， 还 需要 条 伞 
a, E D. RUA (3.1) 有 唯一 解 & © X(R") NA Moe(R) 且 对 任意 
r(O< dij <I) K 


满足 -ve Zelll. Rt Yn <2h, v=v;,7=1,2,3. 4 
nn 二 3 时 ， v= ù, j= 1,2,3. 

证 明 对 于 ws (m <2) BR oe (n= 3) AAR, AA L 整体 
适 定 性 理论 、 命题 3.19 及 命题 3.20, 直接 推 得 结论 成 立 . 进而 ， 
注意 到 v iĉ 与 vj 和,(7 = 1,3) 的 等 价 性 及 唯一 性 结果 ， 就 得 
upaj = 1,3 和 5;,7 = 1,3 的 相应 的 结果 ， FR], Sr a3, 
Jo 二 > 二 ,恰好 满足 命题 3.19 的 条 和 忻 ， 当 n>4 了 时 ， 结果 
尚 更 复杂 的 讨论 . _ 

实际 上 上， 定理 3.21 就 定 尺 了 修正 波 算 子 Qp: u4 > u(0). 与 
RAT REE, PWS ERR. 为 更 好 地 描述 这 
oR BUDS] AE EL ECT 8 PAD SR EA SR 
、 >0 1 


Y(R) = {up TUL € Ex? uy € L?, Au, E L?, | loo < R}. 


若 记 ult uo 是 非 线性 Schrödinger 方程 (3.1) AEH t A 
ul0,wo) = uo 的 解 ， 则 有 如 下 缠 结 性 质 : 

定理 3.22 hn <3, f(u) =|ultu, RoE WE 3.19 中 cc 
. 充分 小 的 条 件 . 则 对 任意 u CY(R) 和 和 任意 的 5, teRA 


ut a Nu+) = u(t, 2,0 (syu) (3.131) 
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证 明 直接 利用 命题 3.21 中 的 唯一 性 结果 和 命题 320 中 的 
一 些 估 计 ， 就 得 之 . 详 见 [GO] 或 [Mis]. 

tid 3.14 (i) 这 里 建 并 的 收 正 波 算 子 的 存在 性 在 荣 种 意 
立 下 是 在 小 初 值 意义 下 建 并 的 , 与 前 面 波 算 子 存在 结果 有 质 的 
人 不同， 与 此 同时 ， 当 n>4 时 ,仍然 是 公开 问题 . 

Gi) 4l<p<1+2h, Hayashi 等 最 近 建 立 修 正 波 算 子 的 
存在 性 ， 见 [EN1] 和 [HN2]. 


511.4 其 它 非 线性 色散 波 方程 与 其 它 非 线 性 发 展 方程 


前 面 对 一 类 典型 的 色散 波 方 程 一 非 线性 Schrodinger 方程 
的 Cauchy 问题 及 散射 性 理论 进行 了 深入 的 讨论 , 不 难看 出 ,时 
空 千 计 起 着 决定 的 作用 ， 其 它 色 散 波 方程 的 研究 与 Schradinger 
方程 的 研究 是 类 似 的， 借助 于 第 十 章 建 并 的 诸 类 Strichartz 型 
Hemi. 可 以 建立 其 它 色散 波 方程 (组 ) 的 相应 结果 . 本 节 的 
目的 是 对 这 些 最 新 结果 予以 评论 , 以 供 从 事 这 一 领域 研 施 的 数 
SABA. Sta, BRAN SRE VA RM 
物 型 方程 、 N-S 方程 的 相应 结果 予以 评述 . 

首先 给 出 分 数 防 导数 的 Leibniz 法 则 、 链 锁 求 导 的 估计 ， 
这 些 居 计 完 全 基于 Hardy-Littlewood $E K PAM fhit A Paley- 
Littlewood 的 二 进 制 分 解 理论 等 调和 分 析 的 基本 技术 ,证 明 详 


M, [KPV3]. 
命题 4.1 设 ae (0,1), p, q, P1, P2,42 = (1, œ), qn € (1, co] 满 
是 
1 1 1 1 1 I 
- = — + —, — = — + —,. (4.1) 
pP Pi Da q qz G2 
TI] 
IDFA eze $ CIE Hee ralD filez: (4-2) 


这 里 LIELS = L”(R; L9[0,T)), LEL2 = £4((0,7); L*(R)), 
D* f(a,t) = Ca f exp(in€)|€ “FE, Dae. 
命题 4.2 设 l1<p<o,r>1,he mi(R), 则 


DEFA < CIE Pll D) A Rh?) (4-3) 
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这 里 A 是 Hardy-Littlewood A A $k. 
命题 4.3 a € (0,1),q1, ae € [0, a}, a1 tae = oa, p, pi, Po, 
q, 01, 92 € (1,00) 且 满 足 (4.1), 则 


[Pe fa) — SDr Da fler, < CIDE File: ret ID= gl es z3. 
(4.4) 
进而 , 4a =O, LAA g = oo, 
命题 4.4% a@eé (0,1), 1,09 € [0, a], E cl 二 aa =a. 设 
P,P1,P2.9,91;92 © (1,00) 满足 


1 1 1 
一 = — —, 1 = — 十 一 
P P Pa 91 2 
则 
IDi(f9)— fDE9— gDzfllrers S CIDE fliers eu lD glie r. 
(4.5) 
命题 4.5 BO<a<1li<p<o, M 

PP (fg) — f Dg — gD flle < Cllgilec||D* Flip. (4.6) 


命题 4.6 # a € (0,1),01,02 € [0,0] H œi +22 =a. 设 
Pi. P2, 92,92 E (1,00) W AE 


1 1 1 1 1 
1 = 一 十 一 ， 二 一 . 
n Po 2 Q H 


pil 
|D2(F9) — fD%g — gDe frir < CDS flra pa lD gleza. 


(4.7) 
一 般 KdV 型 方程 
现在 着 手 讨论 一 些 重要 的 色 襄 波动 方程 {组 ) 的 Cauchy 问 
题 及 散射 性 理论 首先 考虑 一 般 KdV 型 方程 


ou 
Oe kee + 
{as + G0, t,2e€R, kez, (4.8) 


ufe, 0) = ugle). 
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显然 ， 当 上 = 1 时， (4.8) 对 应 着 经 典 的 KdV BH, CRG 
述 长 波 传 播 的 经 典 模型 ， 当 m=2 时 ， (48) 就 对 应 着 修正 的 
KdV 型 方程 ， 利用 第 十 章 建 立 的 色散 波动 方程 的 时 空 估计 ， 容 
易 建 立 如 下 结 订 ， 

定理 4.7 Hk = 1,8 > Ë, 对 任意 ulr) € HR), 存在 
T = [ao 2} > OC E 4 A Q, T(p) — oa} 利 [ra] 十 (4.8) 的 唯 
一 强 解 u(t) 满足 


u € C(-T, T]; H"(R)), (4.9) 
nu € L-T, Th LOR) (4.10) 
Ou 
Dr ay lagi, < oo， (4.11) 
lelles nz < co. (4.12) 


不 仅 如 此 , WERT € (0, T), 存在 wlz) 的 一 个 邻 域 C HR) 
使 得 映射 mi zfz) — aA FEMA V Fil oy (4.8)~(4.12) 所 确定 的 函数 
类 CFT’ ERE T) 的 映射 是 Lip 连续 的 .进而 , 若 uofz) e HOR), 
s > s, 则 将 上 面 结 果 中 的 s R a, DRE DT, T] HFE. 

推论 4.8 如 果 s > 1 则 对 任意 的 了 > 0, 定理 4.7 的 
结果 可 以 扩张 到 任意 的 时 间 区 间 [-T,T] 上 ， 进 而 还 有 uE 
Lf 有; HR)), 此 处 [s] 表示 s 的 最 大 整数 部 分 . 

注 记 4.1 车 s> 1, 由 经 典 KdV 方程 的 含 一 阶 偏 导 数 的 守 
恒 律 及 Sobolev RA E H A HA 


[feed] gr <C<oo, HEE (4.13) 


从 而 推 知 A 解 是 整体 解 . 由 定理 47 中 的 正则 性 ， 对 任意 
wo € H* {s > 1). 对 任意 T< oo RAL EW FEMME — BR u(t) 满 
是 (4.9)~ (4.12]. 进而 ， 由 于 经 典 KdV 方程 含 [d 阶 导 数 的 穿 便 
量 可 以 推出 ullpm < C< oo, AME ue LR; HPR), # 
用 定理 4.7 的 正则 性 ， 推 论 48 得 证 . | 

注 记 4.2 关于 定理 4.7 中 正则 性 部 分 证 明 . Buc HC 
吾 *， 由 定理 4.7 的 存在 性 结果 ， 记 us 是 在 H 框架 下 得 到 的 
fA, us E€ C(-T o Teh H (R) uy 是 在 H* 框架 下 得 到 的 解 ， 
us €C(-Ty, Ty]; 日” (R). 采用 反 证 法 : # To < TT 则 应 有 


us( Tes) < 00, us (Taj || peat = OC. (4.14) 
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& pe Ht, Wh KdV FEE [s +1] Mt PRE RR Sobolev 
BA ce BE, FE up 满足 


fps rl grt <C< oo, YER. (4,15) 


自然 ， 对 于 ee Hit, (4.8) 在 A HES TFR E üs, 则 


läs Ola < unla < 00, VEER. (4.16) 


另 一 方面 ， 由 连续 依赖 性 定理 及 Wel MT We ARR, 
DAH, FE d> 0, RS lele) — wole)\|p- < 6, BA lust} — 
utlar <1, RBS, 


jusl pear < Piste + LS IF rl E 00. 


此 与 (4.14) FE. 
注 记 4.3 利用 定理 AT RASA BAKSHI, TR uh, 
De(u. MH) © LUR x [-T, T), 此 意味 着 ut) 2B-P 3 A. 
定理 4.7 的 证 明 无 妨 假设 se (3,1), 容易 看 出 ， 下 面 的 


Hi KTRAMSAHABUREN BAH, RAs 1 了 时， 
TH OY AY Si FE HES. 记 殉 (bao = Sp * uo BA KdV 方程 


au 
ty t+ aay = 0, WW0)= vole) 
H KES) 是 振荡 积分 
Sia) =C f ~ exp(ixt + it£”)dE. (4.17) 


HTF wR x [-T,T] > R, 定义 模 数 


AZ) = max, [rsa (4.18) 
Az (w) = IS = Ng L=» (4.19) 
A3 (w) = 1P35 Seller : {4.20) 


- 616 - 


_ 3 
Ag (w) = (1+T) lrarw, p> T (4.21) 


+ 


Phy) = 了 fu 
AY Cw) = Ia, Az (w), (4.22) 


构造 工作 空间 Xr 如 下 


Xp = {w € C([-T,T]; H°(R)); AT( < 00}. (4.23) 
由 第 十 章 推 论 1.18 和 推论 2.12, ABS 
AT(W(t)a) < Clluol|s.s, (4.24) 


这 里 小 ls 表示 Hs 中 的 范 数 ，C 不 依赖 于 也 
现 对 vo € A*(R), 定义 映射 更 :下 = Ov) = ®.,(v) 是 如 下 问 


a Bu Ə a | 
下 u v oe 
ae! Bet + va, =0, ufx,0) = uo{x) (4.25) 
的 解 ， 这 里 
v E€ XT = {w E€ Xr: Aw) < a}. (4.26) 


于 是 ,定理 4.7 就 归纳 为 : HET = F(|feolls2) > 0 Ra = 
a(lluol|s2) > 0, 4ve X4 af, u=O(v) 是 X? DASH RR 
AY. AUG, eB iM (4.25) 等 价 的 积分 方程 


t ov 
u(t) = W(é)ug(z) -f Wit — 7 uz )dr. (4.27) 
我 们 断言 
a, Ov v pi AT NY 
[ose r vo ranz SCU+T)P(A* {v))?. (4.28) 
事实 上 ， 容 易 看 出 
av {E [7 2]? 
vs, tas = (a ‘On dode) 
T 


f dv 
< 
-T 


ðr 
< CT Auw) < O+ TPTY., 


了 
dt)? sup |lvlls,2 
(0,77 


ot 


(4.29) 
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由 命题 4.3 A 4 OR Sa, AT Ab 
Ou 
CESS 


< 


ou 


Ox 


Dy 


2 
L? Le 


2 3 T D Ay > 2 
ipva) +C (/ f Dizz doit) 
20 -T v -0m 


Di or) 
Y 一 -一 
eS Ox 


ov 
ER 


<CT4 


sup || Davllz + lvllrz rz, 


OCTET (AT) + CU + TYPNM (WN3 (v) 
<C + TY (Al (w). (4.30) 


Le £3, 


故 断 言 (4.28) Ra. AARAA R, 容易 看 出 


2 [ W(t C— nal. Tar 


slip 


< Cllgllr 22, ` 
[-T,T] 2 


[25 f we- nonar 


< Cllallzirs. 
LL 
T 


Tet 
及 推论 1.18, 推论 2.12 就 得 
， T @ 1 
AT) < Chola + TH ol a) 
< Cl ualle2 + CT? + TATO. (4.31) 
因此 ， 选 取 a = 2Clluollsz RT HA 
4CT2(14+T)’a <1. (4.32) 
ETF, RA u = Oly) 是 X# 到 自身 的 映射 ， 同 理 ， 
AT ((v) BE) < CTET AT (w) FAT (DA (wë) (4-33) 
Am (Puo (v) 一 Pio (v)) = Ciluo 一 toll s.2 + CT} (1 + Ty yr ATi (v ~ ë) 
x {AB (u) + Anh (4.34) 
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xA T € (0,7). Alt,  (4.31),(4.33) W4, FÉ — ue XG, 
MÆ Palu) =u, 即 


u(t) = W(t)uo — f WE- ud) dr (435) 


进而 ， 由 (4.32) 和 (4.34) 及 a 的 选取 推 知 ; 对 任意 T E (6,7), 
BRAN dig d REV BI) XY 上 的 Lip 连续 映射， Blt, we 是 
(4.35) 的 强 解 . 自然 ， 在 分 布 意 头 下 满足 方程 (4.8). 注意 到 解 4 
在 Xzr， 上 的 唯一 性 ， 可 推 得 解 在 Xr 亦 是 唯一 的 . 事实 上 ， 设 
w E€ Xn, Ty € (0,7) (4.8) 的 强 解 (k = 1). MEE To € (0,7) 
使 得 we XZ, 因此 (4.32) 意味 着 
weu, (2,t)¢€ Rx [-T2, nh] 

SALA EER, Ha EG u © XT 是 唯一 解 . 

KAF k= 1M, WER > 2, ATAR, HEH M 
[KPV3I. 

定理 48 Hk = 2,s > $ WS wolx) e Hs, FET = 
T(||D2 uoll2) > 0( 满 足 T(e) > 00, 当 p > 0) 和 问题 (4.8) 的 唯一 
解 ult) 满足 


u(t) € C(|-T, 到 互相) (4.36) 
一 一 4.37 
ae" 2028 < 00, (4.37) 
||D3 ull p24 < 00, (4.38) 
lella rs < oo， (4.39) 

[ps liga < ©. (4.40) 


dit, WT € 0,7), 存在 wo € HR) H-PRRV 使 得 映射 
m: üo > u(t) 是 从 六 到 由 (4.36)~(4.40) 1 EY RAAK (将 T $ 
È T) 的 Lip 映射 - 

定理 49 Hs >. 则 对 任意 的 了 > 0, PH 418 AKA 
扩张 到 任意 的 时 间 区 间 [-T,T] E, 进而 还 有 we LR; HPR). 
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定理 4.10 Hk = 3,5 > 让 ,对 任意 wo E A(R), 存在 
T = T(jluoll a2) > OGRA T(e) — 00, 24 p -— 0) MIR (4.8) 的 
唯一 的 强 解 ult) 满足 


u(t} e C([-T, Th H (R), (4.41) 
lull, i + hel ge < (4.42) 
Doula 2 + eit ap [从 {4.43) 
1D: epr + lilis < oo (4.44) 


Hm, WHET ¢ 0,7), FE w € HR) 的 一 个 邻 域 WW 使 得 
PRI me: tig — a(t) BSA V BY (4.41)~(4.44) Bo oe BY eo BR 
Cl T 代替 T) 的 Lip Se Be gi. 

推论 4.11 WẸ osl, WHER T > 0, EE 2.6 的 解 可 以 
扩张 到 任意 的 时 间 区 间 T, T) 上 . A#m, ue L°(R; HR). 

从 工 面 的 铺 果 可 以 看 出 ,在 大 = 1,2,3 的 情形 下 ， 我 们 得 
到 问题 (2.8) 在 HRs > 1) 上 的 整体 适 定 性 ， 然 而 ， 当 =4 
或 大 > 4 时 ,问题 (4.3) 的 整体 适 定性 与 Blow-up 结果 是 不 知道 
的 ， 另 一 方面 ， 当 类 = 二 是 方程 (4.8) 的 孤立 子 解 稳定 与 不 稳定 
的 临界 指标 COL [KPV3)), RRM k = 4 eR KdV 方程 的 
临界 指标 ， 当 然 ， 关 于 上 不 之 4 的 情形 除了 局 部 适 定 性 和 外， 还 有 
如 下 小 初 值 解 的 整体 适 定 性 结果 . 

定理 4.12 Bk> ds, = (k—4)/2k. FE ór > 0, 使 得 对 任 
意 ulr) € A*(R), 只 要 1 Dteuolle < dy, 问题 (4.8) 就 存在 的 唯 
一 整体 强 解 满足 


u © C(R; H* (R}) A L” (R; H**(R)). (4.45) 
a 
ID 全 二 rz < 00, (4.46) 
Og “2 T 
Dz ules < 00, (4.47) 
t-A pes 
|e Di; wil pek Lik < OO, (4.48) 
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ee PS te eS ag: MEM, BRA ms ao > u(t) 是 
从 {uo(z) € H“ (R); [Dit uol < ô} 到 由 (4.45)~(4.48) 所 确定 的 
MOK ERI Lip 连续 映射 | 
推论 4.13 is > sx = (k — 4)/2k, uga) € H*(R) H 
De uolls < fale 同 定理 412)， 则 定理 4.12 得 到 的 解 u(t) 还 
满足 
u E€ CR; FIR)N LR; A(R), HA Dlip < oo 
{4.49) 
TXA BO 方程 
Hr, KEN AN BO 方程 的 Cauchy 问题 
{ a ~38,D,u+u*d,u=0, t.ceR, kert, 
ulg, 0) = ugle), 


ix D, = (-82)2. 4k=11N, (4.50) 就 是 经 典 的 Benjamin-One 
ae 利用 人 经典 的 Strichartz 型 时 空 估 计 , 容易 建立 如 下 经 上 典 的 


=| 


(4.50) 


eye 4.14 (i) # s= 0 BL u(x) € He(R). WX k =1 或 
2, 问题 (4.30) EB ae u(t) 满足 
ult) € L°(R; H*(R)AC.(R; HR) OLER; Het? (R)). (4.51) 
(ii) 设 uols) € HHR}, R= 1. M) (4.50) 存在 一 个 整体 弱 解 
u(t) 满足 
u(t) € C,(R; 2(R)) MN L™ (R; HAR)) n LER; HER). (4.52) 
(iii) 设 wo(z) © H2(R), k= 1. Ml (4.50) 存在 一 个 整体 强 解 u 
满足 


ult) € Os(R;: H?(R))NL2.(R; HLAR)N Le.(R; WY "Ra 
4,53 
BET, At uo 3 ult) ÆA HFR) 到 三 的 连续 映射 . 
(iv) 设 s > 3, uoz) € A(R). WSR k e 2, 存在 
T = T (|juol]s,2; 5) > 0 和 问题 (4.50) 的 唯一 的 强 解 u(t) 满足 


u(t) € CU-T, T] HINLE IT, TY HEt (R) =Y. (4.54) 
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进而 ， 对 给 定 的 mr € (0,7), 存在 wo € H? 邻 域 Vas C HR”) 使 
得 映射 : m Šo 3 GG) 是 从 Vao 到 Yr 的 连续 映射 ， 特别， 当 
上 二 1 时 ， 此 可 扩张 到 任意 的 时 间 区 间 . 这 里 Cw(R,B) 表示 定 
LER L, WHE 妃 上 的 弱 抽 象 连续 函数 空间 ， CR, B) = 
C(R, B) C L™(R, B). 

证 明 可 参见 [KPV4] 及 [Io]. 利用 线性 色散 波 方 程 


证 — Deu =0, u(2,0) = tols), (4.55) 
解 u(t) = V (tju = Sı * ug, (Sele) = Cf eS ae) 的 局 部 


SOF BU TEPER eit, A So NG EG 
定理 4.15 (i) RK > 2,s 满足 


s21, k>2, 
s>2, k=3, (4.56) 
s> 3, k > 4. 


则 在 在 5 = blk > 0, 对 任意 的 wo © ACR), Huolla < 6, 存在 
T = T(laolls2.4) > 0 GRE T(p,k) > 00, p 3 0) 和 问题 (4.50) 的 
唯一 强 解 u(t) E C([-T, T); H (R”)) 满足 

sup DEH ye 278 <0, J = min(k, 4). (4.57) 

d<e<1 z T 

(ii) mÆ uo € H” (R), s >s. WW EEA s 代替 s, 在 相 
司 的 时 间 区 间 上 仍然 成 江 ， 

(iit) MT’ e (0,7), 存在 wo © HE) ARV, 使 得 有 映射 
m: oilt) 是 从 Va 到 Xi ， 的 Lip 连续 映射 ， 这 里 


Xp; = {w [-T, T] x R > C{[-T, T]; H (R) W Æ 
sup ||w(t)j/s,2 < oo, sup DEEN? PEIS p2/0 < ooh}. 
-T,T] 0<8S1 " {4.58) 


推论 4.16 i£ k4, s21, u € H°(R), 则 定理 4.15 所 得 的 
解 可 扩张 到 (—oo, 00), HMA ue lR A(R) 县 满足 


f ac ao < o, (4.59) 
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sup DST eal arae pare < OO, (4.60) 
o<@<1 = 


详细 证 明 可 见 [KPV4]. 
KdV 方程 、 BO 方程 等 色散 波 方程 的 散射 性 . 
考虑 如 下 广义 的 色散 波 方程 的 Cauchy 问题 


[uta u`) + 8,(—82)%u = 0, rte R, (4.61) 


u(x,0) = p(z), 


MH AEG Z+, AS 2,c€R, a> i Ha, 当 Ava) = (2,1) 时 ， 就 
是 经 典 KdV 方程 . 4 (Aa) = (3,1) 时 ， 就 是 mKdV WE. 
Aa = (2,4) 时 ， 它 恰好 是 Be 方程 ， 这 三 个 特殊 方程 有 无 穷 
多 个 守恒 律 . 但 对 于 一 般 to ME, FARM, Ai, (4-61) 
起 码 有 如 于 三 个 守恒 积分 


B (ult) = [ ude = Iy(uo(x)), (4.62) 
b(t) = f de = atuolo)) (4.63) 
l NR 
Tz = oxen feet fiona dr = I(t). (4.64) 


引 理 4.17 1 s > 3, WHER wle) € H3(R). WHET = 
T(Ieollea,A,0) > 0 及 问题 (4.61) AYE — AR ult) E C-FT, T]; H°). 
进而 ， 对 Vt € [0,T] 有 估计 


lliz < Clleolls.z ptcf Dewlr)Moollu(r Moc dr} (4.65) 
容易 看 出 ， 问 题 (4.61) 是 否 有 整体 解 ， 关 健 是 证 明 : 对 


Vt > 0,(4.65) 中 的 积分 项 是 有 界 的 . 例如 , 4o> sit, 由 五 和 
Sobolev 插值 不 等 式 


| 1 F A 一 1 
AFL <- (A+lity, ge {A+1}(1—-8) = 1 - 一 一 
ES ,4 204 Da 
(4.66) 
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Ay AL, MfE Mar AwrA<4eadl1, # uge H’, ww (4.61) 整体 可 
解 , 4A >4a+1 B Heol: 充分 小 时 ， 可 推 入 (4.61) 整体 可 解 . 
关于 问题 (4.61) 的 小 解 的 适 定性 及 散射 性 问题 ， 有 如 下 结果 : 

定理 4.18 设 a>#,5 之 2, 和 > max(2a +2, + $) 则 存在 
6>0, 如 果 wo & W RIN (R) HW E 


uals + [lato lize < 5 (4.67) 
时 ， 问 题 4.61) 存在 瞧 一 的 整体 强 解 wf © CR, A(R) E 
sup(1 — JE) Eet D lult], < ee- {4.68) 
LER 


进而 ， 存 在 相应 线性 方程 的 解 us 满足 


|[wte) 一 ut lla +0, t +00, (4.69) 
注 记 4,.4 上 面 有 结果 可 以 推广 到 更 一 般 的 色散 波 方程 
ur + {fu} + a(i) u = 0. (4.70) 


此 时 ， 第 三 个 守恒 量 就 是 
iu) = f Fadar + | (R Pula 


这 里 F = f, 在 原点 邻 域内 要 求 f(D) < Mj EES 
[KPV1]. 


io ERRA HAY Cauchy 问题 
描述 一 维 Langmuir 波 与 离子 声波 相互 作用 的 基本 方程 是 


duly + Gain = PUU, ta €Rx R, 
Ue + Atgas + (Jul? +v =0, (2) Rx R, 
u(0) = ual), (471) 
+(0) = volz). 
将 此 化 成 与 之 等 惟 的 积分 方程 组 
| u(t) = S1(t)uo(z) + Jo Silt — TY(buv)dr, 4.72) 
v(t} = S2(t)eo(w) + fr Sot — 7)ð (u|? + v)dr, 
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4X S(t) = exp(1863) 与 91(t) = exp(iata?) 分 别 表示 自由 Kav 
方程 与 自由 Schrodinger 方程 对 应 的 西单 位 群 . A A E E ft 
及 Kato 局 部 光滑 效应 ( 见 第 十 章 的 推论 1.17 及 推论 2.12) 及 
Banach 压缩 不 动 点 定理 ， 可 以 证 明 (4.71) 在 H* x E(k e Et) 
中 生成 了 一 个 整体 非 线 性 流 ， 

W= [-T,T], 构造 工作 空间 X) 如 下 


- 3 
XP) ={ v0) sue CU; R") v © CU, HJ A tfo > 5 P2 > a 
满足 +T) |i Jg-rullzzrce < 00, ||Jk-itrll rs < 00, 
(1+ Tv lr2r < 00, [Je—-1tzellps 2 < 0} 
(4.73) 


Ite, Magy = re rz 十 用 天 如 天王 + +T)” Jsu] 
+ Div Lars FO HT pelle ne 
十 il Jk-1Yazll t= 72> (4.74) 


RE J = Uf — 87)*/* 是 Bessel fx HAF. 

定理 419 Bk € Zt (ulz) volz)) € H* x H*, Wid Bi 
(4.71) 或 (4.72) 存在 唯一 解 (u,v) € C(R; H") x CIR; HN) HX 
任意 T > 0,(u,v) € X,((-T,T]). 此 意味 着 (4.71) Æ H* x HF 
ELAR Pee W(t). 进而 仇人 {fuo,vo) = thet) 是 从 
A* x H* 到 CUR; H") x COR; H*) 的 连续 映射 . 

证 明 详 见 [Mi6]. 

非 线性 Schrodinger 方程 


考虑 如 下 非 线 性 Schrodinger 方程 的 Cauehy 问题 . 


{ uw = Au + Plu, Vrt, Vz) te R.z € R", 


4.75 
ufr, 0) = efz)， ( 


RE P aR Cont? EE i Pe E 


P(A = P(2,,22,-°° ,Z2n+2) = > aa”, CY Z yine? (4.76) 


dS|al¢e 


- 625 - 


我 们 总 假设 至 少 存在 a © Zt jao] = d ER oo, #0. 利用 
第 十 人 童 尖 于 线性 Schrödinger J FE RAN fh it eR A R Ai 
it, RANA 

定理 4.20 Hn=1,d> 3. WHE 6 = SP > 0, 对 任意 
to € H*(R) (s > 3) 满足 jwollz,a < 6, Œ T = T(|luollz.2) MA 
fl (4.75) 的 解 ult) e CO0, T]; HR) = XA 及 


u(t) € Y$ ={u:Rx [0,7] > C, Dot? ue L*(R, £2[0,7]). (4.77) 


进而 ,对 于 任意 了 € O07), AE © > ORR ty > ult) BM 
{to € H*(R) : tio ~ uolls <£} 到 AR NYP 的 Lip RAT. 

定理 4.21 Wn>2,d>3,s>3s =n+2+4, 总 存在 6 = 
AP) > 0, 使 得 对 任意 wo E HHR") 满足 fells <8, FET = 
Tuolls2) > O Fl ta] RE (4.75) 的 唯一 解 ule) e C({0, T]; H*(R")) = 
XS 和 uft) Ee Wp, 这 里 


Wè ={w : R° x {0,T] > C;3M > 0, 使 得 对 任意 单位 方 体 


T 1 
Go ane f Í Di w| dedi < Mh. 
0 Ja 
HERR E 


1 

T Z 
wlis = sup fw dedt] . (4.78 
lelle > (/ f | ) 


En 
i 六 | 二 go 十 直 


m, SHER T € (0,7), 存在 uo € APR") 的 邻 域 Wu FAR 
射 fig > (2) 是 从 Vao 到 Xp OWS. 的 Lip 连续 映射 

注 记 4.4 关于 具 二 阶 非 线性 增长 的 非 线 性 Schridinger A 
E, AEJ AJI Sobolev 空间 来 处理 ， 详 见 [KPV3]. 

His WA RA Navier-Stokes 方程 

考虑 一 般 热 物 型 方程 的 Cauchy 问题 


{ ut — Pom( Dyu = Flu), ZE KR",t € Rt, 


(4.79) 
uD) = v(x), zeR" 
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或 初 边 值 问题 
ie — Pml Dyu = F{u), (zs,t}enx RT, 
ðu = 0, ja|<m—1, (@,the dQx Rt, (4.80) 
u(0} = plz) z E€ Q, 


其 中 介 是 R" 中 有 界 光 滑 区 域 . GANS ait mT HR Cauchy 


问题 { u + Au = Flu), ie Rt, 
u(O) = v(x), e € D(A), 


这 里 4 = -P2,(D). 当 人 = R 时 ， D(A)=W?™?(R"), 4 0B 
R 中 有 界 光 滑 区 域 时 ， D(A) = WPO), Pzmlz) 是 2m Bri 
Bw Smt, Bl Ve eR” \ {0}, ReP(x) <0. 依照 标准 的 方法 ， 
(4.81) 等 价 于 积分 方程 


(4.81) 


u(t) = ettlr} + f f atA F (u)ds. (4.82) 
Q 


利用 第 十 章 定 理 5.3, 定理 5.4 定理 55 建立 的 时 空 售 计 ， 容 易 
得 到 
定理 4.22 (i)i F(u) 满足 (0)=0 及 


[Fhag — FAO) < Cft + felte — vl, (4.83) 


els) € D(A), r Pro = > 1, (pgr) 是 任意 的 三 元 容许 艇 
且 qg> ito, WEET > 0 和 (4.79) 或 (4.80) 的 上 唯一 温和 解 
u € E110, T]; £7) n Cy([0, TI; E”). 

Gi) 如 果 (p.gr) ERE pa > 1 十 a HEZELA, WW 
中 得 刘 的 解 是 唯一 的 . 

fii) in Br > ro, FE >D, AY jem < 人 (中 得 到 
的 解 可 延 拓 成 整体 解 ， 即 u © £9(0, 00; LP) 1 C}((0, o0); L (RR")). 

(iv) 设 (0,77) 是 (4.79) 或 (4.80) 解 u 存在 的 最 大 区 间 ， 
r>ro, (pgr) 是 满足 p> ita Hzn irik. M 

luis) > C/(T* 一 8) Fe, (4.84) 


REC WIKRE T A s. 
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注 记 46 G) 定理 4.22 的 证 明 见 {Mi7]. 对 于 具有 导数 非 线 
性 项 的 非 线 性 抛物 型 方程 


uy — Au = flu) + divg(u), (4.85) 


类 似 的 结果 仍然 成 立 ， 详 见 [Mi9]. 

(ii) 对 于 非 齐 次 Navier-Stokes 方程 

Ug 一 Aut (u, Vjut VP = flu), f= (fise fah (4.86) 
的 Cauchy 问题 及 初 边 值 问题 ， 同 样 可 以 世 成 抽象 的 发 展 方 程 
的 Cauchy 问题 ， 利 用 第 十 章 定 理 5.7, 定理 5.8 及 定理 5.9, 可 以 
得 到 与 定理 2.2 相似 结果 ,， 详 见 [Milgj. 

思考 与 练习 

1. Æ AP(R")(0< p< 8) EO eR (1.1) 或 (1.4) 的 局 部 通 
定性 . 

2. 证 明 注 记 2.5 中 的 结论 . 

3. 证 明 第 4 节 中 的 定理 . 
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第 十 二 次 非 线 性 Klein-Gordon 型 方程 


非 线性 Klein-Gordon 型 方程 (经 典 波 方程 是 其 特例 ) 是 量子 
场 论 中 的 基本 方程 . 如: 通过 引入 “四 维 能 量 同 量 ", 经 典 的 
Maxwell 方程 就 变 成 经 典 波动 方程 的 形式 . 波动 方程 组 或 波动 方 
程 与 色散 型 波 方 程 的 看 全 方程 组 如 Maxwell-Schrédinger 方程 、 
Maxmell-Dirac 方程 、 Klein-Gordon-Dirac 方程 、 Klein-Gordon- 
Schrödinger 方程 、 Klein-Gordon-Maxwell 方程 等 均 是 量子 场 论 
中 的 基本 方程 ， 它们 刻画 了 带电 微粒 在 电磁 场 中 相互 作 几 运 
动 过 程 ， 由 于 这 些 看 合 方 程 闪 的 非 线 性 项 的 长 范围 效应 积 强 看 
St, 许多 问题 仍然 没有 解 问 .本 节 的 目的 是 通过 第 十 章 建 立 
的 时 空 千 计 及 LP? L 估计 ,来 建立 非 线 性 波动 方程 ， 非 线性 
Klein-Gordon 方程 Cauchy fe] MW BABE. RT. 至 于 量 
子 场 方程 组 ， 作 为 代表 ， 我 们 将 对 Maxwell-Klein-Gordon 方程 
组 的 整体 适 定性 进行 详细 的 讨论 ， 对 其 它 量子 志方 程 组 的 结果 
各 研究 现状 进行 简要 的 评论 . 


812.1 非 线性 Klein-Gordon 型 方程 的 Cauchy 问题 
本 节 我 们 考虑 如 下 非 线 性 Klein-Gordon 型 方程 
Du = we - Au = - ffu), (te) ERxR” (1.1) 
的 Cauchy 问题 
u{to) = p(x), tlto) = WT) 2 eR” (1.2) 
在 能 量 空 间 Ho LR” 中 的 整体 适 定 性 ， 这 里 二 是 定义 在 
Rx R” LBBB, fla 是 一 个 非 线性 复 值 函 数 . 特别 ， 
当 flu) 取 成 如 下 特殊 形式 
fa) = ou + AP Ap >O, 1i<p<o (1.3} 
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时 ， (1.1) BEXT a ap AY SE FE a OA Ao = 0) 和 非 线 性 
Klein-Gordon 方程 Oo > 0). 完全 沿用 第 十 章 所 引入 的 记 导 ， 例 
如 


2A(r)/(n + 1) = yir) (n — 1) = &(r)/n = alr} = (1/2— 1/r) (1.4) 


来 决定 参数 B(r),y(r), 5(r) 及 ar) 其 余 记号 想 不 一 一 重复 ， 问 
题 (2.1),(1.2) 的 经 典 研 究 主 要 有 两 种 方法 , 其 一 是 紧 性 方法 ,其 
EAU TE. 这 两 种 方法 本 质 上 都 是 基于 能 量 守恒 律 ， 
在 能 量 空间 Xe = H’ eL 的 子 空间 中 证 明 {1.1),(1.2) 解 的 整体 
存在 性 . 自然 欲 使 能 量 守 和 蚀 成 立 ， 非 线性 相互 作用 项 就 要 满 
足 适 当 的 条 件 ， 例 如 


f(u)= So Nu, 1<p Sp < N20. (15) 


了 一 1 


然而 ， 解 的 唯一 性 需要 限定 p 例如 ， 就 形 如 (1.5) 的 非 线性 相 
互 作用 吗 数 ， 利 用 紧 性 方法 ， 对 往 意 的 1 pi Sp <, A 
ME (1.1),(1.2) 整体 弱 解 的 存在 性 ， 而 崔 一 性 的 研究 进展 缓慢 ， 
Segal 在 Sel 中 借助 于 压缩 方法 , 在 P< 14+ 情形 下 , 建立 了 
(1.1},(1.2) 在 能 大 空间 Xe ch fy We th fe TE PERE — —#E, Glassey 
和 Tsutsumi Æ (GT) 中 证 明 ， 当 ps 1+ gmg 时 ， 建立 了 
问题 (1.1),(1.2) 整体 弱 解 的 唯一 性 . A RE p < 14+ 情 
形 下 ， 在 能 量 空间 X. 中 建立 (1.1),(1.2) PRB, PST 
没有 合适 的 数学 工具 ,进展 缓慢 . 仅 有 的 结果 局 限于 在 能 量 空 
间 X. 子 空间 (hn< 3) 的 特殊 情形 下 ， 得 到 这 一 结果 ， 见 [Jo] 
和 [P1]. 至 从 I. Segal [Se2] 和 Strichartz [St4] 建立 流动 方程 的 时 
空 估 计 之 后 ， 这 一 面貌 得 到 了 很 大 改观 ， 各 种 精细 的 Strichartz 
WIEG Bea HARA TER, BR BARR Klein-Gordon 型 方程 
在 次 临界 条 忻 下 在 能 量 空间 中 的 整体 适 定 性 ， 见 [GV4]. BB 
得 一 提 和 的 是 对 于 临界 说 长 的 非 线 性 波动 方程 的 整体 可 解 性 ， 
arene (n < 7) EA [Gri], [SS]. 本 节 的 主旨 就 是 建立 癌 
题 (1.1)0.2) 在 能 量 空间 的 整体 延 定性 理论 . ATR. E 
对 f(z) S| A—- BEAR 
(Hi) f(z) € CUC,C), f(0) =0 HX} 1< p< o MRI 


\f'{z)| = max] Él, si) < C1 + |h ze. (1.6) 
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(Hz) 存在 少数 六 < C(C,R) 满足 TI0) = 0, V(z) = Vifz(), 
z ECEB f{z) = 2. 对 任意 R>O, Vie) 满足 如 下 牛 计 


V(R} > —a°R*, a> 0. (1.7) 
在 进行 我 们 讨论 之 前 ， 先 回忆 一 下 弱 解 的 整体 存在 性 定 
理 . id X= Ht? perl, HA X = H! + Lilet) /e, FA f e} 表示 工 2 


中 的 内 积 ， 对 任意 (uv) e (HIN Lt) o ,那么 (Ha) 至 少 在 
形式 上 意味 着 能 量 守恒 


E(u, v) = hold + Yull2 + f V(ujdz = E({p, 4). (1.8) 


5 AE T ETEA EEA 
定理 1.1 设 f(u) 满足 (Hi) 和 (Ha), 车 pp 十 1 = 27 = 2%, iil 
需要 进一步 假设 
Vip) > -af + CPt, C>0, pra. (1.9) 


设 to E R. (yd) € XSL’, Wi A 民 .1),(1.2) FE-PE 


we LO (R; XINC,(R XINC! {R; L730 a CHOU R: E2). 
24ir<cmax(p+1,2*) 
uw € Li (R; X) N CoR X) oC (R; X?) 
及 和 佑 计 式 
(uti)lls < elE,t — to), (1.10) 
leeh + (Valls + Cle BT) < éE, t — to), (1.11) 
这 里 


e{B,7) = lpll2ch(a?) + (Ele. &) + altell) a7 tshf{al7|). (1.12) 


WM MRR uo [Vlde 是 了 上 的 有 界 集 到 候 上 的 弱 下 半 
ETEM, WA ut) 满足 能 量 不 等 式 


E(u, uz) < E({p, H), (1.13) 
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REC 表示 Lip BR, u(r) = 1—4(r) min{t, (p+ 1)“*}, él 四 是 
eft) KF t Ha. 

Hid 1.1 GH H) 换 成 更 弱 的 条 件 (H1)'; f(z) € C(C,C), 
且 对 1<p<o0 满足 


FEN < Cle + lef). (1.6°) 


网 定理 1.1 仍然 成 立 . 

(iz) 定理 5.1 的 证 明 参 匈 [L|. 采用 Galerkin F, MER t, 
VERZE XO LPR” PS, 此 意味 者 能 量 不 等 式 (1.12) 对 
任意 的 成 立 . ir (1.10) 及 (1.11) 则 是 通过 基本 计算 和 有 限 
GRIF SUK. 形式 推导 过 程 如 下 :由 条 件 (1.9) 及 能 量 守恒 量 
(1.13), 容易 看 出 


E = Ely, Y) Hu? + |] Wall — a fuel]? + Cilalley; 
> juli — atuh. (1.14) 
& y = ajju(t)ljz, Wy RL 
ly} < alB +y*)?. (1.15) 
积分 上 式 就 得 估计 (110), 将 所 得 结果 代入 (1.14) 就 得 估计 
(1.11). 
下 面 我 们 采用 时 空 估 计 的 方法 ， 直 接 建 立 河 题 {1.1),(1.2) 
的 适 定性 理论 ， 为 方便 起 见 ， 在 n> 2 情形 下 予以 证 明 ， 对 于 


n 二 1 HRE, EAER. 依照 妹 准 的 方法 ， 考 谍 与 
(12.1),(1.2} 等 价 的 积分 方程 


ult, £) =K(t 一 tolg + Kit 一 to)w 十 f Kir 一 to} f (ulr pdr 


= ut) + Ftp, u(t) = Afto, a (t), u(t)). 
(2.16) 


若 记 , 
Gliti, ta, u(t)) = j K(t — r)flulr)}dr, (1.17) 
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那么 


Fito, w) = G (to, t, uit), Fito, u) — Fiti ; u) = G(ty.te, u(t}). 
(1. 


对 任意 区 间 ICRA AMA I, q,r, g. 我 们 记 5 
D = BUL AD = LHE). {1.19) 

引 理 12 设 n>2,f(lw) 满 是 (Hi), Lr, g, ri 满足 
{ 1 ny <œ, 且 当 n = 2 时 ,要 求 ] <r < 00, (1.20) 

当 n > 3 时 ， BR lyr) <1. 

PTIT < min{1 +r), al- ve) (1.21) 
(—1)/g+1/q <1, (1.22) 
m=2-(P- IF +2) >0, (1.23) 


设 工 是 你 有 界 区 间 ， «cAn 则 有 如 下 结论 : 

(1) 对 任意 to € J, Fitou) € AU) H Fitou) 是 变量 to 
RARE AAD 上 的 连续 函数 ， 对 于 toe 了 和 任意 uu E€ 
AoE) (2), 有 如 下 估计 


F(to, u1) — F(to, u2) Hay < Calle — u2; 4 CDH x {I 
2 


+ |Z)" $O lw; A) k 


j=l 


1.24) 


(2) 对 任意 titz E€ I, G tpu) € Xii [R) 对 任意 有 界 区 间 
JCR, G(t,te,u) 是 变量 二 ,ts 的 取 值 在 Xi(J) 土 的 连续 函数 . 
对 任意 ht EF, w, E ANWO 及 任意 有 界 区 间 . 了 了 天 
有 如 下 估计 


|| (é1, te, 1) — G(t1, te, 42); 41 (J) 


a 
<C lijer ~ ual; Hi (ler, to) > (171? + [Fl >> ys Ao (Lex, ta) PF. 
j=l (1.25} 
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(3) HR toe IFoo w Æ S'U x R) 上 满足 OF (ty, u) = 
Fu) FARE tte € Gittan Æ S(R™') 意义 下 满足 
OG (t ta uj = 0. 

WEAR 先 来 证 明 (1) (2). FOCAL) 可 将 了 站 分解 成 f= itd 
并 且 满 足 
JASE, We) < Cj, 


这 样 可 分 别 估 计 i A fo WISER ERR RG wore. a+ 
章 的 定理 4.1 及 注 记 4.1 可 见 


HK < Cle] OHM ule, (1.26) 
这 里 要 求 


{ 0< gir} ~ 6(s) < min{i + yir nf — irh, 
lers, n= 2. 


(4.27) 
FSR aar =s, RA 
WAG -= rH To TN < Cle ~ rj heil) - wale) lle. 
(1.28) 
而 对 于 fale MAA tr 


ACE — ralar) — flu T) Hle 
<Cht— rp TEHA fa (er (7) — Felul hyle 
<Ci rt a (r) — ualr) 


x {an + ltr E h (1.29) 
RE 
(p — 1)n/i = ifr)- (s). (2.30) 
由 (1.21) WEA RE AY s AE (1.27). 注意 到 (1.22),(1.23) 及 
partan, (1.31) 
二 +1= (E+ i)+i, y= (1-a, 


分 别 将 (1.28),(1.29) RA FAG 的 表达 式 ， 关 于 变量 + 使 用 
Young 不 等 式 就 得 估计 (2.24),(1.25). Gtr, te, u(t) XF trite 的 
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连续 性 可 由 (1.25) 直接 得 到 ， 而 F(to.ult)) 关于 to HERE 
由 (1.18) 及 Gi, taut 的 连续 性 直接 推 得 . 

至 于 {3), 由 广义 解 的 定义 及 泛 函 对 偶 技 巧 ,直接 计算 就 
得 . 它 本 质 上 给 出 了 积分 方程 (1.16) 与 问题 (1.1),(1.2) 的 广义 
解 意义 下 是 等 价 的 . 同时 给 出 不 同 初始 时 刻 对 应 的 积分 方程 
(1.16) 之 间 的 关系 ， 作 为 引 理 1.2 的 直接 结论 ， 我 们 有 

推论 1.3 pen > 2, flu) MERE (Hhh Ma WE 
(1.20)~(1.23). BRIAR PARAM, we HIND. 那么 

(1) uli, 2) Æ S (I x R”) 下 满足 (1.1) 的 充分 必要 条 件 是 : 对 
ER to € 1, uO = ule) = Fltovult2)) 在 S'U x R") 意义 下 满足 
Out? = 0. 

(2) 如 果 uft) 满足 (1.16), HIER ti E I ut) 满足 积分 方 
程 u(t) = Aft wP u) 这 里 


uD — yl) 4 Gito, ti u(t, z)) (1.32) 


并 且 u AFE tn BREE 1) PER. 

注 记 1.2 在 引 理 1.2 及 推论 13 中 ， 者 区 间 工 换 威 无 限 区 
间 ， 此 时 仅 需 将 G = 0,1) 换 成 入 ,oc, 相应 的 结论 仍然 成 江 . 

定理 1.4 Hon > 2, brig. q 满足 和 .20)~{1.23), flu) 满足 
(Hi). HICREBE-FEKB, tye, u € Xol) 则 方程 (1.16) 
在 Xiwel N dooc( 站 中 至 多 有 一 个 解 . 

iE iuu 是 积分 方程 (1.16} 具 有 相同 初始 函数 的 解 ， 
M u, — us 满足 


Wty 一 Ue = F (tg, v1} 一 Flto, ua}. (1.33) 
WIES to FE SE DT IAL, ME 
1 
CLT? + OD Mss Ro DI S 3 (1.34) 


那么 ， 在 估计 (1.24) 中 用 J RFCM I, 利用 (1.34) st, MA 
lu: 一 vajan < sli 一 了 ao- (1.35) 


从 而 推 得 wi unte J. 重 服 利 用 这 一 过 程 ， 可 推 得 在 整个 区 
间 i E, 有 Wy = Us. 
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Pid 2.3 定理 1.4 对 充分 大 的 p 也 是 有 效 的 . 事实 上 ， 对 
给 定 1<p< o, MARAH r g, 即 yir) = i 91 = eco. 此 


时 ， 条 件 (1.21),(1.22) 就 变 成 了 


(p -Doh < E 2 一 <1. (1.36) 
由 此 可 见 ， 妈 需 取 49 充分 大 ， 就 可 保证 上 式 与 0.23) 成 立 ， 
然而 , 在 此 情形 下 , ARERR u JRT LCR, L) (y(r) = 9). 
BERETA: g — BORA, AR EA ult) 并 不 一 定 属于 
Xojoc(R). EKE, M41-8>—-2-2 i, ARERR uO 才 
属于 Xotoc(R), 此 条 和 件 与 (1.23) RAE p< 1+ sty. 这 正 是 保 
证 能 量 解 唯一 的 条 镍 . 
引 理 1.5 n> 20<9(7) <1, W K) BE Tii 


[K (t)u; Ball < Cle; BE oH, (1.37) 
REER pA, 7, u A 
0< +e = 6(r)+p-4(F)—B < FOAN) < +l) 
特别 ， 上 式 意味 着 HPL < (0). me 
证 明 由 第 十 章 引 理 3.7 n Y, 
IK (thu; Ball < Or Os BOM, Stin (2.39) 
由 第 十 章 的 定理 41 及 注 记 4.1, 容易 看 出 
(eu; Beal < Cle he; BP al (1.40) 
注意 到 |siny| < ji 及 振 葛 积分 估计 式 
IK Osle = Ory? | f Fiole sd 


< (20) F 2” {el Heol (1.41) 
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这 里 {3} 是 齐 次 Besov 2 [Bl AY At A RE PP BD A Lar od A A. 
容易 看 出 
A (t}(u* pahle < fe - fu las (1.42) 


[Kus ello < S$) Hux pilloollu * elle 
|k—3| S14 


Ss 2(27) 2 |x{2™*{| Boa * prlla. 


43) 
对 (1.42),(1.43) 进行 插值 ， 并 利用 齐 次 Besov 空间 的 定义 ， 
| 用 人 BP || < Cle] Is BE, (1.44) 
先 对 (1.39) 与 (1.44) 插值 就 有 
| (t)u; BE all < CH MO Os BERD ME, (145) 


这 里 0 SO <1 待定. 对 (140) 5 (1.45) BEAM, AIT 
(1.37), 此 时 ， 相 应 指标 满足 


(1 i1)0+4+ 42 =1 
| (p+ 25(r) — yr — 06 + p(l — 8) = P, (1.46) 
—~p=[—y(r)é + (1— AË + (1 — Ê). 


直接 验算 ， (146) 的 第 一 个 等 式 意 味 着 26(7)6 = dr) åF), 将 
此 代入 {1.46) 后 面 两 个 式 子 ， 就 得 


{ 6 = dr) — 6(7) — (yl) + 1980 + p (1.47) 
1+ u= (y(r)+ 1886. 

FE, 147) 的 第 一 式 代 入 第 二 式 ， 就 知 (1.38) 式 的 第 一 个 

ARERR. 进而 ,注意 到 晶莹 日 所 1 及 [S(r) — ar/ir) = 

IY(7) — Yr), 从 而 条 件 (1.383) 满足 . l 
WHEE A ICR RSW pr, gq. W HU) = LT, B?,). 

Aa, i BUR) Æ AD G=12)> 中 以 原点 为 中 心 ， 半径 为 

R ARR. 
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引 理 1.6 n> 2, f(u) WE (Hı). 设 站 ma 满足 D<p<1l 


及 
0 < Yr) < 7 (1.48) 
(p—1)(= - p) <1 +707), (1.49) 
pg, (1.50) 
m=2- pT -pt )>0 (1.51) 


设 了 是 有 界 开 区 间 ，tn € J, ult) eA), WA 
(1) F(t, 2) E Az( 了 ) 且 满足 如 下 估计 : 


|F (to, 4); ta DN < CATP e; AoC + HI; CDN. (1.52) 


ti,tz MR ALJ) 上 的 连续 范 数 ， 并 且 满 是 如 下 鸽 计 : 


[G (ti; ta, ws DN <C2 {I Ne; Æl lt, ta) 
+ [F e; dot lt taD} 
53) 
证 明 类 似 引 理 1.2 的 证 明 , 将 分 解 成 了 = fit fo Kay 
FU TRF. 我 们 仅 来 考虑 falu) 对 应 的 估计 (RMR p= 1 就 得 file) 
对 应 的 项 的 人知 计 }. 由 引 理 1.5 及 非 线 性 函数 在 齐 次 Besov 空间 
中 的 持 计 ， 容 易 看 出 


WK (t — r)fo(u); Beall < Clt- T~ lfa) BE oll? 
< Olt — T| |u; BP ,ll?, (1.54) 


KE p< pA p®-p)=2-p, RENA 
(p- 1)(= — p) = p+ &(r) — 9 - (F) = 14 p (1.55) 


AJR, I a= p, (1.54) 就 是 Cazenave Fi Weissler 在 [CW1] 中 
Aas HAS ESE CE TTT. r 的 选取 则 是 由 


0 < 57) -507) < (p= 1) 0) < FO- 5) S 14) 
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来 确定 ， 对 于 满足 1.48) Hr, 容易 找到 7 满足 上 述 要 求 ， 现 将 
(1.54) RA F G, 注意 到 (1.50),(1.51) 及 Young FÆR, S 
推 得 (1.525,(1.53) 成 立 . 

定理 1.7 n> 2, flv) 满足 (Hih aor gpa ME OK 
pcl, lqz qg Zœ 及 (1.48)}(1.51), WHER R > 0, 存 
在 T(R) > 0, ẸYA bo ERM vw © BURN AD, 
T= [to -T(R to + T(R) 积分 方程 (1.16) 在 BURANA) P 
存在 解 u(t) Boe Æ fait 


{fees Ae (Z| < QI? CD. (1.56) 


进而 ,此 解 在 AU) 9 X27) PME — iY. 

证 有 明 RR R= 2 -—p, HHH (1.48)~(1.51) BR (1.21)~(1.23) 
12m =" = 9 RZ. 注意 到 Sobolev MACH Bl, = L, 就 有 
A(T} Mol) A 


hall < Cahu; BP oll, lw Xo DN < Calju; Xe. (1.57) 


SR R= lula, T= TR) 充分 小 使 得 


CACT)? + QTY22CsRP} < 5, (1.58) 
Co{(20)? + (2TY (2R) 1} < 5. (1.59) 

那么 ， 由 司 理 1.2 及 引 理 1.6 就 有 
Alig, uah e(EV la, cna < E (1.60) 


| A(to, ut) u(t) ~ Alto, w(t), olay < ae — v; XC}. 
(1.61) 
Rj, mest Alto, OO), vt) 2S = BURN) 到 自身 的 
oh RSE (E AD 范 数 意义 下 ). 对 任意 A, > 0, 因为 
Bi, R1) O Ba(l, 2R) BMAD PH w RE, AAEE 
410) 中 的 w* FERE. 因此, CEEA PRR, E 
BASE YC) PAB. FARRAR, Ae 1.7. 


- 639 - 


注 记 1.4 由 定理 1.7 可 以 看 出 ，{1.49)~(1.51) RR Ea 
了 ?的 上 限 . 当然 , 最 优 的 情形 是 p <1, yir) = 2 9 = =~. 
此 时 ， 条 件 (1.49)~(1.51) 就 成 了 


n n 2T 
(Pp- DF- ai ) m+2 
或 等 价 于 1 


显然 此 条 件 要 比 p< 1+4;, BR. 由 此 可 以 看 出 , Bn <3 
时 ， 对 pp 没有 上 界限 制 . 然而 ， 类 似 于 定理 14, Raph 
杰 太 时 ， 才 能 保证 有 限 能 量 解 属于 A). 

现 来 讨论 问题 (1.1),{1.2) 或 00.16) 的 有 限 能 量 解 的 整体 迁 
EH. 为 些 ， 引 入 能 量 空间 


X= {wp yky EH ye Pla ol’. (1.63} 


SEE (p, Y) E Xe 与 此 对 应 的 自由 其 lein-Gordon 方程 Cauchy 
问题 的 解 是 


ut) = K(t — toy + K(t - to)ẹ € C(R, H»). (1.64) 


作为 第 十 章 定理 3.8 的 特例 ， vO) 满足 如 下 时 空 估计 
引 理 1.8 设 n 之 2,p,7,9 满足 


0 < dr) < F, 
-l<g=p+d(r)—-1 < 3 (1.65) 
a < y(r)/2. 
> = max(0,c}. (1.66) 
则 对 任意 (ef) E Xe, w(t) E A(R) 且 满 足 如 下 时 空 居 计 
et (£), H(IR)|| < Cielle + {]Vellz)- (1.67) 
借助 于 上 述 时 空 估计 ， 我 们 就 有 如 下 结果 


- 640 - 


定理 19 (i) Hn>2, flu) WE Mi) Hp <it ots. 则 存 
E gro HE OS pl K (1.48)~(1.51), (1.65) Æ (1.66). 

Gi) Bid) A A EA OD SAN one Ra > AEH 
函数 空间 , HA, WHER CRMERBAN (p4) € Xe, HE 
T = TO Yh Xel > 0 FS (1.16) 在 AN XU) HA E — K 
M, 这 里 i= [to — T, to + T]. 

(iii) 对 任意 owe Xe RERRAL Ë toel Brae 
(1.16) 在 Xito) N Xe oc) Pik BA TR. 

WEAR (1) 根据 (1.65) 式 ， 条 件 (1.49) 就 变 成 


(p— 1)(nf2—1—¢) <1 + fr). (1.68) 

利用 (1.66), SFF (1.49),(1.50) 分 别 变 成 了 
po <1, (1.69} 
p<l+4/(n—2). (1.70) 


F KEHEE p 满足 (1.70), 总 可 选取 > Mo 满足 其 余 的 

条 件 ， 即 0 之 p <1 及 (1.48),(1.65),(1.68),(1.69). 事实 上 ， 如 果 

p-1<4/m-)), 可取 p=0, 此 时 ， 如果 w MRA, 显然 其 它 条 

ERM. 如 果 p 一 1 Ajin- 1), WAR yir) = (re - 1)/(r4+ 1), 
此 时 (1.68) ih Je 


a>nf/2—1—2n/[(rn+1}(—-1)], 


它 是 p 的 一 个 增长 函数 . 对 于 (1.70) 中 zp 的 上 限 ，o 对 应 的 下 
限 是 


o > nf2—1—n(n—2)/[A(n+ I] = (n—2)/2(n+ 1) (1.71) 


这 恰好 与 (1.65) PB ERK o < (mn — 2)/2(n +1) 及 (1.69) 中 
确定 的 上 确 条 件 oo < (m—-2))/(n+2) A, WHOS ep A 
然 满 足 ， 因 此 (i) 得 证 . 

(2) 对 任意 满足 {1.48} 的 > BAER q, HA ut) © Xto (RB). 
为 此 异 助 于 时 空 佑 计 (1.67) 及 定理 17 ES (ii). 

(3) 类 似 于 定理 1.7 的 证 明 , 取 他 一 3 一 2 Ai) 的 结果 ， 引 
理 1.8 及 定理 1.4 KS (iii). 
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下 面 我 们 来 讨论 (1.1), (1.2) Be (1.16) A BE BY RE, 若 f(x) 
满足 (H) HAA, CH ISOMPBHRRPR BRT ee 


Bluu) = fulh + Puli + /Vlas = Eley) (72) 


显然 , H (He) HAWS oe (1.72). 我 们 目的 就 是 在 能 量 解 的 意 
义 下 严 属 证 明 能 量 等 式 (1.72). 为 此 ， 需 要 通过 正则 化 方程 ， 来 
构造 光滑 的 允 近 解 的 途径 来 实现 这 一 目的 . 记 hole) € CO(R™) 
E jo =1. HEE H ARE j E hile) = 77holjz) 及 


f;(u) = h; * fih u), (1.73) 
E;(u, vu = jell + |] Vall + j V{h; * u)dz. (1.74) 


现 考虑 (1.16) 的 正则 化 形式 


uh; xu) 十 Fi(to,u) = Aj(é, uO; u(t)), (1.75) 


ix BF; Pp (1.18) POR FPR fie) RR Ge). AFEA E 
(1.75), 我 们 有 如 下 结果 : 

引 理 1.10 设 n>2, flu MA (Hi) A p< 1+ 45. Ke, 
na, 全 满足 定理 1.9 的 们 所 满足 的 条 件 ， 则 

G) 定理 1.9 的 结论 (ii) 对 正则 化 方程 (1.75) 仍然 成 立 ， 且 
具有 粗 同 的 工 (不 依赖 于 j) 

(ii) (1.75) 的 解 2 在 MCT) BS FRR (1-16) 的 解 ， 

证 明 注意 到 由 hj* 决定 算 子 是 5' 或 Be, 上 的 收敛 算 子 . 
因此 ， 4% f(u) RR Ge), ABest RAR. 从 而 
(i) 得 证 . 

下 面 证 明 Gi). 注意 到 


1 
hi» fih; suj} — flu) = Ay « flu) — flu) tt hy f f (Oh, +t, 
+ (1 — @)u)- (hy eu — ut Ay * (u; — uda}. (1.76) 
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HA S| FE 1.2 的 估计 (1.24), 可 见 
luz — w DN < Mg # uo) — wt (2); ALD 
+ Cy||[hy * a — w AAD) + |As * Cug = uj A] 


2 
x {IEP + e Dy * uji MOTI + lu; MODI. 
j=1 


(1.77) 


因为 lenso lms t(D AA, T = fto- T, to +T] ME 
了 = [机 一 去 ,如 十 二 ] E, RB mBb4A, RA 

le; -uD 30, 7 4 oo. 
重复 上 面 步骤 ,将 志平 衡 到 tw 一 艺 , 或 0 十 去 处 ， 就 得 


lus- lO, J o. 


引 理 1.11 i ujta) 是 正则 化 积分 方程 (1.75) WR, Me 
满足 如 下 性 质 : 

(i) WHEE AAR k, (ujj) E CU, HY OH") A u 满足 
方程 


Cu; + tu;) = 0. (1.78) 
(Gi) 设 fie) 满足 (Hz) p < 14+ 4. W WARTS 
E; (u;(t), a; (4) = E; (h; +p, h; x} = E; {1.79) 
及 能 量 不 等 式 
lus(t)llz < (By, t — to) < e(E,t— to), (1.80) 
lisli + [Vaz (OS < (By, t ~ to)? < e(E,t — to)’, (1.81) 


XE eE ù 同 (1.12) KAR, E = sup; Ej < oo. HH, (uj, a; (t)) 
KEIM OL’ 中 一 致 有 界 . 

证 明 全 的 证 明 是 显然 的 . 至 于 GI), B k> 于 十 2, u; 就 是 
经 典 解 ， 直 接 验 算 (1.79) Mu, SIAM, 注意 到 (H) Rid 
1.1 就 可 推 得 估计 (1.80),(1.81). 
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注 记 1.5 EIB) uy c CU,L7), Vic Zt. 利用 引 理 1.10 的 
结论 (ii) TR a = 00 的 情形 ), 容易 看 出 


YIL . 
u DE) u, fj ow. (1.82) 


定理 1.12 n> 2, flu) 满足 {Hi), (He) H p< 14+ 4. 
设 lyp) E Xe IT AARAM, tel kk png hBbo<p< 
1,(1.48)~{1.50),(1.65) 及 (1.66), q = co. 设 wl (t) 是 (1.64) 所 确 
定 自由 小 方 程 的 解 ，w(#) 是 积分 方程 (1.16) 在 AUNA Y) 中 
WAR, M) (u i(t) E CU, H' e E) HHE uii RATE 


E(u ut) = Elp, y =E, tel (1.83) 

Rifait x 
lelte < elE,to—t), YET, (1.84) 
Ia + Vul} < elE, to~t) MER (1.85) 


证 明 公 需 证 明 上 述 结果 对 任意 含 如 MATTEA P Cc 
成 立即 可 . id 


R= sup ju) + Glto,s,u); AUN] (1.86) 
ser 


由 绰 理 1.6 的 (1.53) £I M, R < o. 8 T = T(R) 是 由 定理 1.7 
的 (1.58), (1.59) 所 确定 的 . 利用 定理 1.7 及 推论 1.3 可知， 对 任 
Biel, 可 通过 求解 以 tt 初始 时 刻 的 积分 方程 (1.16), 得 到 区 间 
PUne-T.t+7T) EDR ul). 显然 也 可 被 以 太一 如 十 人 一 了 
APL, KEA 2 的 有 了 起 个 区 间 Wmi, ABs > 0. 因此 ， 
F 的 结果 就 由 e (= 0,41,+2,---) 上 的 结果 来 得 到 ， 由 此 看 
来 , MRED to 的 小 区 间 其 确 保 在 此 区 同上 压缩 映射 定理 成 
立 ) 上 证 明和 定理 1.12 就 行 了 . 下面 就 这 种 情形 来 予以 证 明 . 

ou; 是 积分 方程 (1.75) ERRI EE. H (1.80),(1.81)， 
注 记 1.5 和 标准 的 紧 性 原理 ， 容 易 推 得 


uu, in LUHD) ty +u, in LU; H’). (1.87) 
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这 里 {us} BAW AS AEF A, HL I. L. Lions 的 书 [L]. 进 
而 ， 对 每 一 个 te 了 由 yl RARER uy 5 u (j> o) 
ay HE AN 

wlt) = u(t), in H’, 7 o. (1.88) 
FRR BEAM — Ate I, t) 在 LR) BBA MF ale). 
事实 上 ， 由 方程 (1.78) 知 ilt) 关于 了 在 H Lip ES, H 
时 (2.81) 意味 着 lil 一 项 有 界 , 而 {w} 是 LR HOREA 
的 ， 由 紧 致 性 原理 ， 存 在 {4} 的 子 序列 ide {ih 使 得 


i; (t} — x(t), x € L*(R"). (1.89) 


PURER 0 CH 和 6 > 0 考虑 
#414 

(u, i — x) =207 f (v, (a(t) — u(r) + (u(r) — (7) 
t- 


+ (uj(7) — t (t)) + (alt) — x)) dr. (1.90) 


注意 到 ú, a; 在 A PRE, 4A SOR, (1.90) 中 
的 第 一 项 和 第 三 项 趋向 于 0. FPRIM, WH Oe, a, 在 
ee) 中 弱 * 收 但 于 ww, 可见 此 项 亦 趋向 于 03 一 00). 利用 
(1.89) 可 知 , 当 了 一 oo 时 , 最 后 一 项 亦 然 趋向 于 0. eM RE 
RPE, (1.90) 就 意味 着 x(t) = Ut), RE t Æ u E DP, L (R")) 
意义 下 的 导数 . 就 (1.80),(1.81) BIR j co 就 得 (ut) ML 
平 处 处 + 满足 (1.84),{1.85). BET, Fu ECU, L")N LU, ED 和 
Wt € C(I, L?), 可见 


ult) ECU, ENC, HN, 2<8< a (1.91) 


HEE EDU xR) AM PR (LI) RE LOU, A), 
ùe CU, HD), 此 意味 着 ae CL, L). 根据 (ua 的 连续 性 推 
得 对 估计 (1.84),(1.85) HER tE HRY. 
现 对 (1.79) 两 边 取 了 一 ce, 注意 到 uy 在 CUL Sas 
p 十 1) PRAT u, 容易 看 出 fei)azr > f V(ujdr. 因此 ，(1.79) 
的 右边 就 收效 于 Eley). 而 左边 利用 ui) 在 A OL? PH 
HAE, MI 
Elu ù) < Ely,w), vtel. (1.92) 
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由 方程 ,1) ATARATE, 定理 1.7 及 推论 1.3 可 得 守恒 
等 式 (1.83) 成 立 . 进而 , 由 (1.83) 及 vec pei(2<s<p+T 推 
得 ifu, Wier Æ t H ERA. MAR (uu) A A OL? 中 
弱 连 续 性 , 就 得 (ui 是 关于 变量 上 的 取 值 在 H eL? 上 的 弱 连 
续 函 数 . 从 而 , Ze AL? 拓扑 下 , 有 (uy (2), ut) F (u(t), alt) 

定理 1.13( 整 体 适 定性 ) Wn > 2,f(w) WE (Hi), (Hp 及 
p<1l+-%. & WY) © Xat € R. 那么 问题 (1.1),(1.2) 或 
(1.26) 有 唯一 解 避 满足 (u, ù) E COR, Xe). fE ESFE SS (1.83) 
及 不 等 式 (1.84). (1.85). HI, Ap ngga 满足 0<p<1， 
(1.48),(1.50), (2.65) 及 (1.66), q > q. 则 问题 (1.1),(1.2) 或 (1.16) 
PYAR u € Voc (RN Az loc(R) 是 唯一 的 . . 

证 明 设 记 rm4 及 人 如 同 定理 113 所 述 . 那么 , 由 定理 1.9 的 
(i), 对 任意 (ww) E€ Xe HAR (1.1),(1.2) a% (1.16) Æ MN Ae) 
存在 唯一 的 局 部 解 ， 其 中 了 = (ile, tlx.) > 0. 由 定理 112, 上述 
局 部 解 u(t) E CU, Xe) BW AL fA Ph (1.84),0..85). i He DB XK 
选民 技巧 , 可 以 推 得 问题 (1.1),(1.2) 或 (1.16) 存在 整体 解 ult) H. 
属于 Xi joc(R)O Xz (R) ICU, Xe) A LER, Xe) = X1 toc (R}O 
Xojoc(R) 及 定理 1.9 的 fiii) 推 得 ， 解 在 Xi (R) NA Xeno (R) 唯一 
就 意味 着 解 在 空间 CU, Xe 上 唯一 . 

注 记 1.6 对 于 临界 增长 的 情形 (p = 1+ —4,), Struwn 首先 
在 初始 函数 是 径 向 函数 的 条 件 下 ， 建 立 问 题 (1.1), (1.2) Æ R? 
上 整体 光 沟 解 的 存在 性 ist, KETA, Grilakisls 去 掉 初 始 
AE RP, Me = 3 时 ， 建 立 了 临界 情形 下 (2.1), 
(1.2) 的 整体 光滑 解 的 存在 唯一 性 . 之 后 ，Shatah 和 Struwnlssl 在 
nm 妈 7 的 条 件 下 ， 建 立 上 只 临界 增长 的 非 线 性 波动 方程 的 Cauchy 
问题 光滑 解 的 存在 崔 一 性 . 对 一 般 的 m>7, 具 虱 罩 增长 的 非 线 
性 波动 方程 的 Cauchy RGR. VR, Tie 
p>l+4; 的 情形 仍然 是 一 个 公开 问题 . 

注 记 1.7 借助 于 第 十 章 建 立 的 时 空 佑 计 及 Besov 空间 理 
论 ， 可 以 得 到 非 钱 性 波动 方程 ， 非 线性 Klein-Gordon 方程 的 
HT! = HH x As > -l 解 的 局 部 适 定 性 ， 小 解 的 整体 存在 
性 笑 有 趣 的 结果 ， 有 兴趣 的 读者 可 参见 [Ka] 及 [LS]. 
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612.2 J4EZEM Klein-Gordon 型 方程 的 
小 能 量 和 散射 理论 


在 非 线 性 波动 方程 、Kiein-Gordon 型 方程 的 散射 性 之 前 ， 
我 们 专门 抽出 一 节 来 研究 这 两 个 方程 的 小 初回 散射 性 理论 ， 
目的 是 证 读者 从 中 体会 Strichartz 型 时 空 佑 计 在 非 线 性 波动 方 
程 、 非 线性 Klein-Gordon 型 方程 研究 中 的 重要 性 , 当然 , 如 何 利 
用 这 些 工 具 是 我 们 着 重 强 调和 的 内 容 . 有 关 散 射 理论 的 一 般 概 念 
与 具体 内 容 类 似 第 十 一 章 关 于 Schrödinger 方程 情形 的 陈述 . 

AS pe SE EE HE Klein-Gordon 型 方程 

Titi + Au + flu} = 0 (2.1) 


RAM WF AAE 
un + Au = 0, (2.2) 
这 里 flue Ch 满足 

{ F(0) = f"(0) =9, 

(F(a) — Flua) < Cilu? + jua [ter — wal, 
A=-A RM -Atmim470) BR, 4SAS-AWN, (2.1) 就 对 
应 于 经 上 典 的 波动 方程 ， 当 A=-Atm 时 ， 2.1) 就 对 应 于 经 
上 典 的 Klein-Gordon 型 方程 . 

在 经 典 解 的 意义 下 , 小 解 的 散射 性 结果 可 见 [Re] 或 [RS]. 当 
于 十 和 所 了 莹 1 十 法 时，Skrauss 在 'Sd4 中 首次 将 时 空 估计 应 用 
到 散射 性 理论 的 研究 ， 给 出 了 Schrodinger 方程 与 Klein-Gordon 
方程 的 小 能 量 散射 性 理论 . 这 里 我 们 着 重 讨论 波动 方程 在 临界 
指标 p = 14-4 情形 下 小 能 量 解 的 散射 性 及 Klein-Gordon 方 
BE I+ <p <l+ A 时 的 小 能 量 散 射 性 、 能 量 模 上 -1。 E 
LA. 


(2.3) 


OIE = EMARE + e), (24) 


由 第 十 章 引 理 3.7 、 定 理 3.8 、 定 理 4.1 及 定理 4.2, 波动 方程 及 
Klein-Gordon AY Le — £9 fit. WE, ASAH: 对 任意 
2<p <0, 4+5=1,t>0, RA 


Ce DG apy n-i mat 


. 一 ps 
yt pre 


A7? sin( Až tlee < 
A=—A, (2.5) 


- G47 . 


Av? sin( AP ell < KOM nage nares p 
A=-Adm’, (2.6) 
ix 


—(n—1-0)(4- 3+) | 
t P [1 0 < t < l, 

< <= + = 
Kü) of eoan, a o<#x<i (2-7) 


进而 ， 有 如 下 时 空 估计 
(ATA? sin( APO zerezry < Clz>， 
A=-A wm —-A4m’, (2.8) 


这 里 2<g< 00, 2 = (n-o 7), b= A BE. HPA (2.8) BY 


直接 推论 ， 有 
引 理 2.1 设 ut) 是 如 下 问题 


{ toe +Auyj=0, A=—A 或 A=—-A+m*, 
uo (0) = f(x), ug (0) = glx) 


的 解 ， 则 对 于 2&r< MEY < oo 就 有 


(2.9) 


tol) mtn e.g a, S Cif lls + lgl), 
A=—-A, (2.10) 


vo is ey Bean 全 Ca + ligllz), 
A=-A+m’, (2.11) 


关于 具 临 界 指标 的 波动 方程 的 小 能 量 散 射 性 理论 ,我 们 有 
如 下 结论 : 
定理 2.2 Ww3<n<5,p=14+—45, du lt) & 


{ Uo — Avg = 9, 


一 _ _ (2.12) 
ug (O}= $7 (s), apt(0) = Y (z) 
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在 H! 中 的 解 . 存在 8 > 0. 当 hole + leone <5 时 ， 积 分 方 
程 . 


u(t) = ug (t)+ f AT? sin[ A? {(t—7)]f(ufr)jdr, A=-A (2.13) 


存在 唯一 解 u(t) 满足 (uu) € V x L°(R; L70R")), KB V = 
IP(R; A") NL” (R; A+) A 


-Verlaat .2(n- Dp 

(n — 1)p ' "T a-p- 4 (2-14) 
证 了 明 采用 压缩 映射 原理 来 证 明 ， 注意 到 3<n<5, 戊 

2<p<o,Rp=¢, 可见 sr EÆ (2.14) 中 的 值 ， 由 时 空 估计 

(2.10) 就 有 

lug (lv < C8. (2.15) 


现 对 任意 uae Vv, h Le L shit st (2.5) 7A 


t 
| J A`? sin[Ad (t — [f(r) — f(G(7))J€r Il jo 


so f -nH 1G) aed, 5= LED. 
(2.16) 


注意 到 HP os Ha, OP R, A+ BSB 
2.2, 就 得 


ET) — FET) Magne $C DMF) Du FE) Dill, 


[lal=1 


<C Y (ile - (lu? + oP) De ull 
[lal=1 
+ i -2 - (D%u — Da) 


~ —2 <p ji = 
SClu — ül za (ely. + E lele +C u- Gill gs. 
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因此 ， 将 (2.17) 代入 (2.16), 关于 变量 上 利用 Young 不 等 式 可 见 
| 六 Asila- Dlt) -Tar 


Lr (R,H*"(R")) 


pol 
P 


zip-2) pip=2) 
<e | flute) -al 可 (eHR + OMe jar! 
i T 
lss +O | Edr] 7 ects 
<Cllu — llv (Hell? + all’). (2.18) 
同 理 ， 利 用 HS o L, p= E, Ae iT 


t 


A`? sin[ Až (t — r)][f(ulr)) 一 arcdr 


<C f Chat) EZ + lary Ez Her) = Cn) aed 
<C? + [lal lu — & lv- (2.19) 


记 积 分 方程 (2.13) A Ai eR A 7, AB, (2.18),(2.19) 
意味 着 


IT -Tlv < Cilk + Wal le — ally. (2.20) 


Loo (R,H1(R"}) 


Tiol < Ci + Cully, (2.21) 
现 取 6,,6 满足 
2C67 < 3 Cé< 5 (2.22) 
这 样 ， 对 任意 ulv, jw < å, MA Ait 
1 
IF) 一 了 (| < zle = ülj, Tie) £ 4. (2.23) 


这 意味 着 积分 方程 (2.13) Æ ARR {u : llully < 61} -EA ME — A. 
至 于 瞧 一 性 ， 由 佑 计 


lu ~ Beer, ir) 
—3 - 
< Cle] zgr; ay delger ry + ae Ha -ll E üll roie) 


+ NANE errre. iR") llu 一 时 | poe FER)? (2.24) 
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lu — tll rein < Clie care ryt Les ,Ear pile — üll peppery: 

(2.25) 
这 里 了 = (oo, -T). 只 要 选取 | 了 Ti 充分 大 ， 注意 到 ult), ült) < 
L?(R; oe) 就 有 


lu- ally, < zlle — lly, Vr = PU B® (R")) NL HR")). 
(2.26) 
因此 ,在 Vr 上, u= å, BRA LMR wI [T THEAT. 
为 初始 时 刻 的 相应 问题 的 存在 区 间 ， < 仅 依赖 于 lj DR; H) 
和 ||; LR; HOD. 在 相应 的 全 + ERA usi 从 而 在 整个 了 
上 是 恒 等 的 . | 
推论 2.3 || 一 二 lle — 0, t 3 一 co. 
证 明 注意 到 LPR; He" (R"))  LA(R; 17P(R")), 直接 计算 


f 本 t 
ld) -ug lese f MF) ar < C J lllz dr 
<Cilu; L?((—00, t); H (RYP. (2.27) 
由 此 可 见 ， 当 1 二 -oo 时 ， 推 论 2.3 成 立 . 
定理 2.4 FES >O, Æ H! xE 的 小 邻 域 {iew lolly. + 
elle < 号 上 ,不能 量 意义 下 的 散射 算 子 ，S6- 区 ) > let pt) 
存在 


证 明 定义 
| wD =u) + f acd sina? (> f(tr))an, ‘228) 
ug (0) = ot, 二 (0) = 
与 推论 2.3 完全 类 似 ， 有 
lim (luft) — u$ (lle = 0. (2.29) 


Ali, M 2.4 成立. 下 面 来 考虑 非 线 性 Klein-Gordon 方程 的 
小 能 量 散 射 性 理论 . 
定理 2.5 设 2<n<51+ <p<l+ctip<«. w 
uy (¢) 是 自由 Klein-Gordon 方程 的 Cauchy 问题 
Up (t) + Aug E) = 0, A=-A+m?, 
2.30 
| us (0) = 6°, ui(0) = 47 (2.30) 
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在 HR”) P-R, MFE S >, 4 eT lee + eo lee < s 
了 时， 积分 方程 


u(t} = uy (t + f -3 ain[ A? (+ 一 了 )] flulr)dr, A =-A 4m? 
> (2.31) 
存在 唯一 解 4 ALE E(u, ue) EV x L”(R, LR) 这 里 
V = (R; H (R")) ODOR, HR”), sr (2.14) 式 . (2.32) 
证 明 与 定理 228M, 42cn 5M, 2<p< oo, 
q = p, 由 时 空 佑 计 式 (2.11) By A 
llug liv < Cå. 
Hm, WHR eae V, AA] IP 一 LY 估计 (2.6) 的 特殊 情形 ， 
可 见 (2.16) sR wR. 由 Sobolev BATH, YY 
1 1 l 1-3 _ nti 


i i n’ (nip 


时 ， HU? oy H5. 从 而 
NFO) = fg SCT A ur + aP?) all 


leej==3 
+ Jaun — DAA), (2.33) 


取 ay = (4 — 2), az = (p - 2)0/r — s/n), ag = {l/r 一 1/n). 容易 
eu, SBW41+—-,<p<1+4 时 ， 有 


1 
-35)2 > 一 (2,34) 


3 
> 
这 意味 着 Sots SSP 十 因此， 第 十 章 的 引 理 2.2 及 
Young 不 等 式 可 见 


If A`? sin[ A? (t — lfr Y — acyl 


<f (t — 7)? [f}ee(r) -- EP erer MRE + Ee) 


x lulze m mmy + CTE [lee — tel] 220 Ri (Ry) ET 
SC ilu — lly (ull + al’). (2.35) 


- §52 ， 


进而 ， 注 意 到 Her —> £7P,14 -7 <p<1t+ ag 直接 居 计 ， 就 
有 


if AT? sin[ A? (t — TF (u(r) — f(atr})|dr 


LR Hl2(R"1) 
< T (leer) Pad + (EEZ eer) — Har) lapdr 
SCllu 一 lly ull + Walle”). (2.36) 


完全 类 似 定 理 2.2 的 证 明 就 得 定理 2.5, 进而 ， See O24 证 明 
完全 一 样 ， 我 们 有 

定理 2.6 FHS > 0, 在 H! x LR” HDB RM Cy, ph 
Holle: +ivllice <6} 上 ,小 能 量 模 意义 下 散射 算 子 S slew) 
(et oT) FE. 

Hig 2.1 4 A=—(-A)* As ({-A) +m? 时 ，(2.1) 对 应 
着 高 阶 波动 方程 ,在 短 当 的 非 线 性 增长 条 件 下 ， 解 的 小 能 量 散 
射 结 果 仍 然 成 立 ， 见 [Mil]. 


812.3 非 线 性 波动 方程 的 散射 性 理论 


AT Be F itie SE Be CEE Bh A PE 
Ou = Fu — Au = —f(w) (3.1) 
的 散射 性 理论 ， 与 (3.2) 相应 的 自由 方程 是 
Fu Au =Ù. (3.2) 


容易 看 出 ， 非 线性 波动 方程 (3.1) 可 以 纳入 如 下 抽象 形式 的 发 
展 方程 

dye = Let Fle), (3.3) 
其 中 工 是 Hilbert FH LERH ERAT, U(t) = exp(tL) 
ERHPERT-TPERHNAWAR. RR, AKA BHEN 
基本 内 容 与 it1.3 所 陈述 的 散射 性 完全 类 似 ， 这 里 不 予 详 记 . 
事实 上 ， 仅 需 取 g= (u, au), Fip} 二 (0, 一 了 (4))， 


L = (a 0) , U(t) = exp{tL) = (exo Ky) . (3.4) 
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显然 U(t) 是 Hilbert 空间 五 ] x PRY 上 的 单 参数 西 群 。 这 里 
K(t) = w`! sinwt, K(t) = coswt,w = (-A)?. 今 以 非 线 性 相互 作 
用 项 是 单项 式 

feu) = Auu (3.5) 
为 例 ， 概 揪 一 下 有 关 波 动 方程 散射 性 理论 的 研究 进展 和 相应 绪 
Æ. (3.1) 对 应 的 守恒 量 是 


2A 


pa jiu’. (3.6) 


E(u») = lole + f Vede, VW = 


相应 的 能 量 空间 记 为 X= (Att R")) x EHR”). 4 pin) < 
p<2=1+- 时 ， 非 线性 波动 方程 (3.1) 对 应 的 波 算 子 在 形 
如 

X=X.N{{u,v); (z9 Vue L?,20 € LL} (3.7) 


中 存在 ( 详 见 (MM1][MM2}), 这 里 o ROM RNS, pin) 
是 方程 
nin — 1)p? — (nf +3n-—2)p+2=0 {3.8} 


较 大 的 根 . 易 见 


4 4 § 
一 1 二 一 十 一， 3.9 
L+- <mi(n)<1+—+—% (3.9) 


HR, ph FRA H REA, ANS pH RETF 
是 pon), 这 里 poln) 是 方程 


(n — )p(p — 1) = 2 + 1) (3.10) 


较 大 的 根 . WE, “n= 2,38, 只 要 pol(n}<p< 2°, 方程 
(3.1) $e RASS EH EM AMRALAFEAN, 详 
见 [G12], [Jo] 及 [P2]. 当 p < poln) 时 , 波动 方程 (3.1) 的 小 初 值 问 
题 就 会 发 生 Blow-up 现象 { 见 [Jo], [K1] 及 [Si). 因此 ， 在 此 情形 
F, 波动 算 子 是 不 存在 的 . 非 线 狂 波动 方程 (1,3) EM Sl XX。 
上 的 波 算 子 存在 性 是 件 很 困难 的 事 , 事实 上 , 就 flw) = Ale? te 
而 言 ， 在 X。 上 波 算 子 的 存在 性 要 求 p>p* 二 1+ 5). 而 解 的 
aS 4A FE ZEEE p <p. A, 波 算 子 在 X 上 的 存在 性 对 于 
是 (3.5) 的 相互 作用 是 不 可 能 的 . 为 此 ， 需 要 对 非 线 性 项 f(z) 
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ue 0H u= o tt REP MMKAA, APBPU RAS 
关于 渐 近 完备 性 ， 具 时 非 线 性 项 需要 互 拆 条 件 ， Ado 
以 确保 有 形 如 ulazp 或 ule. 的 模 有 界 . 采用 的 方法 主要 有 两 
类 ， 第 一 类 就 是 借助 共 形 守恒 量 , EH + pl 
时 , 非 线 性 波动 方程 (1.3) Æ X Pee eH ISVS, 当 2<n<4 
时 ，p 的 下 界 可 以 适当 放宽 ,但 证 明 极 其 揽 亲 ove]. 第 二 类 就 
是 借助 手 著名 的 Morawetz 不 等 式 MS), 它 对 于 Schrodinger 方程 
与 Klein-Gordon 方程 非常 有 效 ， 但 对 于 波动 方程 而 彰 ， 其 能 量 
BRS lule 模 ， 并 且 Ow = 0 的 解 的 能 量 模 关于 时 间 的 衰减 
HER, H Cooks 方法 PM, 渐 近 完备 性 在 能 曹 空 间 中 成 立 的 
充分 条 件 是 
f Mlade < oe (3.11) 


i GAA RTE ES Be BSE, 还 需要 对 非 线 
TE 98 BX fw 在 0 和 > 要求 不 同 的 增长 条 件 ， 例 如 

f(u) = ug(\ul) (3.12) 
而 g(s) AE ASH BAS 


{ gls} =Ays"*“1, OSs <a, 


3.13} 
gis} = Ags?2-1, 3 > t/a, ( } 


RHO<a<1l HE, prp 满足 
0 <p- 1<4/(n-2)<pı—1 (3.14) 


时 ， 就 可 讨论 其 散射 性 . 
先 引 入 一 些 记 号 . WHEl<mewRl<gqsuw, BEE 
意 一 个 Banach 空间 ， 了 CR& 是 任意 一 个 区 间 ， 定 义 


(La, 1, B) = {ui B H li™(Ls, 1, B) 


1 


= sup {EY i uain) < oo} 


(3.15) 


在 (uj (Ls, B FAZAT. 这 里 y 表示 以 z 为 中 心 的 
单位 区 间 . alr) Ar), (7), ie) 与 第 十 章 的 定义 相同 ， 特 别 ， 
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对 于 rs = Batt) 分 别 记 os = a(rs), Bs = Alrs), ys = (rs), 
ag —a(rs). 另外 ， 记 p+ = max(tp,0) A TEBEA E. AA 
忆 一 下 章 次 Beo SA LA BMRA THR. EM 


Z(R") = {u c S(R"), DLO =0, Va € (ar, ,On) E N”}- 
; (3.16) 
DoR”) = {u € SOR"), de CHR” \ {OF}. (3.17) 
注意 到 ZR") 是 S(R") 闭 子 空间 ， 因 此 zR") 2A 反 空 间 ， 且 
Po(R") AF ZR"). 记 7 是 单位 映射 (R) > SR”) HR 
射 ， 自 然 它 是 从 5'(R") 到 2Z'(R") 的 满 射 ， 其 核 正 如 是 多 项 式 
集合 P, R 


Z'(R”) = S'(R")/P. (3.18) 
记 fols) € CP (R™) 满足 O< yol) <1 B 
T — 1, 1 i, 
Bol} = { as (3.19) 
iE Gle) = hol 276), A (E) =o; — Bi BHM 
sup 6; C {é; 29-1 < El < 2777}. (3.20) 
d= BE), 640 (3.21) 


ESj 


Ha vécR" tE PESA ARMIES, E/E Besov 空间 是 
义 ， 相 应 的 齐 次 Besov 空间 与 齐 次 Triebel 空间 


Be (R) = {u € ZR”); { $O elo + wilt} # = le BPI] < oo}, 
j 


(3.22) 
,一 la Fe。 < co}. 


ÈE R") = {u € ZIR) AS lies «ll 


(3.23) 
当 s = co 时 ， 相 应 定义 详 见 第 八 章 .作为 Sobolev RA EHR 
插值 定理 的 直接 结果 ， 有 | 


- - rg AE 
lu; BA || < Clie; Ball < CT] ile BASU, 
+ 
AER, Limam <0, mm. (3.24) 
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现在 引入 ZR”) FAIA ST, 它 在 建立 非 线 性 波动 方 
程 的 守恒 律 ， 守恒 不 等 式 中 极其 有 用 . WHR ARC Z, EE 
WERT 


Hiku = (pi — Yp u, Wu ZR"), (3.25) 


a, jkt, WH, = Hy. A Hrac (Wj -b.)a 具有 紧 
支 集 ， 利 用 Paley-Wiener-Schwartz 定理 就 知 Hy, ¢ C™ FER 
LEZIREK. BR, Ap 满足 


lim |}Hyjyu—ullge =0, Vu © BP, (3.26) 
Jeka mas i 


Hj;rallr < (le; — Balla: (elle S 2[[volls eile- (3.27) 


若 将 (3.26) 中 的 Be, HAL Do, Z(R"), SUR"), Z'(R™),S'(R"), 
LAR 上 的 扼 扑 ， 上 述 结 论 仍然 有 效 , 但 是 , 一般 来 讲 ， 局 
部 正则 北 函 数 Hiu (Yu < S(R")) 在 00 处 没有 衰减 性 、 然 
m. ERWEE PIERE, 为 此 ， 引 入 加 © COCR") W 
Æ suppĝo < {£; E| < 4} A dgolh = 二 1 定义 E) = 2 90(238)， 
H AE RENREASE LR) <r <œ) 中 是 一 致 有 界 且 
一 致 趋向 于 单位 算 子 O<r<o). 因此 ， 定 尽 新 的 和 逼近 算 子 


Ryu = gj Aju, Wu E S'(R”). (3.28) 
Efe LR) (l<r<soo) -RARAS Lers wit, Rj oR 
i Fe OT, EB 
jim, | Rju- ulje =0, Yue £27UR"}), 1l<r< oo. (3.29) 
一 般 地 ， 我 们 有 
引 理 3.1 (i) 对 任意 lors al<s<cw, peR BT Rj 
关于 了 在 Besov 空间 BP, L~-RMAR. 


Gi) Hl<r<o,l<s<o,peR, BF R; Be, PRR 
TS HT 工 即 


lim ||R;u—ullge = 0, Yu € Be,(R"), 1 $r <œ. (3.30) 
Jmm r,a 1 
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征明 注意 到 
suppRyu C {6; 270+) < |e] < 2+1 4 2-(+))} (3.31) 
RR; He, G) 显然 成 立 ， 至 于 i), 注意 到 
Rju — u = (gj — 1)Hju + (Hju — u), (3.32) 
因此 ， 仅 需 证 明 (9; — Aju 在 Be, PHF ORT. BO 


Um = 2°" fum * (g; — 1) Hy ull, 
< JO BP lletm * (lg; — 1)ux * &)) He (3.33) 
~FRESG 
特别 ， (3.33) HEHE |e —m| < 2 SEO. 因此， 利用 Young 
不 等 式 
Hes] = {om < X 2?!) |e; 24] < 5-4? ifaw; |, (3.34) 
{i]<2 - 

i How = {we hPa, Ti 

we = 2°F (gs ~ 1) (ur * u) leol- (3.35) 
HERP uc Be, 且 序 列 w KF FG Er 中 一 致 有 和 异 且 每 一 项 均 趋 
F 0, t (3.30) 成 立 . 


为 简单 起 见 ， 下 面 仅 对 n> 3 来 研究 非 线性 波动 方程 (3.1) 
的 散射 性 理论 ， 定 义 能 量 空间 为 


Xo =(HINL )x L, w= (3.36) 


由 第 十 章 定 理 3.8 或 上 节 的 引 理 1.8 所 建立 的 时 空 估 计 ， 容 易 
wn u(t) = K(E)uo(z) + K(t)va(x) (3.37) 
满足 估计 

lu (t); LIR, BR) < Cll(ao vo); Xoll, (to, v0) € Xo, (3.38) 
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这 里 (Prq) 是 满足 


O<d(r) <5 (2 <r < o0), 
1 1 
QO<——p+itr)— 1=0 <4, 
q 2 


e+ Br) <1, (26 < y(r)) 


(3.39) 


的 三 元 容许 族 . fic-p FHL, (3.39) 所 确定 区 域 由 图 3.1 表 
7R. 


上 一 > 
E+E y=] 


v= l 
21141) 2 


图 3.1 波动 方程 时 空 估计 参考 图 


可 以 看 出 , o 与 齐 次 Besov 空间 Be, 的 纯 光 滑 尺度 p—" 相差 
一 个 常数 3 一 1, 因此 , 它 很 好 地 刻画 了 齐 次 空间 的 模 的 齐 次 性 ， 
H Sobolev HA ERE, WẸ oy = p +8(r1)-1 与 92 = p+ d(ra)-1 
相同 ， 则 
u, BE? || < liu Bef], a Èe (3.40) 
特别 ， 在 (0,0) = (0,0) 对 应 着 L°(R, L (R*)), (2,0) = (0,1) 对 
应 着 LR, A). 根 据 空 时 估计 ， 定 义 如 于 工作 空间 : 对 任意 
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ICR 相应 的 工作 空间 YM BRA 
YolD) ={(u, v); u € LTT DN L(I; Bea) v € LUI, BE"), 


(pr, EER WE (3.39) 的 三 元 容许 族 }. 
(3.41) 


BR, 4 (uo,vo) E Xo 时 ， ub (t) € (I). 
基本 假设 (Hi): f(z) Ee crc, C), HARP pi<p<o, 
满足 


Eal = z2| max |z;|P~?, P 之 2, 


Fia) — F(z2)| < cf (3.42) 


|z 一 22|?"', p< 2, 


这 里 f = Of /de 或 OF /02. AAA, A (3.1) 在 加 处 的 
Cauchy 问题 等 价 于 积分 方程 


u(t) = K (t-to}uala)+K (t-to)vo(e)— f K(t—7)f (ult hdr. (3.43) 


相应 的 Gu 的 方程 就 是 (3.40) 两 边关 于 变量 t+ 求 导 而 得 ， 这 里 
BR. 波 算 子 的 存在 性 等 价 于 终 值 问题 


u(t) = K (thu, + K(t)w + f Kit — t)fluir) dr (3.44) 


ERRAR RETE. ME HP 
f otide f ” Mflæ)ladt < o0. (3-45) 


或 归结 为 证 明 : iiA A A (uovo) E Xo, 相应 的 积分 方程 
(3.43) HRutheh(R). 限于 篇 幅 ， 下 面 的 讨论 着 重 于 思路 ， 
具体 细节 可 见 [GV7]. 

引 理 3.2 i$ (u, ðm) e VU), RA ICR. EE- esel 
满足 u(s) € LER”), 2< 天 <2*. 出 对 任意 tET 有 ult) € LAR") 
且 满 足 如 下 衰减 估计 


lelle < CU +i, ter, (3.46) 
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这 里 局 KR uis) Æ 站 at : YoY, 但 与 工 无 关 ， 
证 明 分 丙种 情形 来 证 明 ， 首先， 当 E ck <2 时 ， 
Aga" - 3, Rp, p> Dp+P>1, ?< nF <0 满足 
ptar)-1=ptsF-1l=0, q=. 
Hue LI, B2) 及 te LIU, Be,), FFA Lions 引 理 四, 可知 对 
几乎 处 处 +E Tue C(I,L*). 进而 采用 正则 化 方法 , 直接 验算 . 


Mulk — Rul) 
<k f esi) BP; HE || Ryder); Żal tdr 


<Cjt — sl *° | Ryu(r); £9((s, t]; ÉE) 
x [Ryu(7 ); Latfs, t; Bo 全 t, 


及 合适 的 极限 过 程 就 得 估计 (3.46). HH, 4 k= 2 时 ， 工 = 
Too) 是 无 界 区 同时 ， lele 在 + 一 co 时 存在 有 限 极 限 . 注 
BB 1 一 ko = k(1— slk), RA (3.41). 

Huw, 42 < kg MY W, 由 we LOU LR”), ùe 
L (I, L?) & Lions 引 理 , 修正 零 测 集 的 值 , 可 确保 w(t) E CUS L*) 
A lal 27 te Lip 连续 ， 从 而 估计 (3.46) 成 立 . 

引 理 3.3 设 f(s) < CU(C,C), f(0) = 0. 

G) H g € C(C, R+) 是 具有 al) = gn(|z|) 形式 函数 ， 且 关 
于 |z| 是 及 + 增长 函数 ,满足 


of 
Oz 7 


of 
az 


lf’ (z)| = max { } < gil) ztEC. (3.47) 


MmO<A<1,1<i,m h <æ GG =1,2) A-5 <0, BA 


. 。 1 1 1 
ifte) Bell < Clu; Bi mall laea F = ptg G48) 


+m, %AH=1t<i<24-—m=2h, (348) 仍然 成 立 ， 
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(ii) te FF Æ BARE ga E C(C, Rt) RA glz) = gll 的 形式 ， 
HRF |] @RPAMBKRBH, BOK AK LI< Imi < « 
Q<j<6),Beg=-pt+tt=_Et Et HE MA 

If (a1) — fue); Beall 

SClu — uz; BÈ Hl gr (ean + Iga luadh] 
+ Cl ~ walle, So lus BR mall :N92atu) ls, 
ij=1,2 (3.49) 
这 里 gl) MED 中 的 假设 . 
(iii) WE O<y <1, f(z) BA 

Fid — f (za) < Ci — zal”, 2,22 EC. (3.50) 
mOcA<vwlsiml gwd eg e4rxA-F < G 
jatti Si+ h, ley 21, mw > 1, W 


| F(ua) — Fak BA, < Clie — ua; Ba all > eiliu 


有 


+ Cl — uala X fees BEE IY, 
F (3.51) 


证 明 Gi ny 是 平移 变换 ， Alt, AA Hilder PSR, F 


Wry F(a) — Fn = hye ~ u f Plaryu + (1 - aju)da| 
<Coll 7, 一 uhelgas, (3.52) 


注意 到 齐 次 Besov 空间 有 ,的 等 价 模 


-L 
les Bimli = f {sup #7" ||ryv 一 zl 可” d ， O<AK<1, 
0 last t 
(3.53) 
直接 推 得 估计 (3.48) 成 立 ， 特别， 当 入 = 工时 ,注意 到 A} = 
F}, 一 Bho 就 有 


Il Fu); Bial < CIV F(u) < Cile, B3 al] - 9) hb- (3.54) 
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(i) 由 人 的 结论 ， 容 易 看 出 
|F {rt} 一 Fuad ga 
<Clu — uz; BA yall Heli + Cle — valla les BÈ mll 


(3.55) 


这 里 1 一 2 十 a = È + ies w= f fi(vu, +O — v)uajdy. 注意 到 
i = E + E: 直接 验证 ， 
{ lella < gr (eer) [bee 十 让 gas | (3.56) 
[Ize — Tywlli, <C gel 2 je Tytti lls {gaus ) lla- 
利用 齐 次 Besov 空间 的 等 价 模 (3.53), 就 得 
Iles Be mill SC > lv; BA yall laeta). (5.57) 


ij=1,2 
WORF (3.56),(3.57) 代入 (3.55) A, BOAR Ht (3.49). 
(iii) 类 似 于 Gi) 的 证 明 ， 注意 到 ryw 一 w| < Cmax{|u, 一 
Ty th] *, |t = Tyta h, 就 得 


le — ywl < C$ Nw — mu (3.58) 


t 


因此 ， 直 接 利用 Besov 空间 的 等 价 模 (3.53) 就 得 估计 (3.51). 
注 记 3.1 (i)i fie) 满足 (Hi) 时 , AER pe 2,lersks 
œ, 上 一 “十 大 及 0<p<amintlnpr), 就 有 


{lf (2); < Cli; Bal - Heel? ile. (3.59) 
(ii) # fle) = |e)’ 2", O< uv <1, me Zt, A 


(zy — za”, m = 0, 


Lovie ow (3.60) 
2 | |z4 zyl 4 m 天 站， 


fle) 一 Faajls { 


定理 3.4 设 f(z) WE (H) H psp =14 345, u Æ (3.1) 
AYA A (u,us) E Wl) 7 CR. M p(t) = (uu) € CU, Xo), HEM, 
当 f= T, 20), 有 


lim U(-Oy(t) Xo= p+, UH.4). (3.61) 
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证 明 对 任意 2<r< 00,2 = yr) RO < yl) < 1, 2/m = 
v0), BN E iit, RNA 


jes ZIT; BAZ) + Is BO; BOHM) 


<Cllu (2); Xoll + UF; LP; BO. (3.62) 
注意 到 非 线性 估计 


Nf); DF: BEEN < Clu; L(I; BE 2), (3.63) 
这 里 


p(m/2—1—¢0)=nfi— BQ), (3.64) 
pir = q. 


| 0< p= BD) <1, 


由 (3.63) 及 (3.64), 易 见 定理 3.4 成 并 ， l 
引 理 3.5 设 f(u) WE (H1), p = pe, ICR, u€ L(I; Bia) 
是 (1) 的 解 ， 这 里 (p,7,9) 是 满足 


{n — 1) n+2 
p nal + (~~) > 1 (3.65) 
Ki— S$ AA = 7c, BA (u, w) © Me}. 

证 明 IWSiHRR SG RRR ON SHOR aS 
fhit, 它 本 质 上 是 Sobolev 嵌入 定理 及 非 线 性 估计 的 直接 缚 果 . 

引 理 3.6 ten > 3, flu) MA i) A o> 1. i (p,0,r) W 
Bite=pt+ér),0< 2 < y(r) = ys = EY. 定义 5 满足 
(p-1}(§ —@-S(r)) =1+4(r). MA t F fitt 


VKH Fiu); BE < Ce Is Be :lu BP oil", A2 0, (3.66) 


LKD (u1) - F(u2)); Bol) < CTO l — ua; Brall 


x $O lus BPP, p22, p> +alr). (3.67) 
1 二 112 
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IEE Ga) = Fea); Ball < Clef 1 fur — uz BP all 
x 》 [Jie BE. p< 2, (3.68) 


#=1,2 4 
RHe > ORShAWE P-L Dp>otafr. 

证 阴 OR AY Se eS BE 3.3 即 得 此 引 理 . 

下 面 采 用 部 分 压缩 方法 来 建立 积分 方程 (3.43) 的 局 部 可 解 
TE. 由 引 理 3.5 知 ， 仅 需 对 特殊 的 三 元 容许 族 ， 在 其 确定 的 时 
密 可 积 性 的 前 数 类 中 求解 . 由 引 理 35 就 知 此 解 属于 Oo). 我 
们 选择 的 中 介 空 间 是 


l= f) EU Be), (3.69) 


了 一 号 
这 里 rs = ZED (pj,r7s,9;) 中 满足 


—2 n+2 
(nF Ty IG 


3Yrs), (3.70) 


易 见 Birs) = +, 它 所 对 应 的 对 称 性 时 空 合计 式 
NK ae f; LIR, BESO YH < UF EY (BR; BEDI 


没有 导数 损失 ， 注意 到 (pz,rs,g2) 是 满足 (3.65) 的 一 个 容许 三 
元 艇 ， 自 然 ， 可 将 引 理 3.5 应 用 到 问题 (3.43) 或 (3.44) 在 Aol) 
的 求解 . 

定理 3.7 W EMH) p= p WA 

(i) 设 (uovo) € Xo, FEFE T > 0, JE (3.43) 有 唯一 解 we 
X(T), XR I= [to - Tito +T], HEM (u, &u) € Holz). 

(ii 设 (wo.v0) € Xo, 存在 了 > 0, 使 得 积分 方程 (3.44) BME 
—Rué A(s), XB I= [to — T, to +T] 进而 (u, Gu) E MoU) H 
满足 (3.61). 

(iii) 设 (uovo) € Xof 或 (u,v) E Xo). FH e > 0, 4 
(uo, voix, < (或 Iur vlxx < 时 ， 积 分 方程 (3.43) (或 
(3.44)) Z Ze ME — fE u € A(R). 进而 ， 有 (uu) E VOR) 及 


- x. 
-tjo = ys. 3.71 
RV et am 


0 < oa, < mint }< os 
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iE AR (i 2G) RG) ARAB. OF GD 的 证 明 类 似 
于 定理 1.7, 详 见 [GV7) 命题 2.1 UE. 作为 上 面 定 理 直 接 站 
R, RIA 

推论 3.8 设 flu) 满足 (Hi), E p= pe MERT Q4 在 Xo 
中 以 为 心 的 小 邻 域内 的 双 射 ， 

欲 获得 波 算 子 的 整体 存在 性 ， 首 先 要 证 明 相 应 的 Cauchy 
(ie HT 这 就 需要 如 下 确保 能 量 守恒 律 成 立 的 规范 不 变 

(Hz)( 规 范 不 变 条 件 ) 存在 函数 了 < CIC, R) 满足 VO) = 
0, f(z) = DY/Aez Ah 2 


V(z) = Vije) = -a@*|z/?, 2 eC. (3.72) 


引 理 3.9 # flw) 满足 {Hi),(Hz) Hp =p, fF CRE 
KJ. id to E T, (uou) € Xo, ult) 是 积分 方程 (3.43) ARH 
(jue) E Voll). 则 对 和 任意 st ET 有 


Bult), Oult)) = Eluls), Oru(s)). (3.73) 
证 阴 EAE NEMA, See 
[Vede [ V(ws) de = sRe far), Ha Yar (3.74) 


Mes (E); Xoll = Nes), 8): Xol = Re f (afr), Fur) hdr 
° (3.75) 

因此 ， 两 式 相 加 就 得 (3.73). 

对 波动 方程 而 省 我 们 总 感 兴 超 的 是 当 p = p, 时 ， 波 算 
子 的 存在 性 、 然而， 在 临界 情形 下 ， 非 线性 波动 方程 (3.1) 的 
Cauchy 问题 仅 在 初始 画 数 是 径 向 函数 时 ， 有 限 能 量 解 存在 ,或 
当 m<7 时 经 典 光滑 解 存在 ， 因 此 ， 无 法 获得 波 算 子 的 存在 
E. Ain, BRR fe) ERX p= p Mp <p, 满足 (Ha) BN 
有 如 下 滤 算 子 的 存在 性 结果 . 

定理 3.10 $ f ÑE (Haa, Hi p=p App 均 满 足 条 
件 (H1), 则 有 

G) 设 (u.v) € Xo, WANAE ICR, SHH (3.44) F 
在 唯一 解 ult) 满足 (uu) e DoT, 00), 进而 ， 此 解 还 满足 守恒 
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积分 (3.73) 及 (3.71). 特别 , 波 算 子 Ra i (us. va) > (u(0), Bu(0)) 
是 X PASH BERS. 

Gi) mi V > 0, WO Me 是 Xo 到 Xo 的 有 界 算 
=. 

iEAR GO 由 定理 3.7 及 引 理 3.9 就 得 . 

Gi) 注意 到 yw = (uu) V > 0 和 Sobolev RAXA, 28A 
出 

et); Xot? < E < let] Xoll? + Clet Xol? , (3.76) 


这 里 五 是 能 量 . AUG) 是 单位 西 群 . 因此 , 将 (3.76) 中 的 p(t) 
换 成 Uloge, 有 
UC eQ), Xoll? < E < Uey Xol? + CU (-t)y; Xoll? . 
注意 到 定理 3.4 就 得 
lett} Xoll? < jle; Xoll? + Clie Xoll? ,， (3.77) 
leas Xoll? < lso; Xoll? + Elpo; Xol” . (3.78) 
H Qi 或 QI! 是 Xo 到 Xo 上 的 有 界 算 子 . 
下 面 我 们 来 研究 波动 方程 (3.1) 的 渐 近 完备 性 .从 定理 3.7 
及 定理 310, 容易 看 出 ， 渐 近 完 备 性 就 等 价 于 :初始 函数 属于 
Xo 的 积分 方程 (3.43) WA y = (uu) 属于 Vol). 由 引 理 3.5， 
可 简化 为 对 任意 一 个 满足 (3.65) 三 元 容许 能 (ra) 证 明 解 
u= (u, u} E€ LYR, Bio 即 可 . RAR Be Ss 的 情形 ， 在 我 
们 证 明 中 , 要 求解 的 范 数 关 于 t+ 满足 一 定 的 衰减 性 , E Y(r) > 1. 
ii 4nr=—-3h, yvyo=1. 办 此 ,下面 的 讨论 结果 仪 对 nn 之 4 时 
成 立 . 证 盟 的 关键 是 通过 挤 压 解 的 不 同 的 估计， 使 得 解 具 有 误 


减 性 .这 就 要 用 到 刻画 波动 方程 弱 衰 减 性 的 Morawetz 不 等 式 
( 见 [MS]). 设 f(z) 满足 【Ha), 引 入 辅助 方位 势 


Wile) = f(z) - VQ). (3.79) 


特别 ， 当 f(z) 是 单项 式 时 ， Wiz) = SPP. +> ge) = 
(£? a?) 3,g1(x) = V - (eg), 直接 验证 有 


(n-1jg Sg Sng, Va <0 n>3. (3.80) 
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引 理 3.11(Morawetz 不 等 式 ) Wf wa (Hi) A p=p 和 
(Ha). 设 了 C R Je K Ej, to = T, (ta, Yo) € Xo, u(t) 是 积分 方程 
(3.43) 的 解 且 (u, uz) E Yoff), WM Yt, s € RANA 


t 
f Í. gila Wi ur, æ)ldædr = —Reiu, vg-V+V-ag)u)|.. (3.81} 


证 明 注意 到 算 子 z.V+ 了 .zx 是 空间 变量 伸缩 对 应 的 生 
RÄ, KOS) 本 质 是 伸缩 不 变性 的 修正 形式 . z 的 出 现 使 
之 无 法 在 能 量 空间 中 定义 , 因此， 引入 函数 g(x) 正 是 修补 这 一 
缺陷 ,我 们 现 给 出 形式 推导 ， 严 格 证 明 仅 需 利用 正则 化 方法 及 
ue Yo) 的 性 质 来 得 到 .直接 计算 


~d,Re(Ou, Au) = Refr u, Au) 
= —Re{Au, Au) + Re( flu), Au}, 
(3.82) 


这 里 用 到 4 的 反 称 性 及 方程 3.1) AS. 另 一 方面 ,注意 到 
(Au Au) <0 及 


Re(f(u), Au) 一 jcoae (3.83} 


因此 ， 和 将 此 代入 (3.82), 并 对 TT 积分 就 得 (3.81). 
注 记 3.2 (i) # V20, We viscl Back, A 


S foo, (u(r dzdr < 2E. (3.84) 
fi # I= R, Wi > 0, Ra +0, Wl (3.81) 就 是 
* _ 25 
ff. z| WulD)dzdt < 一 一 (3.85) 
从 估计 (3.85) 可 以 看 出 ， u(t) AA) RA A A IR eS 
的 局 部 解 . SESE LL, WẸ ult, 2) = Ale — vt), flu) ARR (H. 
(3.5) 式 ), 则 (3.85) 就 意 昧 着 


cf jti tariat: = 0. (3.86) 
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LING, ult) Se Se A SR, TA UEA E A A 
到 co. 然而 由 于 波动 方程 的 传播 速度 的 有 限 性 ， 第 二 情形 是 不 
可 能 .进而 ,可 以 看 到 ， 局 部 能 重 守 但 可 以 很 好 地 刻 另 波动 方 
程 解 的 有 限 传 播 . 记 OCR", YS R\N, ENN ERRER E 


E(u,v, M) = f + |Vul? + Viu)dz. (3.87) 
n 


特别 ， 我 们 常用 = Blr, R) = {x € R”, ir- zro < R} 这 一 特殊 

情形 . 

引 理 3.12 i f WE (H) H p= ps 了 同时 满足 (He) H 

V>0. BICR,OCT, (uo, v) € Xo. i ulta) 是 积分 方程 (3.43) 

HAH (u, hw) € YolT), 则 对 所 有 roe R"; A > O 和 t cd, 有 
F(u(t), 0,u(t), Bizo, R(t) < E(u(0), 2,u(0); Blo. RÐ, (3.88) 
E(u(t), Bult), BY (xo, R — |ti) < E(ul0), Ou(0); B’(2o, R)). (3.89) 

证 明 ERR miz) E C(R, RY) HWE 


0,8 <0 
mt{s) = { Leo] 0< m'(s) < 2. (3.90) 


id m(s)=m(s/e), 采用 正则 化 方法 ， 直 接 计 算 ， 就 有 
[mc = t= [alii + Hv + VGH Vu) He 2)de 


< f maz _ jal) {| Ayal? + [Hy Vel? + VV) }(0, c)dz 


+f dr | mr — 7 — |e)2ReH;ù( f(A;u) — H; f(u) (r, x)dz, 
0 (3.91) 


这 里 A; = Hj; 是 (3.25) 定义 光滑 算 子 . 对 固定 s, 记 mlr, e) = 
mte( 卫 一 了 一 zl) ,这 样 
| f it) ef yay) 
<C |li; £9({0, tl; BEZH- lef (Hwy LY (10,3]; BE PI 
<C|t|* i; £90, t]; BEz - {Im, E” (10, t], °°) 


+ |F, L™ ([0, t), Bey Pl} x le; 2710, t); B? a)l, 
(3.92) 
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RBS =1-psh,1-2=6 AB, LEAP Sur) 来 
RE SOC) 上 式 仍然 成 立 , 在 (3.91) 中 ,对 固定 。> 0 先 
HR 了 一 oo, 由 Lebesgue fE Wt Bt BLT) fa (3.91) 的 最 后 一 项 趋 
向 于 0. RG, Se 40, 就 得 估计 (3.88),(3.89). 
推论 3.13 it I= R, E3 E 312 的 条 件 下 ,对 "mn >0 有 
和 ab (B"C0, (1 + DN = 0. (3.93) 
下 面 主要 任务 是 借助 于 估计 式 (3.85),(3.93) 来 证 明 : 对 革 
个 满足 (3.65) 的 三 元 容许 入 (org), 证 明 ue LR, B25). 42 


kolt) = K (ju + K (tvo; BPalls KE = lult) Beall (3.94) 


至 于 满足 (3.65) 的 容许 对 ， 我 们 仅 需 对 充分 小 =>0, 取 ~Y{7) = 
1+e0o=3-& 就行 了 ,充分 利用 对 pi <p. po >p W 
足 (Hy) 的 特点 ， 来 证 明 u e LR, BP). 

引 理 3.14 Hna, flu) KF p=po<p. Mp=—pi > p 
都 满足 (Hi), 设 (pra) 是 由 yr) =1lte,o=4-cGRB ce HG 
AS) 来 确定 的 ， 设 to = 0. (uovo) € Xo, ult) 是 积分 方程 (3.43) 的 
解 且 (uu) € Votoc(R). MFE y= fe, pi, pe) >O 及 MLE) 使 得 
u 满足 什 计 


k(t) < ko(t} + M(B} f min ft — r| Om min k(r) t ”dr. (3.95) 
0 
证 明 利用 第 十 一 章 的 引 理 2.2 及 时 空 估 计 ， 就 有 
IKG- 1) f(r); BEDI < CE 一 了 的 pe BYP“ us Ba”, (3.96) 
这 里 要 求 i sr, A=otall) & (p—1)(n/2-1) = 1+0) (vy -1)o, 


By, SE fr eR 
¢=1-9() — (wv — ljo. (3.97) 


下 根据 上 E71 siR p-r KER] A u, 使 得 


O<vsl-= <1 (3.98) 
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Ry., t-r Sc lA, WOU Su <1l-«, RR 
226 <l+oe= fele 充分 小 ) 就 能 确保 (3.98) 成 立 , 此 情形 对 
应 着 pz < z4 +1 的 情形 . 4 ji-r| 21, R y(i) =r Ele, 
此 时 ， ARO<¢<e-e= 5-2, AB Rah, 就 能 保 
证 (3.98) 成 立 ， 此 情形 对 应 着 p > 14+ pty 的 情形 . 特别 ， 取 
ve =1lte 分 别 对 应 着 pl 与 po. 这样， 就 积分 方程 (3.43) 两 边 
取 Bo, Re, Me Rt > 0 的 情形 ， 就 有 


k(t) < kol) + ax Dd kA, (3.99) 
+ 
此 处 
p(t) = C min |t|" E ju, L= (R, HPT", t>0, 
l p(t) = 0, t<0, 
(3.100) 


由 此 就 推 得 估计 (3.95). 
(Hs) ”存在 C>0, 对 pz <p, <p 及 任意 :EC 有 


Wilz) > Cmin(|z|"7", jett). (3.101) 
引入 辅助 范 数 
| Bra) = Le) (LD = sup ||k, L7{[t,¢ + 1])I].- 
t,[t,e+1JCr 
(3.102) 


由 引 理 3.14, 容易 推 得 如 下 结论 : 

推论 3.15 Hon > 4, fi) H} p =p 及 P= pa <p 满足 
(Hi), (H2),(Hs) E Vey) > 0. Rau 5 kt) 同 引 理 3.14, 则 存在 
ea >0 及 和 尾音 1»0, 总 存在 a >0 使 得 


lk, (E faa HS e (3.103) 


综 上 所 述 ， 我 们 就 得 如 下 渐 近 完备 性 : 

定理 3.16 Hn > 4, F{z) 对 p= po <p. 上 p= > Ds 满足 
{H,),(H2), (Ha) 并 且 Vtu) > 0. 设 (uo, vo) € Xo, ult) ER 9 A f 
(3.43) 解 且 (u, uw) € Votoc(R). 则 (u. du) € a(R). RR, AE SE 
备 性 在 Xo PRE. 


- 671 > 


512.4 非 线 性 Kiein-Gordon 方程 的 散射 性 理论 


本 节 我 们 考虑 如 下 非 线 性 Klein-Gordon 型 方程 


Ut — Âu + m'u + fu)=0 (tr)eRx R" (4.13 


HE HE HS, km 40. 相应 的 自由 方程 就 是 
ty, — Au + mu = D. (4.2) 
它们 所 对 应 的 Cauchy 问题 是 
u(0Q}=p{z), u(O=w(a), (ye) E HHR”) x LR”). (4.3) 
我 们 总 假设 非 线 性 函数 fiu) 满足 条 件 (Hi). 
(i) FR) CR, F(u) = fo f(w)dv > 0. 
(ii) [FO (u)| < Clule-?,7 = 0,1. 当 p>2 时 7 =0,1,2. BE 
而 满足 估计 
FO- Fe) E Clu aa, pp $2, 
F D| < Chuje ?, p> 2. 
(iii) uf(u) —2F(u) > aF(u), a > OFF A uf(u) —2F(u) 在 
u = 0 aku = oo 处 是 非 平 坦 的 ， 即 存在 BG >O, N > ORE 


F(u) > Bu + uh, p Sp < oo 


注 记 4.1 (1) (Hi) 的 名 是 确保 方程 (41) 具有 正 值 能 量 ， 
EAP BE AE AF MEPE FETE MS BE 自然 ， 是 波 算 子 存在 的 前 提 
性 


(2) 条 件 (Ha) 的 (ii) BHT u = oo Ru = 0 SARAH R 
itu) 的 增长 的 限制 . PA ec = 0 a, 上 界 则 是 对 w= oo 
处 的 条 件 . : 

(3) uf(u) 一 2F(w) > 0, 主要 是 确保 方程 (4.1) 不 存在 有 界 态 
和 行 波 解 . 

非 线性 Klein-Gordon 方程 的 散射 性 理论 结果 非常 复杂 ， 为 
了 突出 重点 , RN HK MS SE, 具体 证 明 可 参见 


，6r2 ， 


相应 的 参考 文献 , ASR RPE BD A SESE, BR g = (uue) 


Po = (0,,f(u)) tHe h a ae )e SM Ct) BT 


2 = iHog + Pg, g(0) = (u(0), w(0)), (4.4) 


相应 的 自由 方程 是 


2 一 Hog, g0) = (wu(0), ualO). (4.5) 
易 见 Uolt) = ee te X = Htx L? 上 是 一 个 单位 西 群 . Klein- 
Gordon 方程 相应 的 能 量 模 是 


lwaale = hulle = 了 isoP+leeP+malaplaz (4.8) 


记 了 五 的 是非 钱 性 算 子 ?Go+ 忆 生成 的 非 线性 整体 沛 ,换言之 , 9 三 
UAOO 是 (4.4) 的 整体 解 , 渐 近 完备 性 就 是 寻找 gr EH) xE, 
使 得 


le) — Vo(t)ga: XI| = Ug(0) — Uolt)gs; XI| 30, to en) 
4, 
完全 类 似 Schrödinger 方程 的 情形 ， 由 Cook 方法 e, 我们 有 如 
FRM: 
命题 4.1 gz, = (u(t) ut) 是 (4-5) OR, FARE 


f ” (lPgljxdt = f ” IF Cublladt < 00. (4.8) 


NU EME gifs) eX TES (4.7) Ro, RET REN R 
FS: g(x) > g(x}. 
先 来 回忆 一 下 线性 Klein-Gordon FEN — BAKAR. 
(A) 32 wolt) 二 (tp 十 Kw 是 问题 (4.2),(4.3) KE, aE 


_1 sin(1 + [€|?)2¢ ___ sin(7 一 Ajit 


K(t) =F } 
区 G+ T-A) 
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由 第 十 章 定 理 45 可 见 
IKOH cot SED elles, le] > 0, (4.9) 


=E eTe), [tl>1, 


Bt) < ， ‘of 7 4.10 
ECL porr maw, ied ane 


l<ps2spr<moit+p;=lia)=3-7,059<1F 
Aap }(n+1+84) <14+s-—s'. 注意 到 +s -as ~ Qnafp') > 
-(n-1-@)a(p’), RFE (4.10) FH, 148-9 — 2naly’) 可 搞 成 
~(n-1—-8)a(p'). 

TEM Ali KEP) 称 p',s' MERI (*);， 如 果 它 满足 
ata =12<p' < 00, WHE 6 € (0,1) MA (w—-14+6)a(p') > 1 > 
{n—1—O)a(p'), FX O< s< p—1, HE (n 41+ 0jalp} < l4+s—s’. 
容易 看 出 ， (x) 条 件 可 确保 E(t) E Li(R). 

(B) i u Æ i E [4.1),(4.3) 的 解 ， 则 有 如 下 和 守恒 律 


E(u) = lal? + 人 F(ujdz = const, teR. (4.11) 


(C) Morawetz 59 BURA TT. H u Æ la] Bl O(4.1),(4.3) 的 解 ， 
有 ， 


uf(u)— 
j f ae = W dedt < CE(u). (4.12) 
车 以 是 其 有 紧 支 集 的 解 ， nn 
j f uf ae J u) ledt < CE(u). (4.13) 


E42 XER 上 的 一 个 Banach 空间 , 称 自 由 Klein- 
Gordon 方程 的 解 uot) E Laok X), 如 果 |luollx € £9°(R) Aa 


pule) = p(s) V(r) = 4r) la] < Re, R, >o, (4.14) 
使 得 以 pL (a), Yule) 为 初始 函数 的 解 uow(t) 满足 


iow (2); E” (R, H7(R")|| < 00, uortt), L" (R, XN < 2%. 
(4.15) 
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嵌 肋 于 上 述 事实 及 非 线性 估计， 我 们 可 得 到 非 线性 方程 解 
的 时 空 佑 计 ， 

定理 4.2 p> it, ip, WE b. 4e <2, ME 
分 接近 Pp 一 1 的 s, p's WE (+)s, Kult) I Bf (4.1),(4.3) 的 唯 
一 解 ， uo{f 丰 是 (4.2),(4.3) 的 解 . 设 


(n + 4na(p’) — 2(1 + s) + 28") 
(2 — 2) 


1+ 4a(p') < p < plp, s) = , (4.16) 
如 果 uolt) € La lR; By 2), E(t) € L(R), ++ i = 1, 则 ul) € 
L” (R; £3,). 

定理 4.3 在 定理 4.2 的 假设 下 , 进而 设 volt) E La (R, BS 2)， 
则 w(t} € LP (RL ) N LPR; £4,). 

注 记 4.2 了 介 设 o>0, 辫 二 4 一 0,96 是 gc MRM. 利用 
Sobolev 嵌入 关系 £5 = Le 及 Klein-Gordon 方程 时 空 居 计 ( 见 
第 十 章 定理 46) ew, AB MRAM Ht x 天 那么 


ug(t) € F(R, £2 °° (R")). (4.17) 


(ii) 定理 4.2, 定理 4.3 是 时 空 估计 及 下 面 非 线 性 估计 的 直接 
eB, DER i UW |Br2l. 
引 理 4.4 GG) eo) Re, BMO<y <1, 


1 + 4a(p’) ~ 2a(p")n < p < pn — 2n{na{p’) — 1+ 8')/(n — 2), 
2-n<p, pr =(n+ 4na(p’) —44 2s'}/(n — 2), (4.18) 


那么 | 
lfe EIES Chulla s LEP. (4.19) 


(ii) 设 h AE, WME O< ye <1 满足 


1+ 4a(p')+2a(p')n <p Spr, 2+7<p, (4.20) 


(F(a); LER”) I< Clefa "Nw; £2". (4.21) 
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(iii) 设 (+) R, MRR O<n <1, WE 


1 + 4a(p') — 2a(p’)n £ p < plp’, 8’) 


_ or talp) + s) + 2(o—-1-s)] 


{n — 2) 
l+ts-y<ps2—-n, (4.22) 
HBA 
|f (ve); Bpa RI Chulla es LEO", (4.23) 
这 里 


pip, s) = (n+ 4né — 2(1 4+ 8) + 28") /{n — 2). 
(iv) 设 (*)s Ri, MRE SOB 


1 + 4da(p’) + 2alp’)n < p < ply’, s') ~ 2(e — 1 - 8)]/(n — 2), 


ltes+ty< p24. (4.24) 
则 
Fle): BE ol] < Chul "hs LET. (4.25) 
证 朋 直接 利用 第 十 一 章 的 引 理 2.2, REREAD 
计 


| 定理 4.5 E 1+4 SpE 1+ —4_, u_(t) E A H Klein-Gordon 
方 的 柯 西 问题 


u_(0) = p(x), du-(0) = (7) (4.26) 


的 解 ， 则 
(a) 存在 非 线 性 Klein-Gordon 方程 (4.1) 的 解 u(t) 满足 


lim lju) -ulle = 0. (4.27) 


(b) 如 果 f f lult, ry tidrdi < oo 则 存在 自由 Klein-Gordon 
的 解 u(t) 满足 
Jim |lu(é) — ue Elle = 0. (4.28) 
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证 明 对 于 任意 (y_(z),¥_(e)) e Htx PCR"), 由 局 部 存在 
HEL, FET RGA, APA 


u(t) = u_(é) — J. K(t — vr) flulr dr (4.29) 


Æ I = [-00,—T] 上 有 唯一 解 u(t) © CU; HY) n L+ Lett), 并 

H E 
B(u) = llul? + f F(u(t))de = |\(y-.#-)IZ, Weed. (430) 
u(t) — ulg 30, t>o. (4.31) 


记 u(t) 是 非 线性 Klein-Gordon 方程 的 整体 解 ， 如 果 op, 满足 
(*),, 由 定理 42, 定理 4.3 就 知 


u(t) € LAR £5,(R")) LPR x R”). (4.32) 
定义 
u=- Ke- rfu (433) 
我 们 断言 u(t) E HR”), FHA 
[|e(t} — usta —> 0, t —co. (4.34) 


HREM T REF ON :u (2) > u0) RAF 8 u(t) — u(t). 
于 是 ， S 就 诱导 出 Ax Po xA 的 良 定 的 散射 算 子 


5 :(p-(a),¥-(2)) > (9+ (2), v42). (4.35) 


因此 , 下 促 需 证 明 断 言 (4.34) 成 立即 可 . 由 (4.30) 及 (4.21),4.25), 
容易 看 出 


u(t) — uy); AES Í E(t — r)lla; £ ||dr 
t 


oo ; 1 
<C{ f juft); £2, Nar) EC) +0, t> o. 
t (4.36) 
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由 能 量 守 恒 不 等 式 (4.30), 知 


sup lulta < æ. (4.37) 


Ba we, ey Bay RE J HNH 
ult) -u 30, t>o, E HR) 中 成 立 . (4.38) 
PB g = (velo) ei(ey) e Ax LY Bult) Æ t= 0 的 初始 
状态 . ARAB AR H! oc L aH jelt) —urlle — 0 
(f = o0). KH, Pole o> Let! 及 插值 定理 可 扒 得 
u(t} — upit) 90, t>o, (4.39) 
往 意 到 u (t) E LR x R”), u(t) RF EER RELTA 
连续 ， 进 而 ， 由 Sobolev 嵌入 定理 A'S LR”) BE ugit) 
基于 上 在 Let 模 下 一 致 连续 ， 因 此 
Nr {Hla > 0, t-> 00. (4.40} 


由 (4.39) 就 推 得 当主 一 oo 时 ，12 人 or — 0. 页 


No. (2), br (EDH = her (D2 < lim inf ul) = lim inf Ba 人) 
= E(u(t)) = Me- (2), 4- (E. (4.41) 


显然 
w(t) = ust) + | KE- reld (4.42) 


是 满足 ws 的 == ule) 的 方程 (4-1) 的 解 ， 注 意 到 u(t) € 
LIR x R”), 直接 估计 


leet) — ult) lou < C” / E(t — r) (|lu? 二 use 
t 
x ualorrar + C Ele- ullar, 
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从 而 有 
f la 一 abletiar< ec Í Glet Et + lutet adr) 
x f tu wiligtier + 0% f tiay. (4.43) 


注意 到 lula, lislri € ZHR), 故 可 找到 不 依 束 s 的 To, 当 
t> T, WA 


f lug(r) — u(r)IP2ttdr 30, s> oo t2 To (4.44) 
t 
特别 ， 存 在 子 序列 s; 一 oo 满足 

|ua; (t) n u(tiilori “+ 0, t> Zo; Sj > OW. (4.45) 


对 这 些 RANA u(t) AIO Le 及 


B(u,(t)) = E(us(0)) = Blus(s)) > Ilev) s5 一 oo 


(4.46) 
因此 ， ua (t) S u(t) ea Pe, FH 
lett) lla < sm, inf jte; (bla. (4.47) 
利用 F < Clue", 自然 有 
f rua < Jim, f F(u.,O)dz, 
因此 
E(u{t)) < lim Elus (t) < e+e) p+ (He. (4.48) 


利用 能 量 守 乌 律 (4.31), W f3 
E(u(t)) = Ker lr), 4 lle = lile- E) t- ENlle- 
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rH HE A, SA BY (4.38) Bae Re SA OF SEH (4.35). 从 而 定理 
4.5 得 证 . 

FR RUE, 41+2<p<1+3, i, FFRTRE 
理 4.6, 可 得 到 (41) WA u c LOR) 由 定理 4.5 就 得 到 散 
射 算 子 3 是 HR") xR) 上 良 定 算 子 . 

定理 4.6 Hn>3,14+2<p<l+-4, #0=1#H (qra) 
如 同 第 十 章 定理 4.6 的 条 件 ， 记 u(t) 是 非 线 性 Kiein-Gordon F 
程 (4.1),(4.3) 的 解 ， 进 而 设 

(a) inna) < p< p(r,0); 

(by gf fn — 2)alr) < 1; 

(c) nafr) > 1; 

(dì) (n + 2)a(r} < 201 — o); 

(e) {n — 2)a(r) < 1 — 2a). 

网 ult) € LR, L (R”}). 

证 明 容易 看 出 , 条 件 (a),(e) 意味 着 (+), 成 立 . HL? — LP 
fi tt (4.9) 可 网 ， (b) Ba E(t) ¢ £9°(R), 故 由 定理 4.2 就 得 
Rue Le (R; C31”). 由 定理 43 知 ， 当 uot) E LR, £7(R")) 
时 ， u(t) E L°(R,L7(R")). HM, HES (c(d BARKS 
第 十 章 定 理 4.6 的 关于 7,g,s.0 的 假设 . 特别 对 8g = 2 时 亦 为 如 
此 ， 从 而 u(t) E LR, L (R=), 因此 ， are 

引 理 4.7 Bn >3l+e4cp 1+ 4, & ut) 是 问题 
(4.1),(4.3) AOR. WH 1+ 4a(r) < p B14 4olr) 充分 接近 p. 则 
对 满足 2 <a(r)< — Wr, 8 u(t) e LR, L (R"))- 

iE NAER 46 PRE g = 2, nalr) > 1 HE 
或 对 满足 全 二 一 #, a(g) < F(1—(n— 2)a({r)} 的 rq RSL. on 


(n—Dalr) <F+a(g)+2, ala) < 5 -(w-2alr)). (448) 


BR, HM 4.6 的 条 件 (b), (e) 成 立 . 进而 ， 当 afr] < -H 时 ， 
对 于 我 们 选择 的 o, 条 件 (d) 显然 成 立 ， 现 在 验证 定理 4.6 的 条 
fF (a). 当 n<4 时 ，p >22, AAH nalr) > 1 意味 着 a(r) > 工 ， 
从 而 

14+ dalr} < (n+ dna(r) — 4)/(n — 2), (4.50) 
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Ail (a) RE. Sop <2 时， 对 某 个 充分 小 的 >0 由 p< 
1 十 4atnj) 十 2' 可 经 推出 p < p(g.0). 此 时 5s=(p-1-s)f{e>0). 
因此 定理 4.6 APWE. MUMS E 4.7 得 证 . 

推论 4.8 设 n 二 31+3 < p< 1+ 44, WSEAS Klein- 
Gordon 方程 的 Cauchy 问题 (4.1),(4.3) 的 解 ule) e LetTHR”—), 

证 明 OE a fet { 见 第 十 章 定理 4.6) 及 Sobolev RA 
理 ， 有 u(t) e LH(R"+!), MAA n Mp 可 选取 满足 
nolr) > l afr) € (5,427) 且 满足 1+ 4dolr) < p, 故 由 引 理 47 就 
得 u(t) € L2(R,L"(R")). 

注意 到 elp) < alr) H utt) © L°(R, HR"), 因此 ， 只 要 
取 (6+ Dele + 1) = 2a(r), 则 ult) e LTR, Let (a+!) 由 于 
H! bet! A, we LO(R, LPR"). Bik, RM Ri 
明 2a(r) < (p+ lje(o +1), 就 能 推 得 5 < p. 利用 插值 定理 即 得 
u(t) E LHR”). WAR RAL elr) e (2, 44), (2+ 1e(p+1) = 
(Pp 一 1) RHE p > 1+4a0lr) 就 得 关系 式 2afr) < (e+ 1)0(p+1). 

综 上 定理 4.5~ 推论 4.8 就 得 

定理 4.9 Hn>3,1+4<pc1+—4. 则 非 线 性 Klein- 
Gordon 方程 的 散射 算 子 在 旦 ! x LR”) ÆR ÆR. 

mid 4.3 K TIETE Klein-Gordon 方程 的 散射 性 理论 ， 
我 们 还 有 如 下 进 这 一 步 结 果 : 

定理 4.10 n23, i+Í <p<1l+z4z M3 JEH Klein- 
Gordon 方程 (4.1) 4: — AR u(t), 存在 自由 Klein-Gordon 方程 
(4.2) 的 唯一 解 u(t) = K(t)pa (x) + K(t)plT), (vs (2), H4(2)) € 
H’ x L2(R") 使 得 


uit) 一 uitjie 4 0,t 4 oo. (4.51) 
WEAR 由 引 理 4.1 可 见 ， 证明 定理 4.10 等 价 于 证 明 
f ~ [LFlu(t)) edt < o, (4.52) 


它 是 如 下 Ly, CL 衰减 稍 计 
ul < C+ fe)", teR, (4.53) 
Helle, < CO + fel 7, teR (4.54) 
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及 Helder 不 等 式 的 直接 结果 ， 这 里 Lc p< 2 <p! < o, 1+ 
da(p') <p, (n—l1)alp’) <1, p WEM 4.10 MRA. 证 明 估 计 
(4.53),(4.54) 的 主要 工具 是 估计 (4.9) 及 非 线 性 估计 引 理 4.4. 详 
见 [Br2] 和 [GV6]. 


§12.5 经 典 量子 场 方程 的 Cauchy 问题 


经 典 量 子 场 方程 组 是 现代 数学 及 现代 物理 中 最 重要 的 课题 
之 一 . 局 部 适 定 性 的 研究 有 一 般 的 结果 ， 参见 [Cr] REA, HF 
非 线性 项 的 强 耦 合 及 长 范围 效应 的 特征 , 在 空间 变量 维 数 n>>3 
时 , 相应 的 定 解 问题 的 整体 可 解 性 一 直 没 有 很 好 的 结果 . 当然 ， 
在 特殊 的 情形 下 , W: 对 称 解 . 零 规范 条 件 等 情形 下 , 有 部 分 结 
E, A [Ba] 和 [CG2]. HF n <2 NB, Meow Cauchy 
问题 ， 诸 如 Dirac-Klein-Gordon Ff #2, Maxwell-Klein-Gordon # 
Fe, Maxwell-Schrédinger F#, Klein-Gordon-Schroédinger 方程 
等 都 有 一 些 很 好 结果 ,可 参见 [Ba], [CG1], [CG2], [CG3], [52], 
[Ts2], [HW], [Mi3] 和 [Mis] 等 结果 . 究 其 原因 ， 经 典 的 研究 方 
法 对 高 维 情 形 已 不 适用 . Am., BE ihih AR A BEA g 
Kit, 使 这 一 领域 的 研究 有 了 新 的 突破 ， 从 Kleinerman 和 
M. Machedon!KM3] 关于 Yang-Mills Ar FE AT TRS a. 现 以 
Maxwell-Klein-Gordon 方程 为 例 , 详细 讨论 Maxwell-Klein-Gordon 
方程 在 Coulomb 规范 及 瞬时 规范 下 Cauchy 问题 的 能 量 整 体 解 
E H. 的 适 定 性 ， 主 要 方法 是 线性 波动 方程 解 的 时 空 千 计 及 渍 
足 零 形式 的 非 线 性 项 的 时 空 估计 . 读者 可 以 从 中 体会 到 时 空 佑 
计 在 量子 场 方程 研究 中 韵 重 要 性 R? E Maxwell-Klein-Gordon 
方程 对 应 的 Lagrangian W RE pe BX fe 


L= -7 nape? 一 5 D.o Dvd, (5.1) 


这 里 重 服 出 现 的 指标 表示 求 和 , 本 节 中 希腊 字母 的 求 和 范围 均 
是 0,1,2,3. 英文 字母 的 求 和 范围 是 1. 2, 3. 由 RRR RE, 
而 


Fag = aA — OgAq (5.2) 
ERER, Aala 一 0,1,2,3) 表示 4 AERA, 而 
Dy = $0u0 +idA,g, (5.3) 
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表示 由 {Aq} 诱导 的 协 变 导 数 , 对 Yang-Mills 方程 而 言 ， 相 应 的 
电磁 场 
Fag = OuAg — OgAq + [Ao, Aal, (5.4} 


[Aa Ag] 表示 Poisson 括号 ， 由 Lagrangian 原理 Is h L EH 
Maxwell-Klein-Gordon 方程 具有 如 下 形式 


DDre= 人 0. l 


它 的 能 重 一 动量 张 量 是 
Fap = 5 Fau FS + Fay" Fi-+Re(D° $D°6)— 3map- D EDES, (5.6) 


这 里 (map) HELA 一 1,1,1,1 IR BY A HE AH EA Minkowski 
EE, Fag = teag, fags = +1, EMS RAF H (a, 8, 7,9) 
的 逆序 数 的 侦 奇 性 . 记 上 = e, xs (ehas 将 电磁 场 Fag 分 
和 解 成 电场 与 磁场 两 部 分 ， 就 有 


. 1 
E; = Hoy if, = Fo; = sei. (5.7) 


自然 也 可 以 将 规范 四 维 能 量 向 量 4 分 解 成 Ao 与 4 = (Aj) 
(j= 1,2,3). BBR oit, e) H Ye = (Gh 表示 空间 榜 
E, H de= (hp, V9} Fea RARE. 0 = 8° = ôn 0; = 一 全 
H O=- -+ A # AHHH) D'Alembert $F. Maxwell-Klein- 
Gordon FH STERIA EAE 


JTË =0 (5.8} 
pS, $ P= 0, 上 式 就 是 aT a aTh =0. AE a E E 
守恒 律 


1 3 
E(t) = J TC, rae =3 R + H* + |Dod|* 一 5 (Dip dx 


j= 


=&(0), WER. (5.9) 
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#4 AAA DEBRA, 4 £(0)< oo ht, 证明 M-K-G We (5.5) 的 
He eet AE AST EEE. 

由 于 Fes 并 非 叭 一 地 依赖 于 4，Maxwel-Klein-Gordon 7 
程 组 也 是 依赖 规范 条 件 的 量子 场 方程 ,事实 上 , 用 Atau 
代替 An ex 由 来 代替 6D, = 0, tid, BM eX Die, 那么 ， 
aH Ay, D, A o VR KB Maxwell-Klein-Gordon 方程 ， 因 此 ， 
TE A PE A) TT P 1S) AE TE P EYP OA E T A Aa E. 本 节 我 
{TE Coulomb 规范 条 件 


VIA, =0. (5.10 
下 面 研 究 Maxwell-Klein-Gordon Fy #€ (5.5) 的 Cauchy 问题 . 26 M 
的 规范 条 件 还 有 Lorentz 规范 、 肯 时 规范 等 ， Coulomb 规范 的 
特点 是 具有 椭圆 型 特征 ， 确 雪 的 讲 ， 由 五 和 由 通 过 求解 梢 图 
型 方程 可 以 上 唯一 地 和 确 4; 与 Ap. BSE, h 15.2),(5.5) 及 (5.10), 
可 以 看 出 . _ 
| AA = © Fjo = —Im( oD o¢), 
AA, = F Fy. 
因此 ， 由 Fas € LUR?) eM — A, © HHR?) 满足 (5.20) 和 
(5.10). fF), Aa Ftit 


Xd IV; Aalt, Jlle < EE, Mle + I, dle. (5.12) 


(5.11) 


IH, SS FEE go A, gd): 


Oho, A, KE) = Yo laa Aalt a + ol, Ye + F lao, Ie 
me (5.13) 


这 里 上 -上 表示 对 空间 变量 取 LR?) HB. 

SEM 51 wee 6 5 AL 光滑 旦 满足 Maxwell-Klein- 
Gordon 方程 (5.5), BR {ww, Aa) Æ Maxwell- Klein-Gordon 方程 在 
Coulomb 规范 下 的 光 衫 解 . #6 © co THH nC1((0, Th L’), 
A, E€ (,0,T];H'), €Ag € C(O, T); Ti 且 在 广义 意义 下 满足 
Maxwell-Klein-Gordon 方程 (5.5), WER (¢, Aa) SEI MAR. 

命题 所 1 i Ao, A, g 是 Maxwell-Klein-Gordon FF (5.5) 在 
Coulomb Wyt F S607 fH, tn R 


Go = G(0) < œ, (5.14) 
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则 对 Vt > 0, 存在 仅 依赖 go 的 正常 数 C, 使 得 
g(t) < COA +4). (5.15) 


证 明 BPR, E(t) = €(0) < Go. 由 估计 (5.12) 可 见 


So SoD Aalt, Ile < CG. (5.16) 
注意 到 
g _ 
ai Í. lý dr =2Re Í. põıpdz = ane f ¢ Dodds: 
<2] ¢||2/|Podlla < CGalldlle, 
四 此 
lolt, le < CO + t)Go. (5.17) 
利用 播 值 不 等 式 ‖glls。< [OF ill? 及 Sobolev RSX, 容易 看 出 
lels < Clvola, as<clvala< Co. (5.18) 


注意 到 ||Vidlle < Diele + Adl, 因此 ， 


llla SCG +Y ||Dedlle + | Acdtle)? 


<CGÈ (1+ t)2(CGo + |Allellalla)? 
<C(1 + t)Go(1 + Hells)? 
此 意味 着 
IS, Js < CU + tSo, [Ydlz < C(1 十 用 go. (5.19) 


同 理 ， 由 Dod 的 定义 及 (5.18), 容易 看 出 
ldel < HDogllz + f[Aodlle < CU + t)Go. (5.20) 


于 是 ， 由 (5.16)-(5.20) 就 得 估计 (5.15). 
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在 Coulomb WWA F, Maxwell-Klein-Gordon 方程 (5.5) 


可 以 写成 _ 
DA; = lm(¢D,5¢) + Om Ao, 


DAD ue =O (5.21) 
AA = —Im(4D;¢), 
ViA; = 0. 


HRS VIA = 0 R (Vx AS; Sey Ve Ar Al, Vx (Vx A) = 
AA 现 记 是 管 向 量 场 到 散 度 为 0 的 管 向 量 场 上 的 投影 ,对 
任意 向 量 BRA 

PB = AV x (V x B)). (5.22) 


这 里 用 到 (LP = {uw € (LI?) divu = 0} © {wu = VS, VF € 
(LP)"}. BR, ME VIB, = 0, W PB = B. 如 果 考 丰 (5.21) 的 
Cauchy 问题 ， 从 (5.21) 的 第 4 个 方程 可 以 看 出 初始 条 件 亦 应 满 
足 零 散 订 条件 . MP EAT (5.21) 的 第 一 个 方程 ,注意 到 规 
范 条 件 就 知 (5.21) 等 价 于 


OA; = PIm($D;$), 
De Dg =9, (5.23) 
AAeg = —Im(¢Do4). 

现 考 虑 (5.23) Æ t = 0 村 的 Cauchy 问题 


A(O, z) = alt), A ACO,2) = anle), 
H0, x} = Proy(Z), Ə @(0, z) = Piir). (5.24) 
divag = Ü, divayy = 0. 


注意 到 ， 我 们 无 需 对 4 施加 初始 条 件 ， 仅 需 对 4 和 名 施加 初 
ee. 由 此 推 得 控制 Maxwell-Klein-Gordon Fy @ (5.24) 的 基本 
模 应 该 是 仅 含 变量 4 和. 这样 ， 就 诱导 出 如 下 约 化 能 量 


E(A, $) = [AAC ls + [IPC ile + Haee- (5.25) 
这 里 
lap? =|ae?+{VO?, 14P = 7 > [Da A;l?. 
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定理 5.2 HR 4fofz)j € A(R), amle) € (Rè), po € 
H'(R?), palz) € L2(R?) A 


Eo = (Yeaw l+ llen lle + lemlet Yeo la + le ls < 90. (5.28) 


则 Maxwell-Klein-Gordon 方程 在 Coulomb 规范 下 的 Cauchy 问题 
(5.23),(5.24) 存在 唯一 广义 解 ($, Ao, A) 满足 


E{Ao, A, PB)E) < Eo, (5.27) 
GiAp, A, Bt) < (1 + Eo (5.28) 
并 对 任意 工 < 00, 有 
T 
f (IOA, Alla + Oet, -edadt < co. (5.29) 


进而 , 如 果 Vero) E A(R), a(z) € HI (R°), piole) € HH (RË), 
pa X) € H'(R°}, s > 0, 那么 ,对 任意 + > 0, 就 有 Aolt,:), 
A(t,-) E HHR?) 8, Ag(t,-) € H*(R*), A(t, ) € H (RS), A(t,-) € 
H®t1(R3), olt, -) € H*(R). 

$id 5.1 估计 (5.28),(5.29) ET SCARE — AO PR GE. 由 (5.29) 
FASIH, RERRARR MTP RERH, AML, REN 
解 就 是 能 量 解 ， 定理 5.2 的 证 明 依赖 于 如 下 标准 的 局 部 存在 性 


定理 . 
命题 5.3 设 s 是 非 负 整 数 ， 
ES? = ||Vaol a: + llacayllare + Hole + legha < 09. (5.30) 


WER RAF BL? K To > 0 及 问题 (5.23),(5.24) 在 [0, To] x R? 
B36 78 A (Ag, A, ¢). 进而 ， on s > l, ABA 


{ V Ao{t, x), VA(t, x), Aol, 2), 0, A(t, 2) © H” (R*), 


o(t,2) € HHR), Vd, Ob € HR?) (5.31) 


对 te [0,To] ARE HW, YEO) 一 致 有 界 时 ， 解 可 以 扩 
张 到 任意 的 时 间 区 间 fo,Tij 上 . 特别 ， 当 BOW) 在 任意 的 时 间 
区 间 (0, To] 上 一 致 有 界 时 ， 些 解 就 可 以 扩充 成 整体 解 
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注 记 5.2 WHE Coulomb 规范 下 ， Maxwell-Klein-Gordon 
方程 的 有 限 能 量 解 已 经 建立 ， 作 
Aa = Ao- Dax, B=exg (5.32) 
使 得 
Ap = 6. (5.33) 
it FF RAO) o BY LF Maxwell-Klein-Gordon 方程 的 Cauchy 
问题 有 限 能 量 解 .具有 好 讲 ， 有 如 下 命题 : 
命题 5.3 H(A, 4 向 是 方程 (5.23) 满足 定理 5.2 中 结论 的 
解 . 则 存在 规范 变换 {5.32) 使 得 (5.33) 成 立 , 并 且 对 于 YTE f0, Tos 


NACE, Vila + Nae, He + GAC, lle < C, (5.34) 
RECT Eo HT. 
证 了 明 容易 看 出 ， 仅 需 证 明 对 :>0， x(x, t) 的 所 有 二 阶 导 数 
属于 LR") MIT. e 
£) = Aglas, yida. 5.35 
xb 可 = f Aals,2) (5.35) 


由 合计 (5.27) 就 推 知 
By = 8, Ao(t,c) EIR Vaex = VAolt, x) € (R°). (5.36) 


另 一 方面 , 由 方程 (5.23) 可 得 Ax = fj AAodt = [l(b Dod)ds 
因此 ， 仅 需 证 明 
T 
f 


f Dot 
RE CMR RMF Bo RT. H Dod = dop + idog, 可见 
T T 
f \bDodldt}, < + f Ao|¢|? dt 
ive 2 9 2 


T 
+C f Haolel¢*Haat 
0 
2 


<C, (5.37) 
L (R3) 


Y T 
so leai) jaotaeys 


<C 内 oat _ 


T 
<c f jel dtl + C. (5.38) 


T 
+e f pvAotiansiigae 
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因此 ， 著 能 估计 |S pldt 就 可 推 得 Ay < LR. 它 是 下 
面 线 性 波 方程 的 标准 估计 的 一 个 直接 结论 . 
引 理 5.5 设 几 是 问题 


l Og = 4%, 
PO, r) = falz), (0,2) = fiz) 


的 解 ， 则 有 估计 


| fw Pa 


证 明 由 标准 的 Duhamel RH, RBA Y= 0, fo = 0 情形 
下 证 明 (5.40) BN AT, BT 


(5.39} 


T 
< Cf folla + fall + f- W8C ladt]. (5.40) 


on 


i . 
ptz) =~ 人 Sila + tude, (5.41) 
这 里 ?2 是 R3 中 单位 球面 ， 因 此 ， 对 每 一 个 证 定 的 zx eR, 有 
ea 
心 


< 二 f f, Ifi (a+ tw) |2dwat 
1 
=e Ifill 


HiS A 5.5 成 立 . JA Se Pit (5.34). 

注 记 5.3 (i) rH 5.4 WR (Ao, 4,0) 具有 Os 21) ER 
性 的 情形 仍然 成 立 . 这 样 就 可 得 到 瞬时 规范 下 Maxwell-Klein- 
Gordon 方程 的 Cauchy 问题 的 光滑 解 存 在 性 . 

(ii) 证 明定 理 5.2 的 主要 困难 是 证 明和 估计 (5.29), 它 是 保证 
解 唯一 的 条 人 忻 . 下 面 我 们 将 利用 其 有 零 形 式 的 非 线性 的 时 空 居 
计 来 证 明理 论 5.2. 

为 了 证 明定 理 5.2, FE — API SERA. th oO" 分 别 


{ Tọ = y, (5.42) 

o(0,z) = fole), p0, r) = filz), 

{ Dg =v (5.43) 
p'(0,r}= g(x}, (0,2) = gi (x) 
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AAR, BASH A ( 见 文章 IK13]) 
Qulp, p) = 4,68,;¢ — app, li<i<3 (5.44) 


满足 如 下 标 谁 估计 : 

WH 5.6 ed Ald’ y (5.42),(5.43) HARB, Means 
eK NP AS efit: . 

(i) 对 任意 fole) E€ H°(R*), file), gole) E€ HYRË), (x) € 
LIR), (t,x) € E'(R+; H (R)), p(t, æ) € LIR+; £2(R3)). Wp 
任意 了 >0, 有 


[ 人 Q(g. p) dzdt 


T ， 
<C((|'V? folz + IY filla + f IVe, la 


T 2 
x (IF golle + ligullz + f I(t, Jade)’. (5.45) 
(ii) 对 任意 的 fo(z) € HR), Ale), ole) € HR), gale) 
E L2(R3), bt, m) € LH(R+; L°(R3)), y(t, 2) € LUR; L2). 则 对 任 
意 了 > 0. 有 


ff Cae, g dzat < CUN folle + Wil 
+ f Eat? (Taole + hte + f we Yao) 
0 (5.46) 
证 明 注意 到 
Quip p) = 8;(O;¢- — (Dp 2’), 
(5.46) 意味 (5.45). (5.46) 的 证 明 可 见 [KM2]. 


推论 5.7 设 ($8,6") 满足 命题 5.6 RH, PARRA SH 
管 铝 量 场 上 的 投影 算 子 . 那么 有 估计 


T 
Í Í , P(Y Mt, z)|?dadt < C (V Follz + lle 
T T 
+ e(t, ad) - (vgollz + llgrlio +f it, -}ljzat). 
0 o l 
(5.47) 
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证 明 直接 验证 
x (Vp lj = Ejnd(@ hp) = sein Qu(d,d') 


因此 
Pie- Yole <C X HA) Fuld, e N, (5.48) 


1<kcl<3 


由 命题 5.6 就 得 估计 (5.47). 
傅 题 5.6 hh B=(B8))j-123 是 散 度 为 0 的 实 信 向量 场 ， 沁 
BR 中 的 任 一 复 什 函数， 考虑 波动 方程 组 的 Cauchy 问题 


OA; = B;, Le = Y, 
| A(O, ‘) = 4,0} (x), J A(O, ) 一 413 (x), (5.49) 
#(0, -) = polz), Jp (0, -) = Pp1 (x). 


fe 设 diva(g)(x)=diva;)(z) =0, 则 对 任意 了 > 0, a 
AsV) dblizeqozyxrsy S CY ao lz) + legoke) 


T T 
+ IBG kdd: (IV aol + lelet f Wee, adt, 
0 0 (5.50 


这 里 aro), alg), Bie, z), w(t, 2) 满足 (5.50) ex Marg h EE BBY FE 
有 限 . 
证 有 明 因为 VjB; =0, 故 存 在 一 个 散 度 为 0 的 管 癌 量 B; W 


是 = a ra 
B; = Ejk Bi, YI B; = Ù. (5.51) 
A, FER 中 的 零散 度 的 向 量 场 ĉe) äle) 使 得 
co (x) =Vx arg) (x), a1) (a) =V x &(1){2). (5.52) 
设 4 是 问题 -z 
l a = B, - i (5.53) 
ALO) = Grays Alü) = arj 
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的 解 . 由 线性 波动 方程 Cauchy 问题 的 唯 -一 性 定理 ， 就 有 4 = 
Vx A. Wok, 


~ 1 a 了 ` 
Y AVio = 》 ep Adjo = EQ lAn ). (5.54) 
i 


故 将 命题 5.6 应 用 到 4 和 就 得 估计 (5.50). 作为 Strichartz ft 
计 的 特例 ， 我 们 有 l 
命题 5.9 设 yo(x) e Hi, el E L*, g(t,z) 是 线性 波动 方 


fe Cauchy 问题 
Op = Y(t, 2), D 
DÖ 
{ p(0, x) = yolx), lD) = piz) (5.55) 


AY. ABA, XP VE > 0, 有 


T È n 
(/ 人 tena <C (wm + leila +f vind) 


(5.56) 
这 里 p(t, s) E L0, T] LR”). 
ALB Ei eet 23 (he BB An, A,B 的 估计 ， 首先 来 考虑 
Ao 的 估计 . 注意 到 Ao 满足 


AAg = —Im(éDo9), (5.57) 
而 4 是 波动 方程 
DD, =0, De = +iA (5.58) 


ee HH fe I a L? 估计 及 插值 不 等 式 ， 有 如 下 标准 
if : : 

命题 5.10 HERA KZRA, y Æ R p 
Laplace 方程 


Ad =f (5.59) 
满足 yle) = OC), fe] > 00 的 唯一 解 ， 则 
(i) Veils < CA I- ip = Ih ler: 


(ii) Ills < CI(-A)-? Fla; 
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(iii) Ve > 0, bll < Cell ll pve + lilo). 
注 记 5.4 (5.58) 式 意味 着 


O°Im($D,$) = 0, (5.60) 


事实 上 ， 
Img Da p) =Im(0°¢D.¢) + Inip Ds) 
=Im(O°¢i Aap) — Impi Atap) + Imill Aa A") = 0. 
命题 5.11 设 Ao Æ (5.57) HM, A, o WAE 
E(A,®$) = A(t, -Jiz + ||OdE, -Jliz + l, < æ, (5.61) 


这 里 ð 一 {&, 01, 02, 3). At 2 5 对 任意 T > Ù, A 
(a} [YA ls + Ael Ji, < CHE); 
(b) ||V Ao(E, Hla + lO: Aod(t, ils < CO + Et; 
(c) |[Ao(t, ilo < CEHO + Ce, iis), 这 里 BG) = BCA, Ø} 
和 证明 AARRE, 无 妨 假 设 ott, -) ie eE 4¢0,-) € 
Cm (RY). 改写 方程 (5.57) 就 是 


AA — Aole? = —Im{$0;¢). (5.62) 
(1) AMHARA Ao 并 在 R 积分 ， 利 用 分 部 积分 就 得 


JUTA +406 dr < f |AodOrdlde < \AodillOdll 


R? 


Mm, iF e 的 Cauchy 不等式 就 得 


IV Aolle + Avell < Clare (5.63) 
(2) 就 (5.62) 两 边 对 t+ 微分， 并 注意 到 (5.60), RA 
ADAo = -F Im(6D,¢). (5.64) 


由 引 理 5.10, 直接 计算 ， 就 有 
Avila <C $ dD dla < Cle? Ally + levela) 
J 
<Ciellall Ytl + HAlsHeli. 
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注意 到 H1 > L°, | dla < lela + Idle, 那么 
lB Aolls < CO + Bey). (5.65) 
EHH, AHSA 5.10 及 Sobolev MATH, A 
IV Aolls SCHA < C(|argil2 + le? Alls) 
SC (ll|ls|dli2 + ligllel Aola} < CO + EEY- 
(5.66) 
(3) Re= 4, 利用 引 理 5.10 及 (5.62) $, HEHE 
Aol SOCOMA Aolla + + TAolle) 


<Cliplsl dla + ols : 4odlla + lAolle) 
SCEE) + lids). (5.67) 


命题 5.12 i (o, 40,4), {8', Ap AD 是 方程 (5.57),(5.58) 的 
两 个 解 且 满足 E(t) = F(A.) < œ, Fi) = E(A', 6) < oo, 
t < {0,TI, BA, FAEMAKME EO, Bt) 的 常数 C, 使 得 如 下 
ARR: 

(a) [V (Ao — AS) (4, -Jz + lAo- Aip" < CELA- A’, p-o). 
a (») (Ao — AB) EE, Ja tiv (Ao — AG, Ha < CELA- A'o- 

AVE), 
(c) KA — ANE, Allo < CELA — A'o — 6 )(t}- A+ Ib, le). 
iE AR (1) 用 (¢, 40,4) 与 (8', 45,4) 所 满足 的 方程 相差 ， 

就 得 

A(Ae — Ag) — (Aad — A666 — Aig (O= 6) = —Im(d0¢ — sao 
5.68 

AUREL Ao- Ai 并 在 有 3 积分 ， 注 意 部 分 积分 技巧 就 得 

| ¥(Ao — Apli + Ao — Aagi 


< Í \(Aod — ASG') A(G — Bde 


+ f 1A- 8) (Ao — Adet f Mo- AG- $lde 
kK? pa 


+ f {Ao — Ab) (Oh — One ld 
3 


<C(E(t) + ENVY (A — Ad) lle + Aog — Age'Tle) 
x B(A— A'b- PA. 
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由 此 及 带 s AY Halder 不 等 式 即 得 命题 5.12 (a). 
(2) 由 方程 (5.64} 推 得 


AB:(Ao — Ag) = (ImGD;$ - $' Di4), (5.69) 


36 F fp 5.11(b) 揭 证 明 ， 直 接 利 用 引 理 5.10 及 Holder 不 等 
RAA 
l8:(Ao — Agjils < CELA ~ A ~ op't- (5.70) 


同 理 ， 将 引 理 5.10 的 (i) 应 用 到 Ao- AQ) 上 ， 就 有 
YiAo -4ojla SCH And — 408) 和 es + Cll Aad’ ll2ilé — $'lle 


+ CY AePlJ2llo — Ole + Clie -l&i — p) 
SCE(A—A',d — ¢'). (5.71) 


(3) E e= 而, 利用 引 理 5.10 的 Gil) RA 
(Ao — 40 SCA (Ao — Ad)|la4. + Ao — Ap) Is 
<E(A— A' p — pl +I Ally). (5.72) 
TARF (4,9) 的 相应 估计 . 为 方便 起 见 ， 将 方程 (5.23) 
写成 
HA = PIm(¢D¢), 
| Op = {Aot + iA e — 2A -Vo — JAg o + [A]? 4. 
(5.7 


用 G(Ao, A, p) E(A, 6) BR BIE ER ALE 

命题 5.13 ik Ey = E(¢, A}(O) < 00,(Ao, A, $) ALA FB (5.23) 
及 (5.24) 在 [0,T*] x RY 上 的 解 且 满足 定理 5.2 的 条 件 ， 那 么 有 
如 下 结果 : 

(a) FETT RRT Eo 使 得 


T 
X(T) = f IDat Ma + (OPC, dt S1. (5.74) 


(b) FERIT Eo 及 了 WR, HG X(T*) < C < ow. 
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证 明 (>) 是 (a) 的 直接 结果 . 下面 仪 需 证 明 (a). 注意 到 对 
O<t< 7", 由 (5.28) AR Et) 一 致 有 界 ， 我 们 断言 : 


X(T) < CT?(1+ Eo + X(T), O< T<T*,T<1 (5.75) 


(这 里 CMRMT T 与 Bc) 意味 着 (5.74) 成 立 ， 这 里 CRK 
MTT Eo BRE, H X0 SHA XO) =0, 可 取 To 充分 
小 ， 使 得 


ACT +E) <1, X(T)<1+Eo, T<T. {5.76) 


由 此 即 推 得 (5.74) 成 立 . 仅 需 证 明 (5.75). 由 标准 的 能 量 估 计 ， 
对 任意 Te (0,T*), 有 


l [3AT )la < le4(0, Ila + fo IDAG Mad, 577) 
d(T, Alle < 1840, Jlle + fo NOHE, )lladt. 
从 而 
E(A, oT) < C( Eo + X(T)). (5.78) 


由 方程 (4.73), 容易 看 出 
T — T 
X(T) < f PIADA adt +2 f NOLA Ilo 
U ù 
T T 
AoB $2 A- Volt, zd 
+2 f Ardell + f 14- Vole di 


P T 
Zbit Vled 7 adt. 
+f Wee ade + f MAPA dedi (6.79) 


ESI Sait RM (5.78), 就 得 


L |PIm(PD¢)\ledt <C L [Pm F )ll2 + Ag lade 
<CT3||P(ImgV9) |22((0,7] xR) + HAllelllls 
<CT? (Ep + 三 上 gl 二 十 CE*(A, $)(t) 
<OT?(1+ Eo + X(T))*. (5.80) 
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由 引 理 5.12 及 估计 (5.78), 并 注意 到 用 Sobolev 不 等 式 得 
T T 
f {8 — tAg)o(t, -) zdt < Í la Aollal Blledt 


T 
SCEA, ANT) 人 BAolladt < CT(1 + BIA, pT)" 
0 


<CT(1 + Eo + X(T), (5.81) 


T T 
f | AoAedlladt < CELA, a)(T) f | Aolloodt 
ü 0 


T 
< C(1 + F(A, o)(T)}? - f élt, Meet 


< C(1 + E(A, {TIPTE llellzeqo,T]xr 
< CTE1 + Eg + X(T)”, (5.82) 


此 多 用 到 Strichartz ftt. 
同 理 ， 直 接 利 用 引 理 5.8, 引 理 5.12, 就 有 


T 
f lA- Velladt <CT?||A - Vell zztoTxR) 


T T 
<SCTÈ(Ro+ | hOAledt+ f D6ladt} 
D ù 


<CTi (Ey + X(T))?, (5.83) 
T T 
[ | A2glladt < f |Aollidllsdt < CT(Eo + X(T))8, {5.84) 


T 
f || A*lladt < CT(Ey + X (TYP. (5.85) 
0 


结合 估计 (5.79)~(5.85) 就 得 估计 (5.75). 

W (Ag, A, p) Æ (Ao, A,9) 是 问题 (5.23) ,(5.24) 的 两 个 解 . 记 
E = E(A,¢), E' = E(A',ġ')}, Eo = E(0), Bi = E'(0). 我 们 有 如 下 
fE it : 

命题 5.14 id (Ao, A.) R (AG, A’, 9’) 是 问题 (5.73)  [0,T") 
XR? EAE E52 结论 的 解 ， 那 么 有 如 下 结果 : 
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(a) 存在 0< 了 < 7T* 和 仅 依 赖 于 Eo 与 Eg, 


X(T) =f HOA, Ie + ole lade 


m 
xr) = f HOA, Ila + HOC Maat 
的 常数 C 使 得 


T 
A(T) =f IOA- A'la + Eig- Pl ledt < CE(A— A’, $- e0). 
(5.86) 
(b) FEIER OT", Eo, Eo, X(T*), X T*) 的 C', 使 得 


E 


A(T") = f IDA- A't E-o zd < CE(A-A’, p- (0). 
(5.87) 
证 明 注意 到 E(t) 和 E'H) OT] LEAH, BRA 
(a) 及 下 面 估计 (5.88) 就 推 得 (b). 另 一 方面 ， 容 易 看 出 ， (a) 是 
估计 
A(T) = CT?(E(A~— Al, pO AAT) OCT <7", T<1 
(5.88) 
的 直接 推论 ， 这 里 C 仅 依赖 By, EL X(T), XT). HUF 
(5.78), BNA 


E(A -A9 — o O SC [BIA — 4',0- $0) + A). (5.89) 
AAW, BRA ARAB (5.73) 可 见 


T 
A) < f |Plm(6Dd) — Pim(s'D'S edt 
T 0 
+2/ \\(2:Ao)d — (Ah) nat 
i] 
T T 
+2 f Að- MB sdt +2 f HAVS- A vo ade 
ü 局 


T T 
+f Mao- lab? ead + f Maps ~ a'oa 
D i 
=h, + a+ J; + i4 +s +de (5.90) 
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完全 类 似 于 命 惠 5.13 证 明 ， 利 用 非 线性 项 的 时 空 佑 计 ， 可 得 


T T 
ne< f |PIm{(ó — 6°) Vélladt + f |Pim(e'V(S— Fladt 
ü 


<CTHE(p — ¢')(0) + A(T)), (5.91) 


T T 
h së (| lAo — &Aolls||Plledt + f lAolls le — test 


<CTE(A ~ A',p— #')(8) 
<CT[E(A — A'$ — p'O) + A(T)I, (5.92) 


这 里 用 到 估计 (5.89). 注意 到 ld (elle < F(A. A) < C, 
Agia < C, BA 


T T 
I< / lAo — Ai) Aalladt + f Al, (eh — Bp ) adt 
ü 0 
T T 
<C f (Ap — AZ }Ilocdt + sup {Gd — g'li f 1 Ab lloodt 
0 O<t<T 0 


T 
< CT? max E(A — A’,é- eye f (1 + ||A(¢, -)]]s jdt 
十 CTE (max, E(A 一 A, o~ p'O + A(F)) 
< CT#(E(A — A’, ¢ — ¢')(0) + A(T)). (5.93) 


Be Ls, Is 同 理 可 证 . 从 而 估计 (5.88) 成 立 . 

最 后 考虑 (5.23),(5.24) 在 Ce [0,T*] x RÈ) KLARA RES 
的 解 $8, A, GK HLO< 7 < oo. 由 命题 {1.1) 可 见 EG) 0,7") 上 
一 致 有 界 ， 是 六 高 阶 能 量 模 


EC{t) = |OA(E, Alam + AOE, lan cee. (5.94) 


我 们 有 如 下 结果 : 
命题 5.15 存在 仅 依 赖 Eo 和 T* 的 常数 使 得 


T* 
| IDaa4lla + [OAad|ledt < CEO (0). (5.95) 
D 
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WEAR HEARE OR F AR, 直接 利用 命题 5.14 
me tS fa if (5.94). 

命题 5.16 设 (5.23),(5.24) 的 解 (Ao, 4,4) € C(O, T] XB), 
且 (4, 和 ) 具 有 紧 支 集 的 解 ， 那么 LOW 在 0.7] 上 一 致 有 界 ， 

LEAR HERAT AAC SRE. RA 


T 
[8° A(T, -Jlle < (18°40, > +f [D3A(t, Had, (5.96) 


T 
(84T, la < 18240, Illa + f (Cad, Yd. (5.97) 


上 面 两 式 相 加 ， 利 用 命题 5.15 就 是 知 此 命题 成 立 . 

定理 5.2 的 证 明 唯一 性 : 设 (Ao,4, 胡 与 (5, 四 ,由 是 
问题 (5.23),(5.24) 的 两 个 解 且 Eo < co, 那么 由 命题 5.14 及 能 量 
估计 就 得 % = 中 4= 册 .进而 ,由 命题 5.12 就 得 4o = 

(ii) 对 光滑 的 且 共 有 紧 支 集 的 初始 函数 ， 问 题 (5.23), (5.24) 
有 整体 解 ， 即 :T* = co. BRE, MRT < oo 由 经 典 的 局 部 
存在 性 理论 ， 有 了 * > 0. 根据 命题 5.16 知 ENH E oT) EA 
界 ， 再 容 ， 利 用 存在 性 命题 5.3, 靳 可 推出 解 可 以 延 朱 到 (0, 7*) 
之 外 矛盾， 从 而 T* =o. 

(iii) 具有 限 能 量 初 始 函 数 的 整体 亨 在 性 证 明 . 构造 


k gE fmn - {k k 
| “人 ae) (rz} e CPR"™), divai) = diva th = 0, (5.98) 
Pio) (x), ph (a) E€ CPR"), 


使 得 
lata (z} 一 aro) (2) |] 4s — Ü, 
ee 一 potzjlla + 0, 5.90) 
la (2) — aale) > 9, 


leti (2) ~ poy 2) > 9. 
记 46 409， pO 是 由 初始 函数 a, aft}, el 所 决定 的 整体 


解 , 由 命题 5.12, 命题 5.14 HEE OW (Ao, A.) H (Ao, 4,4} 
是 问题 (5.23),(5.24) 的 整体 能 量 解 . 
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